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1 Introduction

Ces notes de cours sont inspirées des livres de Algebre des matrices de | Fresnel [1] et
Numerical Linear Algebra de LN Trefethen et D Bau III [2].

1.1 Espaces vectoriels

Définition 1. Soit K un corps commutatif (R ou C). Un ensemble E muni d’une
somme + (application de £/ X E — E commutative et associative avec élément 0
neutre et élément inverse) et d’'une multiplication - par un scalaite appartenant a /X
(application de K X E — F) est un espace vectoriel sur K, (E, K, +, -), sl posséde

les propriétés suivantes:

Pour tout i, A € Ketz,y € E,

A(z+y)=X-z+ Ay, )
A+p)-z=X-x+u-z, )
l-x=ux, 3

A (p-z) = (M) -z )

On note I 'espace vectoriel. On utilise 'abréviation e.v. pour un espace vectoriel.

De la définition découle que E doit contenir I’élément Og. C’est la premiere chose a
vérifier quand on teste si un espace est un espace vectoriel.

Définition 2. Soit I/ un espace vectoriel sur K. Une partie ' non-vide de E' est
appelée sous-espace vectoriel de I, si pour tout z,y € FFonax —y € F et si pour
tout A € K etz € F,ona A\ -z € F. On utilise 'abréviation s.e.v. pout un sous-espace
vectoriel.

Exemples K estun estun e.v. sur K.

C est un e.v. sur R.

L’ensemble des fonctions continues C° est un e.v. sur R.
E estuns.ev de E.

{0g} estun s.ev. de E.



O € F pour tout F' s.e.v. de E.
Siz € E etz # 0g, alors ’ensemble {\ - z|\ € K} est un s.e.v.
Si F' et GG sont des s.e.v,, alors F' N (G est un s.e.v.

Pour simplifier les notation, on omettra le symbole de multiplication par un scalaire:
A - x = Az, et on dénotera le zéro d’un espace vectoriel par 0.

Exercice 1. Déterminer lesquels des ensembles E1, ..., Ey sont des sous-espaces vec-
toriels de R3. Calculer leurs dimensions.

1. By ={(z,y,2) ER¥|lz+y—2=a0+y+2=0}L

2. By ={(z,y,2) € R®z* — y* = 0}.

3. B3 ={(z,y,2) € R¥e"e?¥ = 0}.

4. By ={(x,y,2) € R3|z(2* + y*) = 0}.

Exetcice 2. Soit £ = R, = {x € R|z > 0}, muni de la somme interne @& définie
pat a ® b = ab, pour tout a, b € E et la loi de multiplication par un scalaire & définie
par A ® a = a*, pour tout A € R et tout a € E. Montrez que £ muni de ces deux loi
est un e.v. sur R.

1.2 Applications linéaires

Définition 3. Soit E et F' deux e.v. sur K. Une application f : E — F est appelée
application linéaire si

flxz+y) = flz)+ fy) pout tout 7,y € E ©)
f(Az) = Af(z) pourtoutr € K, A € K (6)

Un isomorphisme est une application linéaire bijective. I’inverse d’un isomorphisme
est aussi une application linéaire. Un endomorphisme de I'e.v. E est une application
linéaire de £ dans £. Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Définition 4. Soit £ et I deux e.v. sur K et f une application linéaire de E vers F'.
Le noyau de P'application linéaire f est 'ensemble

ker f = {x € E|f(x) = 0}. ™)

La notation ker vient de I'allemand pour noyau, Kern.

Le noyau d’une application linéaire contient toujours 0 (f(0) = 0 pour toute applica-
tion linéaire f).

Exemples L’application idg ot idg(x) = 2 pour tout # € E est un automorphisme.
Si f: E — F est une application linéaire, 'application £ — Af(x) est aussi linéaire.
Si g : E — F estune application linéaire, alors © — f(z) + g(x) est une application

linéaire (notée f + g). Lx(E, F'), lensemble des applications linéaires de F dans F,
est un espace vectoriel sur K.



Exercice 3. Donnez un exemple d’endomorphisme surjectif mais pas injectif. Donnez

un exemple d’endomorphisme injectif mais pas surjectif.

1.3 Famille, partie libre, génératrice, base

Définition 5. Soit £/ un e.v. sur K, on appelle famille de £ indexée par un en-
semble [ une application de [ dans E. Cette application associe ¢ — ;. On note
cette famille sous la forme (z;);cr. La notion de famille généralise celle d’une suite, ou
I'index n’est pas nécessairement entier.

Exercice 4. Soit F un e.v. sur K et (E;);c; une famille de s.e.v de E. On note

Y E ®

icl

le sous-ensemble des éléments x € E qui possédent la propriétés suivante: il existe
une famille (;);cr de F avec x; € E; pour tout i € [ et x; = 0 pour tout ¢ € [ sauf
pour un nombre fini de valeurs 7, et = Y i € [z;. Cest I'ensemble des éléments
r € I qui s’expriment comme une somme finie d’éléments de E;. Cet ensemble est
appelé somme des sous-espaces vectoriels ;. On dit que la somme est directe si
tout ¢ € Y E; admet une décomposition unique sous la forme x = ) i € Ix; avec
x; € LE; et x; = 0 sauf pour un nombre fini de valeurs 7. On note la somme directe

des E; pat

QB@. ©)

el

Soit E et Ey deux s.e.v. de E. Si B = Ey + Es et que Ey [ E2 = {0}, alors on dit
que Ey est un sous-espace supplémentaire de £y dans E.

1. On consideére les vecteurs v; = (1,0,0,1), v = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
vy = (0,0,0,1) et v5 = (0,1,0,1) dans R%  Vect{vy,vo} et Vect{vs}
sont-ils supplémentaires dans R?? Méme question pour Vect{vy,vs, vs} et
Vect{vg, v5}. (Vect{z1,...,z,} est le s.e.v. engendré par les combinaisons
linéaires de 1, ..., ,,. Cest donc la somme des s.e.v. E; = {\x;}).

2. Soit E'un e.v. sur K et IJ) et Py deux s.e.v. supplémentaires de £. Montrer que
E = E, ® B, c-a-d. que la somme est directe.

Une famille (y;) ;e est appelée sous-famille de (x;);er si J C I etsiy; = x; pour
tout j € J. On dit que (z;);es est une sur-famille de (y;) e

Une famille (z;);er est libre si pour toute famille (A;);er, A; € K a support fini (c.-a-d.
Ai # 0 pour un nombre fini de valeurs ¢ € I), ’égalité

0="> \a; (10)
el

implique A\; = 0 pour tout ¢ € 1.



Une famille (z;);cr est génératrice si pour tout élément x € E), il existe une famille
(Ni)ier, Ai € K a support fini telle que

r=Y N (11)

iel

Une famille (2;);c; de E est une base de F si elle est libre et génératrice. Ca veut dire
que pour tout z € F, il existe une famille unigue (\;)icr, \i € K a support fini telle
que £ = Y .; \ix;. L’élément \; est la coordonnée de « dans la base (;)ic;.

Exercice 5. Soit (€;)icf1,....n} une famille libre. Que peut-on dire de la famille (e; +
2,6+ €3,...,€n1 + €pn, €+ €1) 7

1.4 Base, dimension

Proposition 1.1. Soit E un ev. sur K et B = (by, ba, ..., by) une famille de E (famille indexée
parl = {1,...,n}). Les énoncés suivants sont équivalents:

2) B est une base (c.-a-d. libre et génératrice)

) B est une famille génératrice minimale de E (c.-a-d. aucune sous-famille distincte n’est généra-
trice)

iii) B est une famille libre maximale de E (c.-a-d. aucune sur-famille distincte n'est libre).
Théoréme 1.2. Base incomplete. Soit E un e.v. sur K de type fini, (g;) 1c1 nne famille génératrice
et (L) e une famille libre, finie et qui est une sous-famille de g. Alors U est une sous-famille d'une
Sfamille B finie, base de I et sous-famille de g.

Une base de E est la plus “petite” famille génératrice, si on enléve un élément de la
famille, elle n’est plus génératrice. C’est aussi la plus “grande” famille libre, si on ajoute
un élément, cet élément peut s’écrire comme combinaison linéaire. Une base de £ n’est

pas unique.
Proposition 1.3. Soit E un e.v. de type fini, c.-a-d. que ' admet une famille génératrice finie.
Alors

i) E admet une base B indexée sur un ensemble fini. Le cardinal (nombre d’éléments) de cet
ensemble est noté card B.

i) Soit B' une base de E, alors B' est une famille indexcée sur un ensemble fini et card B =

card B.

Le card B s'appelle dimension de E sur K et se note dimg E. dimyg £ = 05 E = {0}.
Proposition 1.4. Soit E un e.v. sur KK, avec dimy E' = n, et B une famille de E finie (indexée
sur un ensemble fini). Si B posséde deux: des trois propriétés suivantes, alors B est une base de E.

i) card B = n.
) B est une famille libre de E.



i) B est une famille génératrice de E .
Proposition 1.5. Soit E et F' deuxc e.v. sur I de type fini. Les énoncés suivants sont équivalents.

1) E estisomorphe a F' (c.-a-d qu’il exciste un isomorphisme de I vers I).
i) dimg B = dimg F.

Les e.v. de type fini (et done de dimension finie), a isomorphisme pres, sont done classifiés par lenr
dimension n € N.

Proposition 1.6. Existence de base. Soit EJ un e.v. sur K (pas nécessairement de type fini), et
(€i)icr une famille libre sur E. Alors il existe une sur-famille ( f;)jcs de (€;)icr qui est libre et
génératrice. 1] suit que B admet une base i.e. une famille libre et génératrice.

Exercice 6. Un endomorphisme u d’un e.v. £ sur K est nilpotent s’il existe & > 1
tel que u* = 0. Le plus petit entier k vérifiant cette propriété est appelé indice de
nilpotence. (La puissance u” est la composée de u, k fois: u*(x) = u(u(x)). Légalité
uk = 0 est égalité de Papplication u* et le Iapplication 0, c.-a-d. que u*(x) = 0 pour
tout r € E).
Soit u un endomorphisme nilpotent d’'un e.v. E sur R de dimension finie n. Soit k&
I'indice de nilpotence de u.
1. Soit « € E tel que v '(z) # 0. Montrer que la famille
(z,u(z), u?(z), ..., u*"1(x)) est libre. En déduire que k < n.
2. Soit Fj = ker u?. Montrez que Fy C Fy C Fy... Sarréte-t-on a un moment
(est-ce qu’il existe m tel que F; = I, pour tout j > m) ?
3. Supposons que k = n. Montrez que la famille (z, u(z), u?(z), ..., u" 1 (x)) est
une base de L.
4. Soit v un endomorphisme de E tel que uv = vu. Montrer que uv est nilpotent.
Que peut-on dire de son indice de nilpotence ?
5. On pose

k—l(

explu) = > % (12)

i=0
Est-ce que cette expression est bien définie ?

Exetcice 7. Soit R,,[X] 'ensemble des polynoémes de degré < n sur R.
1. Montrer que R,,[X] est un espace vectoriel sur R.
2. On note D lopérateur de dérivation. Montrez que D est un endomorphisme
nilpotent. Quel est son indice de nilpotence ?
3. Soit z = X" /n! € R,[X]. Montrez que D" # 0. En déduire que la famille
(v, Dx, D%z, ..., D" 'z) est une base (voir exercice 6).

1.5 Matrices, rang d’une application linéaire

Proposition 1.7. Svit I/ et I deux e.v. sur K de dimensions finies, dimp E = n etdimg F' =
pon,p > 1o Soit (€)ic1,.n = (€i)n et (f;)p des bases de E et F'. _Alors la famille



d'applications ( f;;)pn données par fji(€;) = fj et fii(€izi) = O est une base de l'e.v. sur K
L(E, F) des applications linéaires de E dans F' et on a dimg L(E, F') = dimg E dimg F.

I’ensemble des applications linéaires d’un espace vectoriel de dimension finie 2 vers un

espace vectoriel de dimension finie p est lui-méme de dimension finie, et la dimension
est np.

Définition 6. Soit F, F' deux e.v. sur K de dimensionsn > 1,p > 1, (&;)n, (f;), des
bases de E/ et F', et f : ' — F une application linéaire telle que

p

fle) = ajif. (13)

=1

Alors la matrice de f dans les bases (¢;), et (f;),, notée Mat(f, (€;)n, (f;)p) estla
famille (a:)(joe(1.p1x(1.n]-

11 diz ... Aip
21

Mat(fv (ei)m (fJ)P> = : (14)
Gp1  Ap2 ... App

Cette matrice est une matrice a n colonne et a p lignes et prend ses entrées a;; € K.

En particulier, si f : E — E et (e;), est une base de F, f est un endomorphisme et
Mat(f, (€;)n) est appelée matrice de 'endomorphisme f dans la base (e;).

A chaque application linéaire sur des e.v. de dimensions finies correspond une matrice.
L’ensemble des matrices 2 n colonnes et p lignes a valeurs dans K est noté M, ,(K)
(M, (K) si p = n). Lensemble M, ,,(K) est un groupe commutatif avec 'addition
entrée par entrée:

[aji] + [bji] = [aji + b)jil. (15)

(Muni de cette addition, A + B = B + A pour toutes matrices A, B € M, ,,(K)). Si
on se dote de la loi de multiplication par un scalaire A[a;;] = [Aa;i], pour A € K, alors
M, ,(K) est un espace vectoriel sur K.

Définition 7. On définit le produit matriciel entre deux matrices A € M, ,(K) et
B € M, ¢(K) comme la matrice C' € M, ;(K) avec

Cjk = Z ajibik' (16)
i=1
On note le produit matriciel de A et B par AB.

Un vecteur peut étre vu comme la matrice a une colonne © € M, ;(K). Si M €
M, (K), alots le produit Mz € M, ; est aussi un vecteur. L’application x — Mz

6



est une application linéaire de M,, 1 (K') vers M, 1(K). Ces deux e.v. sont isomorphes
a K" et KP, et on note I'application correspondante M : K™ — KP.

En dimension finie, les applications linéaires peuvent étres représentées comme des
matrices, les éléments de e.v. comme des vecteurs, et 'action de I'application linéaire
sur les éléments comme le produit d’'une matrice par un vecteur.

Théoréme 1.8. (Théoreme du rang). Soit E et F deuxc e.v. et f © E — F une application
linéaire. On suppose que E est de dimension finie. Alorsim f = f(E) est de dimension finie et on
adimg (im f) + dimg (ker f) = dimg E. La dimension de f(E), est le rang de [ et se note
rang f.

Corollaire 1.9. Soit f : E — F une application linéaire, dimpy E et dimg F' finies. Alors
rang f = dimg E s et senlement si [ est injective et vang f = dimp F 57 et seulement si | est
surjective.

Sidimy B = dimg F, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
7) f est injective.
i) f est surjective.
i) f est bijective.

Le théoreme du rang et ses corollaires nous indiquent comment les applications linéaires
décomposent un e.v. entre 'image de f et son noyau.

’Exetcice 8. Revisitez I’exercice 3 a la lumiere du théoreme du rang,

Définition 8. Soit A € M, ,(K') une matrice p X n. On appelle transposée de A la
matrice [b;;];; € M, ,(K) définie par b;; = aj;, et est notée “A ou A.

Ona’(A+ B) =TA+'B, Y (M) = NA, 1(AC) = 'C'A, et '(*A) = A. On dit
qu’une matrice carrée A € M, K est symétrique si A = A.

Proposition 1.10. rang A = rang ' A. La dimension de I'e.v. engendré par les lignes de A est la
méme que celle engendrée par les colonnes de A.

1.6 Déterminant d’une matrice

Définition 9. Déterminant d’une matrice carrée. Soit A = [a;;];; € M, (K) une
matrice n X n. On appelle déterminant de A, noté det A le scalaire défini par

det A = Z sgn(a)ag(l)lag(g)g...ag(n)n. (17)
o€perm(n)
On note aussi
aiy ... Qip
detA=|: e (18)
QAn1 Qpn



La signature d’une permutation sgn(o) vaut 1 si la permutation o est paire et —1 si
la permutation est impaire. Une permutation est paire (respectivement impaire) si
elle est le produit d'un nombre pair (impair) de transpositions (permutation de deux
¢léments entre eux).
Le déterminant possede les propriétés suivantes:

1. det! = 1.

2. det A = det'A.

3. det[C... > NCj...C] = A det[Cy...C—n] = \; det C, ou C; sont les colonnes

de C.
4.
L, L,

5. det[Cy1)...Co(n)] = sgn(o) det C.
6. idem pour les lignes.

7. St une ligne (colonnes) est une combinaison linéaire d’autres lignes (colonnes),
alors det = 0.

8. Soit A avec a;; = 0 pouri > 2 et B = [b;;] avec bj; = ;41 j11. Alors
det A = aq det B.

9. det AB = det BA = det Adet B.
10. A est inversible si et seulement si det A # 0.

Le théoréme suivant établi la fagon classique de calculer le déterminant d’une matrice

a partir de ses mineurs, les déterminants des sous-matrices carrées.
Théoréme 1.11. Soit A = [aij]ij € M(K) Ona

det A = Z(—l)k+jakj det Ayﬁkz,#j (20)
k=1
= (—1)"ay det Ay ui. 1)
k=1
Corollaire 1.12. Soit A € M(K') une matrice triangulaire par bloc
A
A= A2 : (22)

Alors det A = det Ay det As...det A,.
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