Université Claude Bernard Lyon 1
M1 - Combinatoire

Partiel 21 mai 2010 - 2 heures

Exercice 1. Soient n et m deux entiers strictement positifs. Donner une preuve
combinatoire des identités suivantes :

22" - ()
0 ()= ()

Rappel : ((;)) dénote le nombre de multiensembles de cardinal m, avec parts dans

{1,...,n}.

Par exemple, ((g)) = 6, compte les 6 multiensembles suivants 11, 22,33,12,13, 23.

Exercice 2. Soient n,p,q des entiers positifs, tels que p < n et ¢ < n. Prouver

T pe-EneeD

Exercice 3. En utilisant les nombres de Fibonacci, donner une expression pour :
a) le nombre de compositions de n avec parts égales a 1 ou 2.

b) le nombre de compositions de n avec parts strictement plus grandes que 1.

Exercice 4. Prouver l'identité suivante :

k_ k

g
H(I—JTQ) +Z (1—q¢)(1—¢q?)---(1—gk) (1)

i>1 k>1

Indication :
a) Montrer d’abord 'identité suivante :
£(A) I/\I
Ha=m=2¢ 2)
i>1 (1 - xq A€Par

ou on note Par I’ensemble des partitions, £(A) le nombre de parts (non nulles) de
la partition A, et [A| la somme de ses parts.

b) Montrer que le membre de droite de (2) est égal au membre de droite de I'identité
initiale (1).



\
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Figure 1: Le couplage {(1,4),(2,7),(3,5),(6,8)}

Exercice 5. Un couplage parfait de 'ensemble [2n] = {1,2,...,n} est une partition
de [2n] en blocs de taille deux. Tout couplage parfait peut étre représenté comme un
ensemble de n arcs, {(i1,71),- - -, (&n, Jn)}, OU 4 < jr pour 1 <7 < n, et dessiné comme
en graphe. Par exemple, le couplage {(1,4),(2,7),(3,5),(6,8)} de [8] est représenté
graphiquement en Figure 1.

Deux arcs (i,, jr) et (is,js) forment un croisement si i, < iy < j, < Js; ils forment
un emboitement si i, < i, < js < jr. Dans lexemple ci-dessus, les arcs (1,4) et (2,7)
forment un croisement, et les arcs (2,7) et (3,5) un emboitement.

a) Trouver une bijection entre l’ensemble Cs, de couplages parfaits de [2n]| sans
croisements et 1’ensemble Ds,, des chemins de Dyck de (0,0) a (2n, 0).

Indication : dessiner les elements de ’ensemble Cg et de ’ensemble Dg, et essayer
de les associer bijectivement. Généraliser a tout n.

b) En déduire que |Ca,| = C,, le nombre de Catalan de rang n.

c) Montrer algébriquement ce résultat (en utilisant la formule de récurrence des
nombres de Catalan faite en cours).

d) Notons &, 'ensemble des couplages parfaits de [2n] sans emboitements. Calculer
pour n = 1,2,3, le cardinal |&,,]. Conjecturer une formule pour |Egp|.

e) Prouver votre conjecture.

Solution en ligne sur la page web http : //math.univ — lyonl.fr/~biagioli
Consultation de copies mardi 25 aprés-midi 14h00-15h00, bureau 223 - Bat. Braconnier.
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