M1 — Théorie de Galois — 2010 Fiche révision

Révision pour le partiel.
Exercices sur la correspondance de Galois.

Exercice 3.1 Soit «, f € C deux complexes algébriques sur Q. On suppose que L = Q[a, 3] est
une extension Galoisienne sur Q et on note G le groupe de Galois correspondant. On note H et
K les sous-groupes de G correspondants a Q[a] et Q[f] respectivement.

1.
2.

3.

4.

Montrer que H N K = {e}.

Montrer que HK = G si et seulement si le polynome minimal Py g de 8 sur Q est irréductible
dans Q[«][X]. On suppose pour la suite que ces conditions équivalentes sont vérifiées.
Montrer que K est distingué dans G si et seulement si Q[3] est le corps de racines de Pgg.
Que peut-on dire de G dans ce cas? Donner un exemple ot K est distingué et H ne l'est
pas.

Montrer que G est le produit direct de K et H si et seulement si Q[a] et Q[5] sont des
extensions Galoisiennes de Q. Donner un exemple.

Exercice 3.2 Soit L le corps des racines de X* — 5 sur Q.

1.
2.

Calculer [L : Q]. Notons G le groupe de galois de L sur Q.

Soit @ = v/5. Montrer qu’il existe un unique automorphisme 7= € G tel que (i) = 1 et
m(a) = ia.

Montrer qu'il existe un unique automorphisme o € G tel que o (i) = —i et o(a) = av. Vérifier
que G = (o, ).

Tracer le diagramme des sous-groupes de G.

5. Soit H un sous-groupe de G et 7 € G. Montrer que

(L) =07

En déduire le sous-groupe de G correspondant a Q(ic).
Déterminer le corps intermédiaire correspondant au groupe de Klein (o, 72). Puis le sous-
groupe de G correspondant & Q(i, o).

Quel est le degré de L{™) sur Q? Montrer que o + iov € L™, Calculer 7 (o + icr) pour
k € Z. En déduire que L™ = Q(a + ic). Déterminer le sous-groupe correspondant &

Qo —ia).

Compléter le diagramme des corps intermédiaires de I'extension L/Q.



