M1 — Théorie de Galois Corrigé partiel 2008

Examen partiel
Mardi 4 mars 2008 - Corrigé

Exercice 1

On se place dans une cloture algébrique € du corps F3 et on consideére le polynéme P = X4 + X2 — 1
sur 3.

Soit « une racine de P dans Q.

1.

Montrer que Fz(a?) = Fy.

Solution. o? est racine de X? + X — 1. Ce polynéme de degré 2 est irréductible sur Fs car il n’a
pas de racines dans Fs. C’est donc le polynéme minimal de o sur F3. D’ott [F3(a?) : F3] = 2 et
Fg (OzQ) = Fg.

. Calculer a8.

Solution. a* =1—a? Donca®=(1-a?)?=1+a*-2a>=1+1-0a%—2a%=—1.

En déduire [F3(a) : F3] et 'entier ¢ tel que F(a) =TF,.

Solution. o® = —1, donc @ = —a # «a et a ¢ Fg = F3(a?). De plus [F3(a) : F3(a?)] < 2. Donc
[F3() : F3(a?®)] = 2, [F3(a) : F3] = 4 et F5(a) = Fs.

Déterminer I’ensemble des conjugués de « sur Fs.

9

Solution. On obtient les conjugués en appliquant le frobénius, ce qui donne : o, o, o = —a et

—0[3.

Soit B une racine carrée de o danx €.

. Montrer que 8 ¢ F3(«).

Solution. 380 = a*® = (—1)® = —1. Donc 3 ¢ F3(a) = Fg;.
En déduire que X® + X* — 1 est irréductible sur Fs.

Solution. [F3(3) : F3(a)] = 2. Donc [F3(3) : F3] = 8. De plus 3 est racine de X8 + X* — 1 car «
est racine de X* + X2 — 1. Donc X® + X* — 1 est les polynéme minimal de 3 sur F3 et est donc
irréductible

Exercice 2

1.

(a) Déterminer [Q(+/5) : Q].
Solution. X* — 5 est d’Einsenstein en 5 donc irréductible sur Q et [Q(v/5) : Q] = 4.
(b) Quels sont les conjugués de v/5 sur Q?
Solution. Les conjugués de /5 sont les racines de X* — 5 : :|:\4/5, +iv/5.
(c) L’extension Q(v/5) est-elle normale sur Q ?
Solution. Non car iv/5 ¢ Q({‘/g)
(d) Déterminer le groupe des automorphismes de Q(+v/5).
Solution. Un automorphisme de Q(v/5) est déterminé par I'image de v/5 dans Q(+/5). I n’y

a donc que lidentité et I’automorphisme qui envoie v/5 sur —v/5. Ce groupe est isomorphe au
groupe Z./27.

Soit K = Q(i, v/5).
(a) Expliquer pourquoi K est une extension galoisienne de degré 8.

Solution. K est le corps des racines de X* — 5 sur Q. C’est donc une extension normale donc

galoisienne car la caractéristique est nulle. On a [K : Q] = [Q(v/5)(i) : Q(+v/5)][Q(v/5) : Q] =
2x4=8.

(b) En déduire Pirréductibilité de X* — 5 sur Q(i).

Solution. Par [K : Q] = [Q(:)(v/5) : Q(i)][Q(3) : Q], on déduit que [Q(i)(V/5) : Q(i)] = 4 et
X% — 5 est irréductible sur Q(i).
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3. (a)

Montrer qu’il existe un unique élément o du groupe Gal(K/Q) tel que :
o(i) =i et o(V/5) = iV/5.

Solution. K est une extension galoisienne de Q(i) et par la question précédente v/5) et iv/5)
sont conjugués au-dessus de Q(i). Il existe donc un automorphisme de K qui fixe i et envoie
\‘75) sur 2\4/5) Cet automorphisme est unique, car tout automorphisme de K est déterminé par
Iimage de i et de V/5).
Quel est 'ordre de o 7
Solution. 02(v/5)) = o(iv/5) = i x isqrt[4]5) = —sqrt[4]5, 03(V/5)) = —iv/5 et 0*(/5)) = /5.

De plus 0(i) = i, donc o* est égal a I'identité et o est d’ordre 4.

Montrer qu’il existe un unique élément 7 du groupe Gal(K/Q) tel que :
7(i) = —i et 7(V/5) = V5.

Solution. i et —i sont conjugués au-dessus de Q(+/5), d’oi1 le résultat.

Montrer que les automorphismes o et 7 engendrent Gal(K/Q).

Solution. ¢ engendre un sous-groupe d’ordre 4 qui fixe i. L’automorphisme T n’est donc pas
dans ce sous-groupe. Donc ¢ et T engendrent au moins un sous-groupe d’ordre 8. On conclut
car Gal(K/Q) est d’ordre 8, le degré de I'extension galoisienne K sur Q.

Quels sont les conjugués de v/5 + i ?

Solution. En appliquant o, on obtient que v/5+1, iv/5+1i, —v/5+1 et —iv/5+i sont conjugués
de v/5 + i. Ensuite, en appliquant T on obtient quatre autres conjugués : v/5 — i, —iv/b — 1,
—v/5 —i et iv/b —i. Ce sont tous les conjugués car il y en a au plus 8 dans une extension
galoisienne de degré 8.

En déduire que v/5 + i est un élément primitif de 'extension K sur Q.

Solution. v/5 + i a huit conjugués donc [Q(v/5 +1) : Q] =8 et K = Q(v/5 +1).

Vérifier que Tooc =01 oT.

Solution. Too(v/5+i) = 7(iv/5+i) = —iv/5—iet o Lor(vV5+i) =0 (V5 —i) = —iv/b—i.
Donctooc=o0"lor.

Quel est 'ordre du sous-groupe H de Gal(K/Q) engendré par 7 et 02 ?
2 2

Solution. comme 72 = id, 0* = id et 7 0 0®> = 0 o 7, on déduit que H = {id,T,0%,7 0 0%} et
donc que ce sous-groupe est d’ordre 4.

En déduire que K = Q(V/5).

Solution. On vérifie facilement que /5 € K, d’ot Q(v/5) € K¥. De plus [K : KH] = |H| =4
et donc [K : Q] = 2. Il suit que K¥ = Q(\/5).



