M1 — Théorie de Galois Devoir 2

Devoir 2 (extrait du partiel 2007)
A rendre Mardi 26 février 2008

Exercice 1

1. Calculer les racines dans C du polynome X2 + 3X + 1.

Soit v une racine dans C du polynome X6 4+ 3X3 + 1.

Montrer que v/5 € Q(c). En déduire que 2/[Q(a) : Q.

Montrer que 8 = a + 1/« est racine de X* — 3X + 3. En déduire que 3/[Q(«) : Q.
Calculer [Q(a) : Q] et en déduire que X° + 3X3 + 1 est irréductible sur Q.
Déterminer le corps L des racines de X%+ 3X?3 + 1 en fonction de a et j = e
Calculer [L : Q.
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Exercice 2 Soit K un corps de caractéristique p > 0. On rappelle que K? = {zP : x € K} est
un sous-corps de K.

1. Soit L un corps tel que K C L C K et soit « € K \ L. Montrer que X? — a? est irréductible
sur L.

2. En déduire que si K est une extension de degré fini de KP? alors il existe n € N tel que
[K : KP] = p™.



