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2. Extensions algébriques, extensions normales, extensions
séparables.

Exercice 2.1 Soit P le polynéme X3 — 2 de Q[X].
1. Déterminer un corps K de rupture sur Q de P. Que vaut [K : Q] ?
2. Décrire le corps L de racines sur Q de P. Calculer [L : Q).

Exercice 2.2 Soit o =2+ /3 € C.
1. Montrer que Q(v/2,v/3) = Q().
2. Quel est le polynéme minimal de a sur Q ? Méme question sur Q(v/2) et Q(v/3).
3. Vérifier que o et a~! sont conjugués sur Q. Quel est le corps de racines de P, sur Q?
4

. Soit K un sous-corps de Q(«) ; en remarquant que le polynéme minimal de « sur K divise
P, dans K[X], montrer que

K =Q, Q(v2), Q(v3), Q(v6) ou Q(a).

Exercice 2.3 (Extensions quadratiques de Q) Soit K une extension de degré 2 sur Q.
Montrer que K = Q(y/a) ou a est un entier sans facteur carré, i.e. tel qu'il n’existe pas de
nombre premier p avec p? | a.

Exercice 2.4 Soit o un élément algébrique sur K tel que [K(a) : K| est impair. Montrer que
K(a) = K(a?).

Exercice 2.5
1. Vérifier que le polynome
P(X)=X3-3X+1
est irréductible sur Q.

2. Soit a € C une racine de P ; montrer que a® — 2 et —a® — o + 2 sont aussi racines de P.
Quel est le corps des racines de P sur Q7

3. Soit w € C une racine de
X6+ X341
Vérifier que w? = 1 et en déduire que w + w™! est racine de P. Quel est le polyndome
minimal de w sur Q(«) 7
4. Prouver que Q(a) = Q(w) NR.

Exercice 2.6 Soient K un corps et P(X) € K[X]| un polynéme non constant de degré d.
Notons €2 une cléture algébrique de K.

1. Soit o une racine de P dans €.
a) Montrer que [K(«a) : K] < d.
b) Prouver que [K(a) : K| = d si et seulement si P est irréductible sur K.
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2. Soit L C ) une extension de degré fini n sur K. On suppose que P est irréductible sur
K et que n et deg P sont premiers entre eux. Montrer que P est irréductible sur L.
Application : Soit & € C une racine de X" —6X 43, alors X 20004+ 10X8—45 est irréductible

sur Q(«).

Exercice 2.7 Soient K un corps et P € K[X] un polynéme non constant. Notons dy, da, . .., d,

les degrés de ses facteurs irréductibles sur K. Soit L le corps des racines de P sur K. Montrer

T
que [L : K] divise [](d;!).
i=1

Exercice 2.8 Soient p un nombre premier impair et 2 un corps algébriquement clos de carac-
téristique # p. Notons K le sous-corps premier de (2.

1. Montrer qu’il existe w € 2 avec wP =1 et w # 1.

2. Pour tout entier x € Z, on définit son symbole de Legendre (modulo p) par

si x est un multiple de p,
x
() =< 1 sizestun carré modulo p,

—1 si x est n’est pas un carré modulo p.

a) On pose

Montrer que

-1
et en déduire que s =p ()

b) En déduire que

et

Exercice 2.9 Le but de cet exercice est de montrer que toute extension quadratique de Q est
contenu dans une extension cyclotomique de Q.

Soit K une extension de degré 2 sur Q. Montrer qu’il existe un entier n > 1 tel que
K C Q(e%/™). (Utiliser les résultats des exercices 2.3 et 2.8.)

Exercice 2.10 (Elément algébrique de degré 4 qui n’est pas constructible)

1. Montrer que le polynome P(X) = X% — X — 1 est irréductible sur Q et possede 4 racines
distinctes x1, xo, x3, x4 dans C.
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2. Montrer que u = 1 2o + x3 x4 est racine du polynéme X3 +4X — 1.
(On pourra remarquer que v =t — 1/t ot t = x129 et calculer u* + 4u? — u.)
3. En déduire que, pour tout ¢, x; n’est pas constructible.

4. Montrer que [Q(x1,x2) : Q] = 12 et que si K est le corps des racines de P sur Q, alors
[K : Q] =24.

Exercice 2.11 Soit L/K une extension algébrique.
1. On suppose qu’il existe x tel que L = K (x). Soit P le polynéme minimal de z sur K.

a. Soit M un sous-corps de L, contenant K. Montrer qu’il existe un facteur unitaire @)
de P dans L[X] tel que M soit engendré sur K par les coefficients de Q.

b. En déduire que 'extension L/K n’a qu’un nombre fini de sous-extensions.

2. Réciproquement, on suppose que 'extension L/ K n’a qu'un nombre fini de sous-extensions.
a. Montrer que [L : K| est fini.
b. Si K est fini, prouver qu’il existe x avec L = K (x).

c. Si K est infini, montrer que pour tout z, y dans L, il existe A € K tel que K(z,y) =
K (x4 A\y). En déduire qu'il existe = tel que L = K(z).

Exercice 2.12 Soit p un nombre premier, L = F,(X,Y) le corps des fractions rationnelles a
deux variables. On pose K =F,(X?,Y?) C L.

1. Montrer que [L : K] = p?, et que pour tout = dans L, 2P € K.
2. En déduire qu’il n’existe pas de z € L tel que L = K (z).

Exercice 2.13 Soit K un corps de caractéristique p > 0. Montrer que K? = {zP : z € K} est
un sous-corps de K et que K/KP est une extension normale.

Exercice 2.14 Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p, soit n un entier non divisible par
p, L=F,(Y)et K=F,(Y").

1. Montrer que L/K est séparable.

2. Montrer que L/K est normale si et seulement si ¢ =1 (mod n).

Exercice 2.15 Soit L/K une extension algébrique, {2 une cléture algébrique de K contenant
L. Le groupe G des K-automorphismes de € agit sur la Q-algebre Q[X] par

7

oo e Get >, \X' e QX].
1. On suppose L/K normale. Soit P € K[X] irréductible sur K. Montrer que 1’ensemble des

facteurs irréductibles unitaires de P dans L[X] est une G-orbite de Q[X]. En particulier,
tous les facteurs irréductibles de P dans L[X] ont méme degré.

2. Réciproquement, supposons cette derniere condition vérifiée pour tout polynéme irréduc-
tible de K[X]. Prouver que L/K est normale.
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Exercice 2.16 Soit p un nombre premier congru a £3 modulo 8. Montrer que pour tout
quadruplet d’entiers relatifs «, 3,7, d avec p t d, le polynéme

X+ plaX? 4+ BX? +9X +0)

est irréductible sur Q(v/2). (Indication : utiliser I'exercice précédent.)

Exercice 2.17 Soit K un corps fini, L une extension algébrique de K. Montrer que L/K est
normale.

Exercice 2.18 Soit K un corps infini, {2 une cloture algébrique de K.

1. Soit z,y € Q. On note P (resp. @) le polynéme minimal de x (resp.y) sur K, z1 =
X,T2,...,Ty (TeSpP.y1 =Y, Y2,...,Ym) les racines distinctes de P (resp. Q) dans 2.

a. Montrer qu’il existe A € K* tel que
VZ# 1,Vj 75 1, )\ZE—Fy# )\xi—kyj.

On pose z = Az +y.
b. Montrer que R(X) = Q(z — AX) et P(X) ont une seule racine commune dans €.

2. On suppose que x est séparable sur K. Calculer le polynéme minimal de = sur K(z) et
en déduire que K(z,y) = K(z).
3. On suppose K parfait. Soient x1,xo,...,x, € . Montrer qu’il existe A1, Ao, ..., A, dans

K tels que :
K(zy,...,2p) = K (A1 + -+ Apy) -

Exercice 2.19 On considere le polynome de Z[X] suivant :
Q(X)=X"+9x8 - X®4+3X% - 3X +11.

Soit p un nombre premier, on notera par la suite @p la réduction de ) modulo p.
1. Montrer que X? — X — 1 est irréductible dans F3[X].
2. Décomposer Q5 en produit de polynomes irréductibles de F3[X].

3. Soit o € Fy une racine de X4+ X +1 ot Fy désigne une cloture algébrique de Fy. Décrire
I'orbite '
{F'(a), i = 0}
ot F désigne 'automorphisme de Frobenius de Fy/Fo. En déduire que X* + X + 1 est
irréductible sur Fs.
4. Décomposer @, en produit de facteurs irréductibles de Fa[X].

5. Montrer que @ est irréductible sur Q.



