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Exercice 1.

1. Montrer que pour tous ordinauzs o et 3 tels que a < 8 on a X, C Xjz.

Montrons ce résultat par récurrence transfinie sur (.

— Si =0 c’est évident.

— Si 8 = v+ 1, par hypothése de récurrence il suffit de montrer que X, C Xjz. Soit
r e X,.
— Oubien y=0+1. Ona X5 C X, et alors R[z] C X; C X,,. Donc z € Xp.
— Ou bien v est limite. Alors il existe 6 < v tel que x € X5 C Xy5,1. D'ou R[z] C

X(;ngetxeXﬁ.

— Ou bien f est limite et c’est évident par définition.

2. Montrer que pour tout y €Y et v € X, si (z,y) € R alors x € Y et rg(z) < rg(y).
Notons tout d’abord que tout élément de Y a bien un rang car pour tout ordinal «,
Xo € Xoia-

Remarquons de plus que pour tout ordinal o, si z € X,, alors rg(z) < a : c’est évident
si a est un ordinal successeur ; dans le cas ol « est limite, alors il existe § < « tel que
z€ X5 C Xpiq et done rg(z) < B < o

Soient y € Y et x € X tels que (z,y) € R. Alors y € X,gy)+1 et © € R[y|] C Xyg(y). Donc
reY etrg(zr) <rg(y).

3. Montrer que (X, R) est bien fondée si et seulement si Y = X.

(<) Supposons Y = X. Soit Z une partie non vide de X. Il existe alors un élement
29 € Z de rang minimal (les rangs étant a valeurs ordinales). Par la question précédente
et la minimalité du rang de 2, il suit que R[z] N Z = 0.

(=) Supposons que Y # X. Soit Z = X \ Y. Considérons z € Z. Si R|z] était inclus

dans Y alors on aurait R[z] C X qp (rg(t)+1) €t donc z serait un élement de Y. Donc R|[z]
teER[z]

n’est pas inclus dans Y et donc R[z] N Z # (. Donc (X, R) n’est pas bien fondée.

Exercice II. La dérivation de Hausdorff

1. Une relation d’équivalence ~ sur X compatible avec I'ordre < si pour tout x; ~ x5 et
y1 ~ yo tel que z1 4 yp alors x1 < y; si et seulement si xo < ys.

2. Montrer que D(~) est une relation d’équivalence qui étend ~ et qui est toujours compa-
tible avec <.

Si x ~ y il n’y a aucune classe d’équivalence strictement entre celle de x et celle de y
(qui sont les mémes) donc zD(~)y. La relation D(~) étend donc ~. La réflexivité suit



donc de cette propriété. La symétrie est évidente et enfin la transitivité suit du fait que
s’il y a un nombre fini £ de classes entre les classes de x et de y et un nombre fini £” de
classes entre celles de y de z, il y a au plus k + k&’ + 1 classes entre celles de x et de z.

Soient z1D(~)xs et y;D(~)ys tel que x; et y; ne sont pas dans la méme classe définie
par la relation D(~). Supposons que z; < y;. Comme il y a une infinité de ~-classes
entre x; et y; et seulement un nombre fini entre x; et x5 et entre y; et yo, il suit que
T2 < Yo

3. On définit par récurrence transfinie une relation binaire ~, sur X pour tout ordinal «
de la facon suivante :
—x~pyYSsiTz=y;
— pour tout ordinal a, ~, 1= D(~,);
— pour tout ordinal limite A\, ~\= Uy<) ~aq-
On vérifie alors par récurrence et en utilisant la question précédente que pour tout ordinal
a, la relation ~, est une relation d’équivalence compatible avec < qui prolonge toutes
les relations ~g pour 3 < a.

4. — N : comme il n'y a qu'un nombre fini entre deux entiers, la relation ~ est grossiére
(et ensuite pour tout a > 1, ~,=r.
— Q : comme il y a une infinité de rationnels entre deux rationnels distincts, on a ~y=~
(et donc pour tout «, ~,=nry).
— N x N :ona (ny,my) ~1 (ny,ms) si et seulement si ny = ngy, puis ~y est grossiére.

5. On montre ce résultat par récurrence transfinie :
— L’ordinal w® = 1 est réduit & un unique élément donc ~ est grossicére.
~ Sia=pf+1 alors w® = w?’-w. Donc w® est isomorphe & w copies bout & bout de w?”.
Par récurrence, ~4 est grossiére sur chacune des copies de w”. Entre deux ~gs-classes
sur w® il n’y a donc qu’un nombre fini de classes et donc ~,= D(~g) est grossiére.
~ Si « est un ordinal limite alors w® = Ug-,w” et pour tout 8 < a, la relation ~4 est
grossiére sur w” donc la relation ~, est grossiére sur w®



