Université Claude Bernard Lyon I 2nd semestre 2010/2011
Master 1 Introduction a la Logique

Théorie des ensembles
DM 3 — arithmétique des cardinaux.

Si vous n’arrivez pas & démontrer ce qui est demandé, vous pouvez (et devez...) le considérer comme établi
pour les questions suivantes.

Exercice I. a. Nous avons vu que pour tout cardinal infini & il existe une bijection ¢: £ X kK — k. Montrer qu’il
existe une bijection ¢: k X kK — K tel que, en outre, pour chaque i < x Papplication j +— (i, j) est strictement
croissante. (On pourrait le faire en examinant la preuve donnée en cours du premier fait, ou comme une
conséquence de ce fait.) En déduire que (7, j) > j.

b. Soit 1 un cardinal infini, et {6;},<, une suite croissante (faiblement) de cardinaux. Montrer que

> 0= p-supb; = maxp,supb;, [0 = (sup6;)”.

i<p i<p

c. Soit £ un cardinal infini. Montrer que cf(k) est le plus petit cardinal u tel qu’il existe une suite croissante
de cardinaux {6;};<, avec 0; < k et ZK# 0; = k.
Exercice II. a. Supposons que A est singulier. Montrer qu’il existe des cardinaux réguliers p < A et 6; < A
pour ¢ < u tels que pour tout cardinal & :
K = (sup nei)“.
i

b. A partir de maintenant, A est régulier. Montrer que si A < cf(x) alors

£k = max k, sup 6.
0<k
c. Montrer que si A > & (et A est régulier!) alors
KJ/\ — ACf()\).

d. Montrer que si p = cf(k) < A < k alors k est singulier, et il existe une suite de cardinaux 6; < k pour i < p
tels que
K = max p?, (sup 0;‘)“.
i<p
(On choisit §; < £ tels que k = >, 6;. Fixons une bijection entre et la réunion disjoint [ [, _, 6;. Alors pour
toute application f: A — k nous obtenons une application g: A — u, et pour chaque ¢ < u, une application

hit g~ ({i}) — 6.
e. Quel cas n’a-t-on pas traité?

f. Petite récapitulation (a vérifier!) : pour tous A et x nous connaissons la valeur de x* si nous connaissons :
1. Les valeurs de 6 pour tout p < A (et tout 6).
2. Les valeurs de 6* pour tout 8 < x.
3. L’application 6 s °1(%)

Conclure que la fonction 6 — 6°'(¥) détermine la fonction (k, \) = x*.



