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Avant-Propos.Ce doument sert de support à la première partie du ours de Logique Mathématique donné en M1à l'Université Lyon 1. Cette version est elle du ours de printemps 2011, omportant des modi�ationsassez importantes par rapport à la version de 2010. Ces notes ontiennent sans auun doute des erreurs,oquilles, approximations, ontraditions, assertions non justi�ées, et. Nous enourageons don nosleteurs à exerer leur sens ritique durant leur leture, et leur serions reonnaissants de bien vouloirnous signaler tout problème de ette nature qu'ils remarqueraient.
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CHAPITRE 1Les axiomes de Zermelo-FraenkelOn va ommener par essayer de dérire brièvement le adre de la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel, (ZF).Nous avons tous une notion intuitive d'ensemble, omme � olletion d'objets�. De même, nous avonsune notion intuitive de e que signi�e appartenir à un tel ensemble. Mais pour faire des mathématiques,on a besoin que es ensembles aient des propriétés qui orrespondent à notre intuition ; par exemple onvoudrait pouvoir former l'union d'un ensemble d'ensembles. On pourrait se ontenter de s'autoriser esmanipulations intuitives (après tout on � voit� bien e que ela signi�e que d'appartenir à la réunion d'unensemble d'ensembles). Mais le problème est alors que e qui semble � intuitif� ne l'est pas forément.Par exemple, pourquoi ne pourrait-on-pas onsidérer l'ensemble A formé par les ensembles x tels que
x 6∈ x ? On arrive alors à une situation désagréable: si A ∈ A alors, par dé�nition de A, on doit avoir
A 6∈ A ; on se dit que e n'est pas grave et que ela signi�e simplement que A 6∈ A. Hélas, dans e as ladé�nition de A entraîne que A ∈ A... Autrement dit, si l'on veut que le prinipe du tiers exlu soit vrai,il est néessaire que la � dé�nition � de A i-dessus ne soit en fait pas une dé�nition mathématiquementaeptable ; dit autrement, il faut que A ne soit pas un ensemble i. Mais alors, qu'est-e qu'un ensemble ?Ce type de onsidérations a provoqué la naissane de l'approhe axiomatique de la théorie desensembles: plut�t que de répondre à la question � qu'est-e qu'un ensemble ? �, on voudrait spéi�er lesaxiomes que doivent véri�er les ensembles � mathématiques� (par opposition aux ensembles intuitifs) etdériver, à partir de notre liste d'axiomes, les propriétés des ensembles qui nous permettent de mener desraisonnements mathématiques.Bien sûr, il faut se donner un point de départ ; pour nous, 'est un univers , 'est-à-dire un ensembleau sens intuitif U , non vide. Les éléments de et ensemble intuitif sont les ensembles mathématiques,et on voudrait pouvoir spéi�er les propriétés de es objets. Dans la suite, on utilisera, pour éviter lesonfusions, le terme � olletion� pour parler d'un ensemble intuitif ii et le terme � ensemble� sera réservéaux ensembles mathématiques, 'est-à-dire aux éléments de la olletion U .On a aussi besoin d'une relation binaire ∈ dé�nie sur U , dont on voudrait qu'elle orresponde àl'idée que l'on se fait de la relation d'appartenane. Par exemple, on voudrait que si x, y sont desensembles ayant les mêmes éléments alors x = y. Mais quels énonés peut-on érire dans le langage dela théorie des ensembles ? Eh bien, simplement eux que l'on peut former ave les quanti�ateurs ∀ et ∃,les onjontions et disjontions, ainsi que les opérations de substitution et de restrition appliquées enpartant des relations = et ∈. Pour le théoriien des modèles que vous serez, à n'en pas douter, devenu(e)en �n de semestre, il s'agit des énonés du premier ordre dans le langage à deux éléments {∈,=}.Un énoné sans variable libre est dit los ; il est soit vrai soit faux dans l'univers U où on s'est plaé('est le prinipe du tiers exlu). Les axiomes de (ZF) sont des énonés los, et un modèle de ZF est ununivers ou haun de es axiomes est véri�é. Donnons quelques exemples:

• Si a ∈ U on peut former l'enoné à une variable libre et un paramètre x = a.
• On peut aussi formuler l'énoné à trois variables libres R(x, y, z) dé�ni par

∀t (t ∈ z) ⇔ (t = x ou t = y) .

• Par exemple, à partir de l'énoné R i-dessus, on peut former l'énoné los
∀x∀y ∃z R(x, y, z) .Chaque énoné R(x1, . . . , xk) à exatement k variables libres dé�nit une relation, qui est la olletiondes k-uplets (a1, . . . , ak) d'éléments de U tels que R(a1, . . . , ak) soit vrai ; rappelons que R(a1, . . . , ak)est l'énoné los obtenu en substituant a1, . . . , ak aux variables libres de R.i. Il s'agit là du � paradoxe de Russell�.ii. Notons que ei ne orrespond pas à l'usage en théorie des ensembles, où on réserve le terme � olletion � auxensembles intuitifs onsistant d'ensembles satisfaisant une formule du premier ordre dans le langage de la théorie desensembles. 1



2 1. LES AXIOMES DE ZERMELO-FRAENKELCertaines relations (éventuellement ave des paramètres a1, . . . , ak) sont partiulièrement importantes: esont les relations fontionnelles ; une relation R(x, y) à exatement deux variables libres est une relationfontionnelle (à 1 argument) si
∀x∀y ∀z (R(x, y) et R(x, z) ⇒ y = z) .On dé�nit de même les relations fontionnelles à n arguments ; étant donné une relation fontionnelle

R(x, y) on dé�nit son domaine omme la olletion des x ∈ U tels que ∃zR(x, z) et son image omme laolletion des z ∈ U tels que ∃xR(x, z).Venons-en à l'enoné des axiomes de (ZF).1. Axiome d'extensionnalitéOn est habitué à penser que deux ensembles sont égaux si, et seulement si, ils ont les mêmes éléments.Dans le langage de la théorie des ensembles, et énoné s'érit ainsi:
∀x∀y (∀z (z ∈ x) ⇔ (z ∈ y)) ⇒ x = y .En partiulier, et axiome implique que l'ensemble vide, s'il existe, est unique, et on le notera ∅. L'exis-tene de l'ensemble vide est une onséquene des autres axiomes.2. Axiome de fondationCet axiome dit que pour tout ensemble non vide x, il existe un ensemble y ∈ x et tel que y ∩ x = ∅.En partiulier l'axiome de fondation interdit l'existene d'ensembles x tels que x ∈ x, ou l'existene desuites (xn)n∈ω telles que xn+1 ∈ xn pour tout n.3. Axiome de la réunionDans le langage usuel, et axiome dit que si (Xi)i∈I est une famille d'ensembles (i.e I est un ensemble ethaque Xi aussi) alors on peut former un nouvel ensemble dont les éléments sont exatement eux quiappartiennent à un Xi. On a déjà dit que pour un théoriien des ensembles tout objet mathématiqueest un ensemble ; ainsi et axiome doit dire que pour tout ensemble a il existe un ensemble b dont leséléments sont exatement les éléments des éléments de a. La formule orrespondante est:

∀a ∃b ∀x ((x ∈ b) ⇔ (∃y(y ∈ a et x ∈ y))) .4. Axiome de l'ensemble des partiesPour tout ensemble X on veut pouvoir former un ensemble dont les éléments sont les parties de X ,autrement dit on a besoin de l'énoné suivant:
∀x∃y ∀z [(z ∈ y) ⇔ (∀t(t ∈ z) ⇒ t ∈ x)] .Cet ensemble sera notée P(X). 5. Axiome de l'in�niCet axiome dit qu'il existe un ensemble x tel que ∅ ∈ x (don en partiulier, l'ensemble vide ∅ existe),et que pour tout y, si y ∈ x alors y ∪ {y} ∈ x (i.e., il existe z ∈ x tel que ∀t(t ∈ z ⇔ (t ∈ y ∨ t = y)),et e z est néessairement unique par extensionnalité). Dans le prohain hapitre on verra que ela peutêtre énoné d'une manière équivalente omme � il existe un ordinal in�ni �.6. Shéma d'axiomes de remplaementIl s'agit en fait d'une in�nité d'axiomes. Le shéma d'axiomes de remplaement nous permet, à partird'une relation fontionnelle et d'un ensemble, de former un nouvel ensemble. Par exemple il nous permetde former l'image d'un ensemble par une fontion (en tant qu'ensemble, et pas seulement omme uneolletion).Formellement, e shéma dit que si E(x, y, a1, . . . , ak) est un énoné à paramètres a1, . . . , ak qui dé�nitune relation fontionelle à 1 variable, et a est un ensemble, alors on peut onsidérer l'ensemble b dontles éléments sont les images par la relation fontionnelle E des éléments de a appartenant au domainede notre relation fontionnelle.Alors le shéma d'axiomes de remplaement onsiste en la liste, paramétrée par tous les énonés

E(x, y, x1, . . . , xk) sans paramètres et à au moins deux variables libres des énonés suivants:
∀x1 . . . ∀xk ((∀x∀y ∀y′ (E(x, y, x1, . . . , xk) et E(x, y′, x1, . . . , xk)) ⇒ y = y′))

⇒ ∀t∃u ∀y (y ∈ u ⇔ ∃x(x ∈ t et E(x, y, x1, . . . , xk))) .



1. LES AXIOMES DE ZERMELO-FRAENKEL 3Il nous manque enore un axiome pour obtenir toute la liste d'axiomes de Zermelo-Fraenkel. No-tons déjà que d'autres énonés (ouramment ités omme des axiomes de ZF) déoulent des axiomespréédents. Shéma d'axiomes de ompréhensionCe shéma déoule diretement du shéma d'axiomes de remplaement ; il dit que tous les élémentsd'un ensemble a qui satisfont une formule du premier ordre à une variable libre (éventuellementave paramètres) forment un ensemble. Pour le montrer, onsidérons un énoné A(x, x1, . . . , xk) sansparamètres et à au moins 1 variable libre x. Alors on a
∀x1, . . . , xk ∀x∃z ∀y (y ∈ z) ⇔ (y ∈ a et A(x, x1, . . . , xk)) .Cet énoné déoule du shéma de substitution appliqué à la relation

x = y et A(x, x1, . . . , xk) .Axiome de la paireCet axiome dit que, étant donnés deux ensembles x,y il existe un ensemble z dont les éléments sontexatement x et y. En formules:
∀x∀y ∃z ∀t(t ∈ z) ⇔ (t = x ou t = y) .Cei dé�nit la paire {x, y}. Notons qu'ave l'axiome de l'ensemble des parties on peut former l'ensemble

{∅} qui n'a qu'un seul élément (∅) et de même on peut former l'ensemble des parties de {∅} qui, grâe àl'axiome d'extensionnalité, a deux éléments: ∅ et {∅}. On vient don de prouver l'existene de {∅, {∅}}.Soient maintenant deux ensembles x, y quelonques. Dé�nissons une relation fontionnelle R(a, b) par
(a = ∅ et b = x) ou (a = {∅} et b = y) .En appliquant le shéma de substitution à ette relation et à l'ensemble {∅, {∅}} on obtient un ensemblequi n'a que x, y omme éléments.Une paire {x, y} est non ordonnée � d'après l'extensionnalité, {x, y} = {y, x}. Nous dé�nissons unepaire ordonnée formée de x et de y, ainsi que le leur produit artésien, par:

(x, y) = {{x, y}, {x}},

x× y = {(u, v) : u ∈ x et v ∈ y}.C'est un bon exerie de voir qu'il déoule de nos axiomes que si x et y sont des ensembles, alors lesensemble x ∪ y, x ∩ y, (x, y) et x× y existent, et que:
(x, y) = (u, v) ⇐⇒ x = u et y = v.Munis de es notions, nous pouvons représenter des objets mathématiques tels que des relations, desfontions, et., par des ensembles. Par exemple, une relation binaire R sur un ensemble X n'est qu'unepartie de R ⊆ X × X (et on peut érire xRy au lieu de (x, y) ∈ R). De la même façon, une fontion

f : X → Y n'est qu'une partie f ⊆ X × Y véri�ant que pour tout x ∈ X il existe un unique y ∈ Y telque (x, y) ∈ f (et on érit f(x) = y).Il serait malhonnête de onlure ette setion sans évoquer le problème suivant: existe-il un univers Udans lequel nos axiomes sont véri�és ? De façon malheureuse, mais peu surprenante, roire qu'il en existeun est un ate de foi. La fameux théorème de Gödel a�rme en e�et qu'il est impossible de démontrer(ave des théorèmes de (ZF)) que (ZF) est onsistante, 'est-à-dire que ses axiomes n'entraînent pas deontradition. Toute théorie su�samment omplexe pour permettre de développer les mathématiqueslassiques se trouvant dans le même as, la solution n'est pas de hanger nos axiomes ; il nous fautsimplement espérer que la théorie n'est pas ontraditoire.Notes bibliographiques. Une partie de e hapitre a été reprise dans l'exellent livre de Krivine[Kri98℄.





CHAPITRE 2Les ordinaux1. Bons ordresOn va se plaer dans le adre général de la théorie dite de Zermelo-Fraenkel (ZF), dont on ne sortirapas dans e ours. Il est très vraisemblable qu'il s'agisse du adre axiomatique que vous avez toujoursutilisé, même sans le savoir, pour faire des mathématiques.Commençons par apprendre à ompter... Il est faile de ompter le nombre d'éléments d'un ensemble�ni en les énumérant : (zéro, si l'ensemble est vide), un, deux... et on s'arrête quand il n'y en a plus. Onassoie ainsi à haque ensemble �ni un entier, qui est son nombre d'éléments. Mais omment faire quandon onsidère un ensemble in�ni ? Il n'est pas lair qu'on puisse l'énumérer ; plut�t que de onsidérertous les ensembles, on va ommener par onsidérer des ensembles munis d'un ordre permettant uneénumération.Dé�nition 1.1. Soit X un ensemble. Un bon ordre sur X est une relation d'ordre ≤ sur X tel que toutsous-ensemble non vide de X a un plus petit élément.Exemple. (Intuitivement, puisqu'on n'a pas enore dé�ni formellement es notions)� Tout ensemble ordonné �ni est bien ordonné. En partiulier, l'ensemble vide est bien ordonné !� L'ensemble des entiers naturels, ave l'ordre habituel, (N,≤), est bien ordonné. En quelque sorte,'est le � as modèle � d'un ensemble bien ordonné (in�ni) � e sont ses propriétés que l'on herheà reproduire.� L'ensemble S(N) = N ∪ {N}, où N > n pour tout n ∈ N, est également bien ordonné. in�ni.� L'ensemble des rationnels (Q,≤) n'est pas bien ordonné.Un isomorphisme entre deux ensembles bien ordonnés (X,≤X) et (Y,≤Y ) est une bijetion quipréserve l'ordre : lairement, l'un est bien ordonné si et seulement si l'autre l'est.Dé�nition 1.2. On dit que S ⊆ X est un segment initial si
∀x, y ∈ X (y ∈ S et x ≤ y) ⇒ (x ∈ S) .Si x ∈ X on notera Sx le segment initial {y ∈ S : y < x} ; on l'appellera � le segment initial strit assoiéà x �.On véri�e aisément que toute partie d'un ensemble bien ordonné est elle aussi bien ordonnée, avel'ordre induit. En partiulier, tout segment initial d'un ensemble bien ordonné est bien ordonné. Notonsque, dans un ensemble bien ordonné X , tout segment initial propre ('est à dire, di�érent de X) estde la forme Sx pour un unique x = min(X r S). Par onséquent, X et isomorphe à l'ensemble des sessegments initiaux propres (ordonnés par l'inlusion).L'idée, dans notre optique de omptage, est que pour énumérer un ensemble bien ordonné X , onommene au plus petit élément, puis on prend le plus petit des autres, et. Or, ette énumération risqued'être in�nie, voire � trans�nie �, quand un membre de X ne peut être énuméré qu'une fois qu'unein�nité d'autres membres l'ont déjà été : 'est le as de X = N ∪ {N}. Cei a-t-il don un sens ?Nous justi�ons la réponse positive par le prinipe de preuve réurrene, qui est l'outil de base pourdémontrer que tous les entiers naturels véri�ent une propriété donnée P . On le onnaît sous deux formes:Si P (0) et ∀nP (n) ⇒ P (n+ 1) alors ∀nP (n)(R) Si ∀n [∀k < nP (k)] ⇒ P (n) alors ∀nP (n)(R') 5



6 2. LES ORDINAUXThéorème 1.3. (Démonstration par réurrene trans�nie) Soit P une propriété i et X un ensemble bienordonné, tel que
∀x ∈ X [∀X ∋ y < xP (y)] ⇒ P (x)Alors P (x) est vraie pour tout x ∈ X.Démonstration. Soit Y = {x ∈ X : ¬P (y)}. Si Y = ∅ tout est bien. Sinon, Y admet un plus petitélément, y. Autrement dit, pour tout z < y on P (y), d'où par hypothèse P (y), une ontradition. �1.3À titre d'exemple, montrons :Proposition 1.4. Soit (X,≤) un ensemble bien ordonné et f : X → X une appliation stritementroissante. Alors pour tout x ∈ X on a f(x) ≥ x.Démonstration. D'après le prinipe de démonstration par réurrene trans�nie, il su�rait demontrer que si x ∈ X est tel que ∀y < x (f(y) ≥ y), alors f(x) ≥ x. Par l'absurde, supposons que

f(x) < x. D'un �té, pour y = f(x) < x, nous avons f2(x) = f(y) ≥ y = f(x). D'un autre, puisque fest stritement roissante, f2(x) < f(x), une ontradition. �1.4Cei permet d'obtenir un résultat de rigidité des ensembles bien ordonnés.Proposition 1.5. Soit (X,≤) un ensemble bien ordonné, W ⊆ X un segment initial et f : X → Wun isomorphisme. Alors W = X et pour tout x ∈ X on a f(x) = x. Par onséquent, si deux segmentsinitiaux de X sont isomorphes alors ils sont égaux.Démonstration. Montrons tout d'abord que W = X . Pour ela, prenons x ∈ X . On a f(x) ∈ W ,et f(x) ≥ x d'après la proposition préédente. Comme W est un segment initial, on en déduit que
W = X . Pour onlure, il su�t de remarquer qu'alors f est une bijetion, dont l'inverse f−1 est unisomorphisme de (X,≤) sur (X,≤). Par onséquent on a f−1(x) ≥ x pour tout x, e qui en omposantpar f donne x ≥ f(x) et don f(x) = x pour tout x ∈ X . �1.5À un bon ordre sur X orrespond don, intuitivement, une énumération trans�nie des membres de
X . Quelle est la � longueur � de ette énumération ? Si deux ensembles bien ordonnés sont isomorphesnous dirons, toujours intuitivement, que les énumérations orrespondantes sont de la même longueur, etpar onséquent, une notion de longueur d'un ensemble bien ordonné X pourrait tout simplement être salasse d'isomorphisme. Or, e serait plus � joli � de un représentant anonique pour haque telle lasse.Commençons par les longueurs �nies. La longueur du vide, � zéro �, sera naturellement représentéespar l'ensemble vide : 0 = ∅. Munis de ette représentation de 0, nous pouvons représenter la longueur� un � par 1 = {0} = {∅}, et ainsi de suite : 2 = {0, 1} = {∅, {∅}}, . . . , n = {0, 1, . . . , n − 1},. . . E�etivement, haque tel n est bien ordonné, l'ordre strit habituel étant donné par ∈, ou enorepar (. Comment étendre ei aux longueurs in�nies ? Puisque (X,≤) ∼= ({segments initiaux propres},⊆
), et puisque deux segments initiaux distints ne sont pas isomorphes, nous pouvons imaginer que lereprésentant anonique de la lasse d'isomorphisme de X seraitreprésentant anonique de X = {représentant anonique de S : S segment initial propre de X},e qui est d'ailleurs exatement le as des nombres �nies n = {0, 1, . . . , n − 1}. Or, 'est dé�nition estauto-référentielle, un problème que l'on ne pourra résoudre que plus tard, ave le prinipe de onstrutionpar réurrene trans�nie. Attaquons don par un autre angle.2. OrdinauxDé�nition 2.1. Un ensemble X est dit transitif si

∀x(x ∈ X ⇒ x ⊆ X)Autrement dit, un ensemble X est transitif si, dès qu'on a x ∈ z ∈ X alors on a x ∈ X (d'où laterminologie employée).Evidemment, on se doute que la plupart des ensembles ne sont pas transitifs ; ela dit, il existe toutde même des ensembles transitifs, omme ∅, {∅, {∅}}...Le lemme suivant est une onséquene immédiate de la dé�nition.i. Là enore la notion de propriété est �oue ; disons simplement qu'une propriété est quelque hose qu'on peut exprimerpar un énoné du premier ordre érit en utilisant le langage de la théorie des ensembles.



2. ORDINAUX 7Lemme 2.2. Une réunion d'ensemble transitifs est enore un ensemble transitif ; une intersetiond'ensembles transitifs est enore un ensemble transitif.Dé�nition 2.3. Un ensemble α est un ordinal si α est transitif et stritement bien ordonné par larelation ∈. La lasse de tous les ordinaux est notée ON . (Cei est don une olletion d'ensemble dé�niepar une propriété de premier ordre. Nous verrons plus tard que ON est une lasse propre, 'est-à-direqu'elle est trop grande pour être un ensemble.)Notre but est de montrer que:(i) Tout ensemble bien ordonné est isomorphe à un ordinal unique, et par un isomorphisme unique.(ii) Les ordinaux ont de � jolies propriétés �...Il sera plus faile de ommener par le deuxième.Lemme 2.4. Soit α un ordinal et Y ⊆ α. Alors Y est transitif si et seulement si 'est un segment initialde α.Démonstration. Supposons que Y est transitif et γ′, γ ∈ α, γ′ < γ ∈ Y . Alors γ′ ∈ γ ∈ Y d'où
γ′ ∈ Y .Supposons maintenant que Y est un segment initial et γ′ ∈ γ ∈ Y . Alors γ′ ∈ γ ∈ α d'où γ′ ∈ α et
γ′ < γ ∈ Y , don γ′ ∈ Y . �2.4Lemme 2.5. Soit α un ordinal et β quelonque. Alors sont équivalents:(i) β ∈ α.(ii) β est un segment initial propre de α.(iii) β est transitif, β ( α.En outre α /∈ α et tout les membres de α sont des ordinaux.Démonstration. (i) =⇒ (ii). Soit β ∈ α. Par transitivité de α nous avons β ⊆ α, et pour
γ ∈ α nous avons γ ∈ β ⇐⇒ γ < β, d'où β = {γ ∈ α : γ ∈ β} = {γ ∈ α : γ < β} = Sβ . En partiulier, βest bien un segment initial propre de α.(ii) =⇒ (i). Soit β un segment initial propre de α. Alors β = Sγ où γ = min(α r β). Or, d'aprèsl'argument préédent Sγ = γ ∈ α.(ii) ⇐⇒ (iii). Déoule de Lemme 2.4. �2.5Maintenant, soit β ∈ α. Alors β ( α, d'où β 6= α, et β est bien ordonné par ∈. Comme en outre βest transitif, 'est un ordinal.Lemme 2.6. Soit A un ensemble non vide d'ordinaux, et soit α =

⋂

A. Alors α ∈ A, 'est don enpartiulier un ordinal, et α ⊆ β pour tout β ∈ A.Démonstration. L'ensemble α est transitif en tant qu'intersetion d'ensembles transitifs, et pardé�nition α ⊆ β pour tout β ∈ A. Si α /∈ A, 'est que α ( β pour tout β ∈ A. D'après Lemme 2.5, α ∈ βpour tout β ∈ A, don α ∈ α, absurde. Don α ∈ A. �2.6Proposition 2.7. La relation ∈ est un ordre strit total sur ON , où elle oïnide ave (. En d'autresmots, pour tous ordinaux α, β, γ :(i) β ∈ α ⇐⇒ β ( α.(ii) Anti-ré�exivité : α /∈ α.(iii) Transitivité : Si γ ∈ β et β ∈ α alors γ ∈ α (l'antisymétrie β ∈ α =⇒ α /∈ β déoule de (ii),(iii)).(iv) Ou bien α ∈ β ou bien β ∈ α ou bien α = β.Démonstration. (i) Si β ∈ α, 'est un segment initial propre, d'où β ( α. Et si β ( α,puisque β est transitif 'est un segment initial de α, et propre, don β ∈ α.(ii) Déjà observé.(iii) Par transitivité de l'ensemble α.(iv) Il déoulé de (ii) et (iii) que es possibilités sont mutuellement exlusives. Montrons qu'aumoins l'une d'elle est toujours vraie. Par (i), il su�rait de montrer que α ⊆ β ou β ⊆ α. Soitmaintenant γ = α ∩ β. D'après Lemme 2.6, γ = α ou γ = β, i.e., α ⊆ β ou β ⊆ α.
�2.7



8 2. LES ORDINAUXÀ partir de maintenant nous noterons et ordre sur les ordinaux par < (ou ≤):(i) α < β ⇐⇒ α ∈ β ⇐⇒ α ( β.(ii) α ≤ β ⇐⇒ (α ∈ β ou α = β) ⇐⇒ α ⊆ β.Nous avons ainsi bien généralisé la représentation des entiers n = {0, 1, . . . , n− 1}, ar en e�et pourtout ordinal α :
α = {β ∈ ON : β < α}.Proposition 2.8. Soit A un ensemble non vide d'ordinaux. Alors ⋂A = minA.En partiulier, l'ordre sur ON est bon : tout ensemble non vide d'ordinaux admet un élément minimal.Mieux que ça : toute lasse non vide d'ordinaux admet un élément minimal.Démonstration. D'après Lemme 2.6, nous avons ⋂A ∈ A, 'est don le minimum. Si C est unelasse non vide d'ordinaux, soit α ∈ C et C′ = C ∩ α = {β ∈ C : β < α}. Alors C′ est un ensemble (parl'axiome de ompréhension). Si C′ = ∅, 'est que α = minC. Sinon, minC = minC′. �2.8Lemme 2.9. Tout ensemble transitif d'ordinaux est un ordinal.Démonstration. Car l'ordre ∈ sur les ordinaux est bon. �2.9Proposition 2.10. Soit A un ensemble d'ordinaux. Alors ⋃A est un ordinal De plus, ⋃A = supA estla borne supérieure de A : 'est le plus petit ordinal α tel que α ≥ β pour tout β ∈ A. (Par ontre, il sepeut bien que supA /∈ A.)Démonstration. L'ensemble⋃A est un ordinal, ar il est transitif (en tant que réunion d'ensemblestransitifs), et aussi un ensemble d'ordinaux (ar haque β ∈ A l'est). C'est lairement le plus petit ordinaltel que α ⊇ β pour tout β ∈ A. �2.10Montrons maintenant qu'il y a � beauoup � d'ordinaux. D'abord,Lemme 2.11. Il n'existe pas un plus grand ordinal. Plus exatement, pour tout ordinal α, S(α) =

α ∪ {α} = {β : β ≤ α} est lui aussi un ordinal, le suesseur de α (le plus petit qui soit stritement plusgrand que α).Démonstration. Si γ ∈ β ∈ S(α), alors ou bien β = α ou bien β < α, and dans les deux as
γ ∈ α ⊆ S(α), d'où la transitivité. S(α) est ainsi un ensemble transitif d'ordinaux, don un ordinal.Finalement, si α < β alors S(α) ⊆ β, S(α) est don bien le suesseur de α. �2.11Il existe le plus petit ordinal, 'est 0 = ∅. Son suesseur est 1 = S(0) = {0}, puis on a 2 = S(1) =
{0, 1}, 3 = S(2) = {0, 1, 2}, et ainsi de suite.Notons le fait suivant, qui on�rme qu'il faut faire attention à e qui est un ensemble au sensmathématique et e qui n'en est pas un.Proposition 2.12. La lasse des ordinaux ON n'est pas un ensemble.Démonstration. Si ON était un ensemble alors α = supON serait le plus grand ordinal, unabsurde. �2.12On dit alors que la lasse ON , est une lasse propre : une olletion dé�nie par une propriété depremier ordre (être un ordinal est bien une propriété de premier ordre) mais qui est � trop grande � pourêtre un ensemble.Maintenant, nous avons tout e qu'il faut pour démontrer que :Théorème 2.13. Tout ensemble bien ordonné est isomorphe à un unique ordinal, et par un isomorphismeunique.Démonstration. L'uniité déoule de Proposition 1.5, on démontre l'existene. Soit X un ensemblebien ordonné, et soit Y l'ensemble des segments initiaux (non néessairement propres) de X qui sontisomorphes à des ordinaux. Par uniité, haque I ∈ Y détermine un unique tel isomorphisme fI : I ∼= αI .Si J ⊆ I est un autre segment initial de X alors fI(J) est un segment initial de αI , don un ordinal,et fI↾J : J ∼= fI(J) est enore un isomorphisme � don J ∈ Y , αJ = fI(J) et fJ = fI↾J .Soit maintenant K =

⋃

Y , β = sup{αI}I∈Y , et g =
⋃

I∈Y fI . Alors K est enore un segment initialde X et g : K ∼= β � en d'autres mots, K ∈ Y est maximal. Si K 6= X , 'est que K = Sx pour un ertain
x ∈ X . Posons h = g∪{x 7→ β}. Alors h : K∪{x} ∼= S(β), don K∪{x} ∈ Y , ontredisant la maximalitéde K. Du oup K = X , et X et bien isomorphe à un ordinal. �2.13



3. RÉCURRENCE TRANSFINIE ET ARITHMÉTIQUE DES ORDINAUX 9Introduisons un peu de terminologie.Dé�nition 2.14. Un ordinal α est suesseur s'il existe un ordinal β tel que α = S(β) ; si α et ni zéroni suesseur, on dit que α est un ordinal limite .Notons que, si A est un ensemble d'ordinaux qui n'a pas de plus grand élément, et α est la bornesupérieure de A (autrement dit, l'union des élements de A) alors α est néessairement un ordinal limite:omme α majore A on sait que α 6∈ A puisque A n'a par hypothèse pas de plus grand élément, et sijamais on avait α = S(β) alors les propriétés du suesseur nous garantissent que β majorerait aussi A,e qui ontredirait la dé�nition de α.Exerie 2.1. Montrer qu'un ordinal β est limite si, et seulement si, β = sup{η : η < β} 6= 0.Dé�nition 2.15. Un ordinal α est dit �ni si tout ordinal tel que 0 < β ≤ α est suesseur.On remarque que si n est un ordinal �ni et m < n, alors m et S(n) sont �ni eux aussi. Notons quejusqu'à maintenant nous n'avons pas utilisé l'axiome de l'in�ni (ni, d'ailleurs, l'axiome de fondation...)Proposition 2.16. Modulo les autres axiomes de ZF (dont on peut même enlever l'axiome de fondation),l'axiome de l'in�ni est équivalente à l'énoné : il existe l'ensemble de tous les ordinaux �nis. Cet ensemble,noté ω, est un ordinal : 'est le plus petit ordinal �ni, et aussi le plus petit ordinal limiteDémonstration. Il est lair est 0 est �ni, et que si α est �ni alors S(α) l'est aussi. Ainsi, si ωexiste, l'axiome de l'in�ni est bien véri�é. Réiproquement, soit X un témoin que l'axiome de l'in�ni estbien vrai : 0 ∈ X , et pour tout x ∈ X on a aussi S(x) = x ∪ {x} ∈ X . Montrons que X ontient tous lesordinaux �nis.En e�et, sinon, il existe un plus petit ordinal �ni qui n'appartient pas à X , appelons le n. Alors
n > 0 (ar 0 ∈ X), 'est don un suesseur : n = S(m). Or m est néessairement �ni, don m ∈ X , d'où
n ∈ X , une ontradition.Par ompréhension, la olletion de tous les membres de X qui sont des ordinaux �nis est bien unensemble, et tout ordinal �ni y appartient, 'est don bien ω.Une fois que ω existe : Puisque tout ordinal plus petit qu'un ordinal �ni est lui aussi �ni, ω esttransitif, 'est don un ordinal. L'ordinal ω n'est pas �ni, et omme tout ordinal in�ni est plus grand que(don, ontient) tout ordinal �ni, ω est le plus petit ordinal in�ni. Aussi, ω n'est pas suesseur (ar si
ω = S(α) alors α < ω, don α est �ni, et ω aussi). C'est don le plus petit ordinal limite. �2.16PSfrag replaements

0 1 2 3 4L'ordinal ωLes ordinaux �nis forment un modèle de l'arithmétique de Péano, et sont aussi appelés � entiersnaturels �. Par onséquent, ω est l'ensemble des entiers naturels, que l'on dénote habituellement par N.Avant de passer à l'arithmétique des ordinaux, réapitulons les propriétés qu'il faut partiulièrementretenir pour pouvoir les manipuler.� Tout ordinal est un ensemble bien ordonné, et tout ensemble bien ordonné est isomorphe à unordinal unique. En partiulier deux ordinaux isomorphes sont néessairement égaux ; de plus, pourdeux ordinaux α, β on a soit α < β, soit α = β, soit β < α.� Pour tout ordinal α, on a α = {β ∈ ON : β < α}.� La réunion d'un ensemble d'ordinaux E est un ordinal, qui est la borne supérieure de E.� L'intersetion d'un ensemble d'ordinaux E est un ordinal, qui est le plus petit élément de E.� Il existe deux types d'ordinaux: les ordinaux suesseurs (eux qui ont un plus grand élément) etles ordinaux limites (eux qui n'ont pas de plus grand élément).3. Réurrene trans�nie et arithmétique des ordinauxRappelons enore une fois les deux formes du prinipe de réurrene sur les entiers :Si P (0) et ∀nP (n) ⇒ P (n+ 1) alors ∀nP (n)(R) Si ∀n [∀k < nP (k)] ⇒ P (n) alors ∀nP (n)(R')Au lieu de onsidérer tous les ensembles bien ordonnés, nous pouvons nous restreindre aux ordinaux.



10 2. LES ORDINAUXThéorème 3.1. (Démonstration par réurrene trans�nie bis) Soit P une propriété et α un ordinal, telsque l'une des deux onditions suivantes est véri�ée :(i) Pour tout β < α : si β = 0 alors P (β) ; si β = S(γ) alors P (γ) ⇒ P (β) ; et si β est limitealors [∀γ < β, P (γ)] ⇒ P (β).(ii) Pour tout β < α : [∀γ < β, P (γ)] ⇒ P (β).Alors P (β) pour tout β < α.La même hose est d'ailleurs vrai quand on remplae � pour tout β < α � par � pour tout β ∈ ON�. Démonstration. La première ondition implique la deuxième, et on a déjà vu que la deuxièmesu�t. �3.1Un outil plus fort est elui de la onstrution par réurrene : pour onstruire une appliation
f : N → X , il su�t de préiser d'abord f(0), puis, pour tout n, omment onstruire f(n+1) à partir de
f(n). Ou enore (et 'est équivalent !), il su�t de préiser une loi qui permet de onstruire f(n) à partirde la restrition de f à {0, . . . , n− 1} (= n...) C'est ette deuxième forme que nous allons généraliser.Théorème 3.2. Soit (X,≤) un ensemble bien ordonné, et G une loi qui assoie à haque fontion gdont le domaine est un segment initial propre de X un élément ('est à dire, un ensemble) G(g). Alorsil existe une unique fontion f de domaine X telle que l'on ait, pour tout x ∈ X,

f(x) = G(f↾Sx
) .Démonstration. Puisque haque ensemble bien ordonné X est isomorphe à un ordinal, nous pou-vons réduire le problème au as où X = ξ est un ordinal. L'hypothèse de réurrene est que le théorèmeest vrai pour tout ordinal α < ξ. Autrement dit, pour tout α < ξ il existe une unique hα de domaine αtelle que

hα(γ) = G(hα↾γ) ∀γ < α.(∗α)Nous observons que si β < α < ξ alors hα↾β véri�e (∗β), d'où hβ = hα↾β .Pour α < ξ, posons f(α) = G(hα). Si β < α < ξ alors f(β) = G(hβ) = G(hα↾β) = hα(β). Ainsi
f↾α = hα, et f(α) = G(hα) = G(f↾α), omme voulu.Pour l'uniité, supposons que f ′ possède aussi la propriété f ′(α) = G(f ′↾α). On démontre alors parréurrene sur β que f(β) = f ′(β) pour tout β < ξ, i.e., f = f ′, et la preuve est omplète. �3.2Exemple 3.3. Nous avons déjà vu un exemple d'une onstrution par réurrene : 'était le as duThéorème 2.13, qui dit que tout ensemble bien ordonné est isomorphe à un ordinal. Certes, nous avons efait dans la preuve de Théorème 3.2, mais ei ne sert qu'à rendre la preuve plus élégante, et n'est surtoutpas indispensable (ça pourrait d'ailleurs être un bon exerie de ompréhension le faire diretement).Maintenant, soit G la loi assoiant à une fontion f son image. Alors d'après Théorème 3.2, pourtout X bien ordonné il existe une fontion f de domaine X telle que f(x) = img f↾Sx

= {f(y) : y < x}.Montrons que haque f(x) est un ordinal, par réurrene sur x. En e�et, par l'hypothèse de réurrene,
f(x) = {f(y) : y < x} est un ensemble d'ordinaux, et il su�rait de montrer qu'il est transitif. Pour ela,si γ ∈ β ∈ f(x) alors β = f(y) pour un y < x et γ = f(z) pour un z < y, d'où γ ∈ f(x). Le mêmeargument montre que α = {f(x) : x ∈ X} est un ordinal. En outre, f(y) ∈ f(x) si et seulement si y < x(� si � par dé�nition de f , � seulement si � ar si y ≥ x alors f(y) ⊇ f(x), e qui empêhe f(y) ∈ f(x)).Ainsi f : X → α est un isomorphisme.Le plus souvent on utilisera e prinipe quand X = ξ est un ordinal, et très rarement sous etteforme abstraite. L'idée du prinipe est que onstruire une fontion f : ξ → Y 'est dire, pour haque
α < ξ, omment onstruire f(α) à partir de la restrition f↾α. Et pour ela, il su�t de préiser :(i) Cas zéro : f(0).(ii) Cas suesseur : quand α = S(β), omment obtenir f(α) à partir de f(β).(iii) Cas limite : quand α est limite, omment obtenir f(α) à partir de f↾α.Plut�t que de donner une preuve du théorème de onstrution par réurrene trans�nie, donnons unexemple de preuve rédigée en utilisant un objet onstruit par réurrene trans�nie.Proposition 3.4. Soit (X,<) un ensemble bien ordonné, et A ⊆ X un sous-ensemble non vide. Alors
(A,<) est enore bien ordonné, et est isomorphe à un segment initial de X.



3. RÉCURRENCE TRANSFINIE ET ARITHMÉTIQUE DES ORDINAUX 11Notons que ette proposition implique en partiulier que, étant donnés deux ordinaux α, β, α ≤ βsi, et seulement si, il existe une appliation stritement roissante de α dans β (et dont l'image n'est pasforément un segment initial).Démonstration. Il est immédiat que (A,<) est bien ordonné. Pour onstruire un isomorphisme de A surun segment initial de X , on proède par réurrene trans�nie, en dé�nissant f : A → X de la façonsuivante:� On pose f(min(A)) = min(X).� Si a est le suesseur (dans A) de a′, alors on dé�nit f(a) omme le suesseur (dans X) de f(a′).� Si a est limite (dans A) alors on pose f(a) = sup{f(a′) : a′ ∈ A et a′ < a.On véri�e aisément (par réurrene trans�nie!) que f(a) ≤ a pour tout a ∈ X et que f est stritementroissante ; pour voir que son image est un segment initial de X , on note pour a ∈ A SA
a le segment initialassoié à a dans A, et on va véri�er par réurrene trans�nie que pour tout a dans A f(SA

a ) = Sf(a). Lapropriété est vraie par onstrution pour a = min(A). On suppose maintenant que a ∈ A r {min(A)}est tel que notre propriété est vraie pour tout a′ < a.� Si a est le suesseur (dans A) de a′, alors f(SA
a ) = Sa′ ∪ {f(a)}, et f(a) est le plus petit élémentde X r f(S′

a), don le fait que f(SA
a′) soit un segment initial entraîne que f(SA

a ) est aussi unsegment initial de X .� Si a 6= min(A) est limite dans A, alors
f(SA

a ) =
⋃

a′<a

f(SA
a′) .Comme haque f(SA

a′) est, par hypothèse de réurrene, un segment initial, et qu'une réunion desegments initiaux est enore un segment initial, la propriété est vraie au rang a.Cei ahève la démonstration ii. �On pourrait dé�nir les opérations ordinales en dérivant des opérations sur les bons ordres ; pourgagner du temps dans es notes, on va simplement énoner une dé�nition par réurrene trans�nie.Rappelons qu'on note S(β) le suesseur d'un ordinal β, 'est-à-dire le plus petit ordinal stritementplus grand que β.Dé�nition 3.5. (addition ordinale) Soit α un ordinal. On pose α+0 = α, puis on dé�nit par réurrenetrans�nie sur β ∈ ON l'addition ordinale α+ β en posant:
α+ β =

{

S(α+ γ) si β = S(γ)

sup ({α+ ξ : ξ < β}) si β est limitePSfrag replaements
0 1 2 3 4 ωL'ordinal ω + 1Par exemple, on a 1 + ω = sup{1 + n : n < ω} = ω. Par ontre, ω + 1 6= ω puisque ω + 1 a unplus grand élément ; l'addition ordinale n'est don pas ommutative. Intuitivement, l'addition de deuxordinaux orrespond à mettre �bout à bout� α et β ; l'ordre dans lequel on � reolle� les deux ordinauxest important!Exemple. Utilisons une démonstration par réurrene trans�nie pour montrer que l'addition est asso-iative, et que si α 6= β alors pour tout δ on a δ + α 6= δ + β.On veut ommener par montrer que, étant donnés trois ordinaux α, β, γ on a (α+β)+ γ = α+(β+ γ).Raisonnons par réurrene sur γ ; autrement dit, on va essayer de démontrer que pour tout ordinal γ lapropriété P (γ) dé�nie par � Pour tous les ordinaux α, β on a (α + β) + γ = α+ (β + γ)� est vraie.Notons qu'il n'y a rien à montrer si γ = 0 ; ensuite supposons que γ est tel que P (η) est vrai pour tout

η < γ. Si γ est le suesseur d'un ertain δ, alors on a pour toute paire d'ordinaux (α, β) (en utilisant ladé�nition de l'addition ordinale et notre hypothèse de réurrene):
(α + β) + γ = S((α+ β) + δ) = S(α+ (β + δ)) = α+ S(β + δ) = α+ (β + γ)ii. Notons qu'on n'avait pas vraiment besoin de distinguer le as a = min(A) des autres as limite, on l'a simplementfait pour éviter au leteur de se poser des problèmes de zérologie.



12 2. LES ORDINAUXOn voit don que P (γ) est vraie ; reste à traiter le as où γ est un ordinal limite. Dans e as on a(toujours en utilisant la dé�nition de l'addition, notre hypothèse de réurrene, et le fait que β + γ estlimite si γ l'est, e qui est une onséquene direte de la dé�nition de l'addition ordinale):
(α + β) + γ =sup{(α+ β) + η : η < γ} = sup{α+ (β + η) : η < γ}

= α+ sup{β + η : η < γ} = α+ (β + γ) .On voit don que P (γ) est vraie, et on a �ni de prouver que l'addition ordinale est assoiative ; iile leteur attentif devrait se rendre ompte que, même s'il n'y a pas de di�ulté partiulière dans leraisonnement, il faut apporter un ertain soin à la rédation pour qu'elle soit orrete ; par onséquent ilfaut s'entraîner à érire e type de démonstration!Venons-en à la deuxième propriété i-dessus ; �xons δ et α et essayons de montrer que pour tout β > αon a δ+α < δ+ β. Raisonnons par réurrene sur β ; si β = S(α) alors notre propriété est vraie puisquepour tout ordinal γ on a S(γ) > γ. Maintenant si β > S(α) est tel que notre propriété est vraie pourtout η < β, alors:- Si β = S(η) on a δ + β = δ + S(η) = S(δ + η) > δ + η > δ + α.- Si β est limite alors on a δ + β = sup{δ + η : η < β} > δ + S(α) > δ + α.Cei ahève la démonstration ; notons pour rassurer le leteur que la rédation i-dessus est parti-ulièrement lourde et détaillée, et que par la suite on évitera de trop rentrer dans le détail de raisonnementsélémentaires omme elui-i. Mais il faut véri�er qu'un raisonnement d'apparene élémentaire ne om-porte pas de di�ulté ahée, et 'est e que nous avons fait i-dessus. �Dans la suite on utilisera toujours la notation α + 1 pour désigner le suesseur d'un ordinal α.Répétons une dernière fois que α + 1 est simplement l'ordinal obtenu en rajoutant à α un élément quimajore tous les éléments de α ; dans le monde un peu étrange des ordinaux, ela signi�e que α + 1 =
α ∪ {α}.Dé�nition 3.6. (multipliation ordinale) Soit α un ordinal. On pose α.0 = 0, puis on dé�nit parréurrene trans�nie sur β ∈ ON la multipliation ordinale α.β en posant:

α.β =

{

(α.γ) + α si β = γ + 1

sup ({α.ξ : ξ < β}) si β est limite .Cette fois on a 2.ω = ω ; l'idée de la multipliation ordinale est que �faire le produit de α par β, 'estmettre bout à bout β opies de α�. Le dessin suivant essaie de justi�er graphiquement l'égalité 2.ω = ω.
2.ω = ωExerie 2.2. Utiliser une démonstration par réurrene trans�nie pour montrer que la multipliationest assoiative, et que si α > 0 alors pour tout γ > 1 on a α < α.γ. Pourver aussi que α(β+γ) = α.β+α.γ.Les deux opérations dé�nies i-dessus sont assoiatives, on a bien omme attendu α+ α = α.2, parontre attention enore à la non-ommutativité: on a vu que 1 + ω = ω tandis que ω + 1 6= ω puisque

ω + 1 est suesseur ; de même 2.ω = ω tandis que ω.2 = ω + ω > ω.Exerie 2.3.Dérire des opérations sur les bons ordres qui donnent naissane à l'addition et à la multipliation desordinaux (pour la somme ordinale, on pourra s'inspirer du dessin i-dessous).Un exerie pour vous entraîner aux démonstrations par réurrene trans�nie:Exerie 2.4. Montrer que tout ordinal α peut s'érire de façon unique sous la forme α = β + n, où βest un ordinal limite et n est �ni.Il nous reste à de�nir une dernière opération arithmétique sur les ordinaux: l'exponentiation.



3. RÉCURRENCE TRANSFINIE ET ARITHMÉTIQUE DES ORDINAUX 13PSfrag replaements α β

α+ βLa somme de deux ordinauxDé�nition 3.7. Soit α un ordinal. On pose α0 = 1, puis on dé�nit, par réurrene trans�nie sur β ∈ ON ,
αβ en posant:

αβ =

{

αγ .α si β = γ + 1

sup
({

αξ : ξ < β
}) si β est limitePar réurrene trans�nie, on véri�e les propriétés suivantes.� Etant donnés trois ordinaux α, β, γ, on a (αβ

)γ
= αβ.γ .� Etant donnés trois ordinaux α, β, γ, on a αβ .αγ = αβ+γ .� Etant donnés trois ordinaux α, β, γ, si β > γ alors αβ > αγ .Attention, les ordinaux et leur arithmétique ont beauoup de propriétés ontre-intuitives, et il fautdon toujours vous assurer que vous savez démontrer e que vous a�rmez à leur sujet. Par exemple,montrons qu'il existe un ordinal β tel que ωβ = β: partons par exemple de β0 = ω, puis dé�nissonspar réurrene βn+1 = ωβn . La troisième propriété i-dessus nous permet de véri�er que ette suite eststritement roissante ; dé�nissons β omme la borne supérieure des βn. C'est un ordinal limite (touteborne supérieure d'une suite in�nie stritement roissante est limite) et on a don, par dé�nition del'exponentiation aux ordinaux limite,

ωβ = sup{ωβn : n < ω} = sup{βn+1 : n < ω} = β .Question. L'ordinal ω jouait-il un r�le partiulier dans le raisonnement i-dessus, ou peut-il êtreremplaé par d'autres ordinaux α ? Et que pensez-vous de l'existene d'un ordinal β > 1 tel que β = βω ?Notes bibliographiques. La présentation étant omplètement standard, il serait un peu vain de présen-ter des soures bibliographiques ; le leteur intéressé par une approhe intuitive de la théorie des ensemblesest invité à onsulter [Hal74℄. On pourra aussi ave pro�t onsulter les notes de ours de Tuna Altineldes années préédentes, ainsi que les notes de ours de Patrik Dehornoy (on trouvera des liens vers esnotes sur la page web du ours).





CHAPITRE 3L'axiome du hoixNous avons vu qu'un bon ordre sur un ensemble X orrespond (d'une façon unique) à une bijetionentre X et un (unique) ordinal α, e qui reviens à une énumération de X de longueur α : X = {xβ}β<α,où β 7→ xβ est l'isomorphisme. Si, par exemple, X est un ensemble de ontraintes qu'une onstrutiondevrait satisfaire, ei permet de les traiter � une par une � par réurrene trans�nie. Mais tout ensemble
X admet-il un bon ordre ? Autrement dit, le prinipe suivant est-il vrai ?Prinipe du bon ordre. Tout ensemble admet un bon ordre.Passons à autre hose. Soit {Xi}i∈I une famille d'ensembles indexée par un ensemble I. Nous dé�nis-sons son produit artésien :

∏

i

Xi =

{fontions f : I →
⋃

i

Xi t.q. f(i) ∈ Xi ∀i ∈ I

}

.Supposons que Xi 6= ∅ pour tout i (sinon le produit est évidemment vide) et posons une question quipeut paraître étrange : le produit est-il non vide ? Autrement dit, peut-on hoisir un élément de haque
Xi simultanément ? Si Xi = X pour tout i, le produit est enore égal à la puissane

XI = {fontions f : I → X} ,qui est non vide (ontient les fontions onstantes, par exemple). Si I est �ni (isomorphe à un ordinal�ni), nous pouvons enore montrer que ∏iXi 6= ∅ : autrement dit, nous pouvons toujours e�etuer unnombre �ni de hoix. Mais qu'en est-il d'un nombre in�ni ? Énonçons-le en tant que prinipe :Axiome du Choix (AC). Le produit d'une famille d'ensembles non vides est non vide.Pour un ensemble X , soit P(X)− = P(X) r {∅}. Une fontion de hoix pour X est une fontion
f : P−(X) → X telle que pour tout ∅ 6= Y ⊆ X : f(Y ) ∈ Y . Il n'est pas di�ile de véri�er que AC estéquivalent à : tout ensemble admet une fontion de hoix.Finalement, onsidérons un prinipe fortement utilisé dans plusieurs domaines des mathématiques(pour démontrer Hahn-Banah, l'existene d'idéaux maximaux, et...)Lemme de Zorn. Soit (S,≤) un ensemble partiellement ordonné où toute haîne est majorée (unensemble indutif). Alors S admet un élément maximal.Nous démontrerons que modulo ZF, es trois prinipes sont équivalents.Lemme 0.8 (Hartogs). Soit X un ensemble quelonque. Alors il existe un ordinal α qui ne s'injete pasdans X.Le plus petit tel ordinal s'appelle l'ordinal de Hartogs de X .Démonstration. Soit α l'ensemble de tous les ordinaux qui s'injetent dans X .D'abord, pourquoi est-e un ensemble ? Soit Y l'ensemble des paires (S,≤) où S ⊆ X et ≤ est unbon ordre sur S. Alors Y ⊆ P(X)× P(X ×X) est un ensemble par ompréhension. Chaque élément de
Y est isomorphe à un ordinal unique, et α est exatement l'ensemble de tous es ordinaux. Ainsi, parl'axiome de remplaement, α est bien un ensemble.Il est lair de la dé�nition de α que si γ < β ∈ α alors γ ∈ α. Ainsi α est transitif, don lui-mêmeun ordinal. Puisque α /∈ α, α ne s'injete pas dans X , et 'est d'ailleurs le plus petit ordinal possédantette propriété. �0.8Théorème 0.9. Modulo ZF, dont équivalents :(i) Le Lemme de Zorn.(ii) Le Prinipe du bon ordre. 15



16 3. L'AXIOME DU CHOIX(iii) L'Axiome du hoix.Démonstration. (i) =⇒ (ii). Soit X donné, et soit Y l'ensemble de (S,≤) où S ⊆ X et ≤est un bon ordre sur S, omme dans la preuve préédente. Disons que (S,≤) < (S′,≤′) si (S,≤) est unsegment initial de (S′,≤′) (ave l'ordre induit). Cei est bien un ordre partiel.Soit C = {(Si,≤i)} une haîne dans Y , et posons S =
⋃

Si, ≤ =
⋃

≤i. Puisque C est une haîne,
≤ est bien un ordre total sur S : sa restrition à haque Si est ≤i, et pour tous x, y, z ∈ S il existeun (Si,≤i) ∈ C tel que x, y, z ∈ Si... De la même manière, haque Si est un segment initial de S. Soitmaintenant ∅ 6= A ⊆ S, disons x ∈ A, don x ∈ Si pour un ertain i. Alors A ∩ Si admet un minimum,et puisque Si est un segment initial de haque S 'est le minimum de A. Ainsi (S,≤) ∈ Y majore C.D'après le Lemme de Zorn il existe (S,≤) ∈ Y maximal. Il su�t don de montrer que S = X : sinon,soit a ∈ X r S, S′ = S ∪ {a}, et ≤′ dé�ni sur S′ par a >′ b pour tout b ∈ S. Alors (S′,≤′) ∈ Y , uneontradition à la maximalité.(ii) =⇒ (iii). Soit X un ressemble quelonque et ≤ un bon ordre sur X . Nous dé�nissons
ϕ : P−(X) → X par :

ϕ(A) = minA.Alors ϕ est une fontion de hoix pour X .(iii) =⇒ (i). Soit (S,≤) un ensemble indutif, et soit ϕ : P−(S) → S une fontion de hoix pour
S. Soit α l'ordinal de Hartogs de S, et ∗ /∈ S. On dé�nit par réurrene trans�nie une appliation
g : α → S ∪ {∗} omme suit. Si ∗ /∈ img g↾β , et img g↾β admet un majorant strit dans S, soit Rl'ensemble de tous les majorants strits de img g↾β et g(β) = ϕ(R). Sinon, g(β) = ∗.En partiulier, si γ < β < α et g(β) 6= ∗ alors g(β) > g(γ). Ainsi, si ∗ /∈ img g on obtient une injetion
α →֒ S, e qui n'est pas possible. Il existe dont un plus petit β tel que g(β) = ×. Alors img g↾β ⊆ S estune haîne, et admet un majorant s ∈ S, mais auun majorant strit. En onséquene, s est maximaldans S. �0.9L'axiome du hoix a de nombreuses onséquenes en mathématiques, dont ertaines paraissentpathologiques. L'exemple le plus onnu est sans doute l'existene de parties non Lebesgue-mesurablesdans R. Certains mathématiiens refusent de e fait l'axiome du hoix ; notons tout de même que, on-trairement à une idée reçue, elui-i n'est pas équivalent à l'existene de parties non Lebesgue-mesurables ;autrement dit, supposer que toute partie de R est Lebesgue-mesurable est plus fort que supposer quel'axiome du hoix est faux. Il en va de même du paradoxe de Banah-Tarski: 'est une onséquene del'axiome du hoix qui ne lui est pas équivalente (e qui ne fait sans doute que renforer l'envie de refuserl'axiome du hoix!).Par ailleurs, l'axiome du hoix a de nombreuses onséquenes qui, elles, paraissent très utiles: théorèmede la base inomplète ou lemme de Krull pour les algébristes, théorème de Tyhonov pour les analystes...Et bien sûr on a vu que la théorie des ensembles devient très vite très ompliquée i si on n'a pas l'axiomedu hoix, puisqu'il est déjà di�ile de ompter le nombre d'éléments d'un ensemble quelonque. Un autreexemple de di�ulté liée à l'absene de l'axiome du hoix se trouve dans l'exerie suivant.Exerie 3.1. Montrer que l'axiome du hoix est équivalent à l'énoné suivant: si X , Y sont deuxensembles et f : X → Y est une surjetion, alors il existe g : Y → X telle que f(g(y)) = y pour tout
y ∈ Y .Dans la suite de es notes, on utilisera sans vergogne l'axiome du hoix sous ses di�érentes formes.Cei ne orrespond pas forément aux usages atuels en théorie des ensembles, où l'on se ontente souventd'utiliser des formes plus faibles de l'axiome du hoix, su�santes pour faire de l'analyse mais n'impliquantpas que tous les ensembles sont bien ordonnables.Ainsi, on pourrait être tenté de se ontenter de l'axiome du hoix dénombrable. Cet axiome, qui ditque si Xn est non vide pour haque n < ω alors ∏n<ω Xn 6= ∅, (ou, de manière équivalente, qu'on peuthoisir de manière simultanée un point dans haque membre d'une famille dénombrable d'ensembles nonvides), est fondamental pour le développement de l'analyse. Par exemple, montrer que les deux dé�nitionslassiques de la ontinuité pour des fontions de R dans R (par les suites/image inverse d'un fermé estfermé) sont équivalentes requiert l'axiome du hoix dénombrable...i. Ce qui n'est pas forément une mauvaise hose!



3. L'AXIOME DU CHOIX 17Exerie 3.2. Montrer que l'axiome du hoix dénombrable entraîne que toute réunion dénombrabled'ensembles dénombrables est dénombrable (rappelons qu'un ensemble est dénombrable s'il est équipotentà ω).Montrer que si toute réunion dénombrable d'ensembles dénombrables est dénombrable alors tout produitdénombrable de parties dénombrables non vides est non vide ii.En réalité, l'axiome du hoix dénombrable n'est pas su�sant pour les analystes. En e�et, en analyseon a souvent besoin de onstruire des suites en utilisant le prinipe suivant: supposons qu'étant donnés
x1, . . . , xn tel que P ({x1, . . . , xn}) est satisfaite (où P est une ertaine propriété des ensembles �nis)j'arrive à trouver un x tel que {x1, . . . , xn, x} a la propriété P ; alors je suis apable de onstruire unesuite (xn)n∈N tel que pour tout n on ait P ({x1, . . . , xn}).Ce proédé est à la base de beauoup de onstrutions par � approximations suessives� et devientlégal quand on s'autorise à appliquer l'axiome des hoix dépendants.Dé�nition 0.10. L'axiome des hoix dépendants est l'énoné suivant:Soit X un ensemble et R une relation binaire sur X telle que pour tout a ∈ X il existe b ∈ X satisfaisant
a R b. Alors il existe une suite (xn)n∈N d'éléments de X tels que xn R xn+1 pour tout n.Notons que l'axiome du hoix implique l'axiome des hoix dépendants, qui implique à son tourl'axiome du hoix dénombrable ; on peut montrer qu'auune des impliations réiproques n'est vraie.En�n, remarquons que l'axiome des hoix dépendants, s'il est su�sant pour développer l'analyse lassique,ne permet pas de démontrer l'existene d'ensembles non Lebesgue-mesurables ; il semble raisonnabled'a�rmer que et axiome est aepté par une grande majorité des mathématiiens ontemporains, yompris es êtres étranges que sont les théoriien(ne)s des ensembles.Pour simpli�er l'exposition dans la suite, on utilisera l'axiome du hoix � lassique �. Il est en tousles as important de savoir quand la démonstration d'un théorème utilise l'axiome du hoix.

ii. et e fait est indépendant de ZF.





CHAPITRE 4Cardinaux1. Dé�nition des ardinauxNous herhons ii à mesurer les � tailles � des ensembles, e qui revient à les omparer.Dé�nition 1.1. On dit que la ardinalité (ou, dans ertains textes, la puissane) d'un ensemble X estinférieure à elle de Y , et on note |X | ≤ |Y |, s'il existe une injetion de X dans Y , et on dit que X et Yont la même ardinalité, ou qu'ils sont équipotents (noté |X | = |Y |), s'il existe une bijetion de X sur Y .Notez bien que pour l'instant nous n'avons pas donné un sens à la ardinalité � |X | � en dehorsd'une telle omparaison. Montrons déjà que les deux notions (égalité et ordre sur les ardinalités) sontbien ompatibles :Théorème 1.2. (Shröder-Bernstein)Si |X | ≤ |Y | et |Y | ≤ |X | alors |Y | = |X |.Démonstration. Soit X,Y deux ensembles et f : X → Y , g : Y → X deux injetions. Bien sûr, on a
X ⊇ g(Y ) ⊇ g(f(X)), et g ◦ f est une injetion de X dans X .On voit don qu'il su�t de prouver que, si X est un ensemble, f : X → X une injetion et Y ⊆ X esttel que f(X) ⊆ Y ⊆ X alors il existe une bijetion de X sur Y .En ré�éhissant à e as, on est amené à onsidérer le dessin suivant:

PSfrag replaements
X r Y

Y r f(X)

f(X) r f(Y )

. . .

On voit apparaître des � ouronnes�: X r Y , Y r f(X), f(X)r f(Y ), et.Les ouronnes � d'ordre impair�(en blan sur le dessin) sont toutes ontenues dans Y ; tandis que seulela première ouronne d'ordre pair n'est pas ontenue dans Y , et f envoie haque ouronne d'ordre pairsur la ouronne suivante. Pour onstruire la bijetion reherhée, on n'a don qu'à laisser tous les pointsblans �xes, et déaler les points gris d'une ouronne en utilisant f .Formellement, on dé�nit une suite d'ensembles disjoints Xi ⊆ X en posant Xi = f i(X r Y ) (= f i(X)r
f i(Y )) ; puis on dé�nit une fontion g : X → Y en posant

g(x) =

{

f(x) si x ∈
⋃

Xi

x sinonPar dé�nition il est lair que g est une injetion dont l'image est ontenue dans Y , d'autre part il estfaile de véri�er, en utilisant le fait que g(Xi) = f(Xi) = Xi+1 pour tout i, que g(X) = Y . �Autrement dit, s'il existe une injetion de X dans Y et une injetion de Y dans X alors il existeune bijetion de X sur Y , et nos notations sont bien ohérentes et dé�nissent un ordre partiel sur lesardinalités, 'est à dire sur les lasses d'équipotene. Nous nous posons deux questions naturelles :19



20 4. CARDINAUXet ordre est-il total, et deux, omment trouver pour haque X un représentant anonique de sa lassed'équipotene ? D'une ertain manière, les deux se heurtent aux même obstale, l'axiome du hoix.Considérons d'abord la question du représentant.Dé�nition 1.3. Un ardinal est un ordinal qui n'est équipotent à auun ordinal stritement plus petit.Si deux ardinaux κ et λ sont équipotents ils sont don égaux, et un ensemble est équipotent tout auplus à un unique ardinal. En outre, si X et Y sont équipotents à des ardinaux κ et λ, respetivement,alors |X | ≤ |Y | si et seulement si κ ≤ λ et |X | = |Y | si et seulement si κ = λ. Nous pouvons don dé�nirle ardinal de X , noté |X |, omme étant l'unique ardinal équipotent à X , si un tel existe, et ei estompatible ave nos dé�nitions préédentes. Reste la question d'existene :Lemme 1.4. Soit X un ensemble. Alors X est équipotent à un (unique) ardinal si est seulement si Xadmet un bon ordre.Démonstration. Exerie. �1.4Théorème 1.5. Sont équivalents :(i) Tout ensemble est équipotent à un (unique) ardinal.(ii) Les ardinaux de tous deux ensembles sont omparables : |X | ≤ |Y | ou |Y | ≤ |X |.(iii) L'axiome du hoix.Démonstration. (i) =⇒ (ii). Soient κ = |X | et λ = |Y | leurs ardinaux. Puisque e sont desordinaux, il sont omparables.(ii) =⇒ (iii). Soit |X | un ensemble, et α son ordinal de Hartogs. Alors, par dé�nition de α, il estimpossible que |α| ≤ |X |. Don |X | ≤ |α|, et l'injetion de X dans α induit un bon ordre sur X . Ainsitout ensemble admet un bon ordre, e qui équivaut l'axiome du hoix.(iii) =⇒ (i). D'après le Lemme préédent et l'équivalene entre l'axiome du hoix et le prinipe dubon ordre. �1.5Il est immédiat que si α est un ordinal alors |α| ≤ α.Exerie 4.1. Tous les ordinaux �nis sont des ardinaux. L'ordinal ω est un ardinal.Par ontre, ω + 1 n'est pas un ardinal, pas plus que ω + ω, ω.ω... Ces trois derniers ordinaux sonttous dénombrables, i.e équipotents à ω.Il existe pour tout κ des ordinaux qui ne sont pas équipotents à une partie de κ (e.g., l'ordinal deHartogs assoié à κ), et don des ardinaux λ tels que κ < λ. Notons que toute lasse non vide deardinaux a un plus petit élément (puisque 'est en partiulier une lasse non vide d'ordinaux).Dé�nition 1.6. Étant donné un ardinal κ, on note κ+ le plus petit ardinal stritement plus grandque κ.Exerie 4.2. Montrer que L'ordinal de Hartogs assoié à un ensemble quelonque X est un ardinal.Montrer que pour un ardinal κ :
κ+ = l'ordinal de Hartogs assoié à κ = {α ∈ ON : |α| ≤ κ}.Dé�nition 1.7. Si κ > 0 est un ardinal de la forme λ+ pour un ertain ardinal λ, on dit que κ est unardinal suesseur ; sinon, on dit que α est un ardinal limite.Ii, attention à la terminologie: tous les ardinaux in�nis sont des ordinaux limites ; par ontre, e nesont pas tous des ardinaux limites. Notons que, si κ est un ardinal et s'il existe un plus grand ardinal

λ < κ alors on a κ = λ+ et κ est don un ardinal suesseur ; par ontre, si κ est limite, alors κ est égalà la réunion des ardinaux qui lui sont stritement inférieurs.Lemme 1.8. Soit A un ensemble de ardinaux. Alors supA dans le sens des ordinaux (qui est égal à
⋃

A) est aussi un ardinal.Démonstration. Soit α = supA. Il su�t de montrer que si β < α alors |β| < |α|. En e�et, si
β < α il existe κ ∈ A tel que β < κ. Or κ = |κ| ≤ |α|, d'où |β| ≤ β < |α|. �1.8



2. ARITHMÉTIQUE DES CARDINAUX 21Dé�nition 1.9. (Alephs)On dé�nit par réurrene trans�nie ℵα, pour tout ordinal α, en posant ℵ0 = ω puis
ℵα =

{

ℵ+
β si α = β + 1

supβ<α ℵβ si α est limiteOn voit à partir de la dé�nition que, si α < β sont deux ordinaux, alors ℵα < ℵβ. Ave le résultatpréédent, on démontre par réurrene trans�nie que ℵα est un ardinal pour tout α. Par réurrenetrans�nie, on peut également véri�er la propriété suivante.Proposition 1.10. Pour tout ordinal α, on a α ≤ ℵα.Notons qu'il est possible que l'inégalité préédente soit une égalité: aussi ontre-intuitif que elapuisse paraître, il existe des ordinaux α tels que α = ℵα
i.Proposition 1.11. Tout ardinal in�ni est de la forme ℵα pour un unique ordinal α.Démonstration. L'uniité est onnue, montrons l'existene. Soit κ un ardinal in�ni : κ ≥ ℵ0.Puisque κ ≤ ℵκ, il existe un plus petit α tel que κ ≤ ℵα. Si α = 0 nous avons κ ≥ ℵ0 ; si α = β +1 alors

ℵβ < κ, d'où κ ≥ ℵ+
β = ℵα ; et si α est limite ℵβ < κ pour tout β < α, d'où ℵα = supβ<α ℵβ ≤ κ. Ainsi,

κ = ℵα. �1.11En onlusion, la lasse des ardinaux onsiste en les ensemble des ardinaux �nis, plus les ℵα,
{ardinaux} = {ardinaux �nis} ∪ {ℵα : α ∈ ON} = ω ∪ {ℵα : α ∈ ON}.2. Arithmétique des ardinauxCommençons par dé�nir la somme et le produit de deux ardinaux. Avant ela, on a besoin d'un peude terminologie: si X,Y sont deux ensembles alors on dé�nit leur union disjointe X ∐ Y par

X ∐ Y =
(

X × {0}
)

∪
(

Y × {1}
)

.Dé�nition 2.1. Soit κ et λ deux ardinaux. On dé�nit :
|X |+ |Y | = |X ∐ Y |, |X | · |Y | = |X × Y |.Il faudra tout d'abord véri�er que es opération son ompatibles ave l'équipotene, et roissantes :Proposition 2.2. Supposons que |X | ≤ |X ′| et |Y | ≤ |Y ′|. Alors |X ∐ Y | ≤ |X ′ ∐ Y ′| et |X × Y | ≤

|X ′×Y ′|. De la même façon, si |X | = |X ′| et |Y | = |Y ′| alors |X∐Y | = |X ′∐Y ′| et |X×Y | = |X ′×Y ′|.Démonstration. Soit f : X → X ′ et g : Y → Y ′ deux injetions (respetivement, bijetions). Alors onpeut dé�nir une fontion F : X ∐ Y → X ′ ∐ Y ′ en posant
{

F (x, 0) = (f(x), 0)

F (y, 1) = (g(y), 1)
.La véri�ation que F est bien une injetion (bijetion) est immédiate. De même, on peut dé�nir uneinjetion (bijetion) G : X × Y → X ′ × Y ′ en posant G(x, y) = (f(x), g(y)). �En partiulier, si κ et λ sont des ardinaux, alors κ + λ = |κ ∐ λ| et κ · λ = |κ × λ|, et e sontégalement des ardinaux (pensez à la somme et au produit des ordinaux pour voir que κ ∐ λ et κ × λsont bien ordonnables, même sans l'axiome du hoix). Par ontre, es opérations sont le plus souventdistintes de la somme et le produit des ordinaux : par exemple, la somme ordinale ω+ω est stritementplus grande que ω, or nous verrons que la somme ardinale ℵ0 + ℵ0 vaut ℵ0. Notez d'ailleurs que nousérivons ω quand nous pensons à l'ordinal et ℵ0 quand nous pensons au ardinal, bien que ω = ℵ0.Lemme 2.3. Soient X, Y et Z des ensembles. L'addition et la multipliation des ardinalités sontommutatives et assoiatives, et la multipliation est distributive au-dessus de l'addition :

|X |+ |Y | = |Y |+ |X |, (|X |+ |Y |) + |Z| = |X |+ (|Y |+ |Z|),

|X | · |Y | = |Y | · |X |, (|X | · |Y |) · |Z| = |X | · (|Y | · |Z|),

(|X |+ |Y |) · |Z| = |X | · |Z|+ |Y | · |Z|i. C'est d'ailleurs un bon exerie ; pour le montrer, inspirez-vous de la preuve du fait qu'il existe un ordinal β tel que
β = ωβ



22 4. CARDINAUXDémonstration. Exerie. �2.3Restreignons-nous aux opérations arithmétiques sur les ardinaux, pour l'instant.Lemme 2.4. Soient α et β deux ordinaux. Malgré l'ambiguïté, notions α + β leur somme ordinale, etpar |α|+ |β| la somme ardinale de leur ardinaux, et de façon semblable pour le produit. Alors
|α+ β| = |α|+ |β|, |αβ| = |α||β|.Démonstration. D'après la représentation de α + β omme une onaténation d'ordre et de αβomme un ordre lexiographique. �2.4Puisque tout ordinal �ni est un ardinal, et puisque la somme et le produit de deux ordinaux �ni(pourquoi est-e vrai ?), nous obtenons :Lemme 2.5. Sur les ardinaux �nis, la somme et le produit ordinaux oïnident ave la somme et leproduit ardinaux.L'addition et la multipliation des ardinaux sont déjà onnues, don. Si par ontre au moins l'unde κ et λ est in�ni, l'addition et la multipliation deviennent assez inintéressantes.Lemme 2.6. Soit κ,λ deux ardinaux non nuls, dont au moins un est in�ni. Alors on a κ+ λ = κ · λ =

max(κ, λ).Démonstration. On dé�nit d'abord une relation d'ordre sur ON ×ON :
(

(α, β) � (α′, β′)
)

⇐⇒











max(α, β) < max(α′, β′) ou
max(α, β) = max(α′, β′) et α < α′ ou
max(α, β) = max(α′, β′) et α = α′ et β ≤ β′Il est faile de véri�er que � est une relation d'ordre total sur ON × ON ; pour voir que 'est un bonordre, soit A un ensemble non vide ontenu dans ON ×ON . Posons :

γ = min
{

max(α, β) : (α, β) ∈ A
}

,

α0 = min
{

α ∈ ON : ∃β t.q. γ = max(α, β) et (α, β) ∈ A
}

,

β0 = min
{

β ∈ ON : γ = max(α0, β) et (α0, β) ∈ A
}

.Il est faile de véri�er que (α0, β0) = minA.Maintenant, montrons que κ · λ = max(κ, λ) par réurrene trans�nie sur max(κ, λ). Nous pouvonssupposer que κ ≥ λ, et en partiulier que κ est in�ni. Soit S ⊆ κ × κ un segment initial propre. Nousavons alors S = S(α,β) pour une ertain paire (α, β) ∈ κ × κ. Par dé�nition, S ⊆ (α + 1) × (β + 1), et
α, β < κ, d'où α + 1, β + 1 < κ (ar tout ardinal in�ni est un ordinal limite). Si α et β sont �nis alors
|S| ≤ (α + 1)(β + 1) < ω ≤ κ. Sinon, soit µ = max

(

|α + 1|, |β + 1|
). Alors µ ≤ max(α + 1, β + 1) < κ,et d'après l'hypothèse de réurrene |α + 1| · |β + 1| = µ, et enore |S| ≤ µ < κ. Ainsi, le ardinal d'unsegment initial propre de κ× κ est stritement plus petit que κ.Or, puisque tout deux ordinaux sont omparable, ou bien κ est isomorphe à un segment initial proprede κ× κ, ou bien κ× κ est isomorphe à un segment initial (non néessairement propre) de κ. Puisqu'ona exlu la première possibilité, 'est néessairement la deuxième, d'où κ ·κ ≤ κ. Or κ = 1 ·κ ≤ κ ·κ, d'oùl'égalité.Maintenant nous pouvons onlure par :

κ = κ · 1 ≤ κ · λ ≤ κ · κ = κ,

κ = κ+ 0 ≤ κ+ λ ≤ κ+ κ = κ · 2 = max(κ, 2) = κ. �2.6Remarque 2.7. Il n'est pas vrai, sans l'axiome du hoix, que |X | · |X | = |X | pour tout ensemble, mêmenon bien ordonnable. En e�et, on peut démontrer que si |X | · |X | = |X | pour tout X alors l'axiome duhoix est vrai.Au �nal, la somme et le produit des ardinaux ne sont pas bien intéressants... Dé�nissons quelquesopérations un peu plus omplexes.Nous dé�nissons les opérations orrespondantes pour les ardinaux. À partir de maintenant il on-vient de supposer que l'axiome du hoix est vrai � sans ela, même si X et Y sont bien ordonnables,
XY pourrait ne pas l'être, et bien que e ne soit par trop gênant, nous préférons simpli�er un peu lasituation.



2. ARITHMÉTIQUE DES CARDINAUX 23Dé�nition 2.8. Pour des ardinaux κ, λ nous dé�nissons κλ omme le ardinal de l'ensemble des fon-tions de λ dans κ (i.e., ave notre notation ambiguë, κλ = |κλ|...).Exerie 4.3. SiX0, X1 (resp. Y0, Y1) sont des ensembles équipotents, alorsXY0

0 etXY1

1 sont équipotents.Notons que, en assoiant à une partie d'un ensemble X sa fontion aratéristique, on obtient unebijetion de P(X) sur 2X . En partiulier, le ardinal de l'ensemble des parties d'un ardinal κ est égal à
2κ. On retrouve sans di�ulté les propriétés usuelles de l'exponentiation.Exerie 4.4. Montrer que pour trois ardinaux κ, λ, µ on a (κλ)

µ
= κλ.µ, et κλ.κµ = κλ+µ.Exerie 4.5. Montrer que pour tout 0 < n < ω et κ in�ni : κn = κ.Souvent, on peut utiliser le théorème de Shröder-Bernstein, en onjontion ave les propriétés del'arithmétique ardinale, pour montrer des égalités entre ardinaux. L'exerie suivant fournit un exempled'une telle situation.Exerie 4.6. Montrer que pour tout ardinal in�ni κ on a 2κ = κκ.D'une ertaine façon, l'opération arithmétique la plus mystérieuse/la plus intéressante sur les ar-dinaux est l'exponentiation.Théorème 2.9. (Cantor) Pour tout ensemble X il n'existe pas de surjetion f : X → P(X). Ave nosnotations ela signi�e que pour tout ardinal κ on a κ < 2κ.Démonstration. Par l'absurde, soit f : X → P(X) une surjetion, et soit

Y = {x ∈ X : x 6∈ f(x)} .On doit avoir Y = f(x0) pour un ertain x0 ∈ X , mais alors on véri�e que (x0 ∈ Y ) ⇔ (x0 6∈ Y ), et onarrive don à une ontradition. �.On sait don produire une lasse stritement roissante et non bornée de ardinaux, en répétantl'opération κ 7→ 2κ et en prenant le sup aux ordinaux limite. Y a-t-il des ardinaux qui n'apparaissentpas dans ette énumération ?Dé�nition 2.10. L'hypothèse du ontinu (HC) est l'énoné 2ℵ0 = ℵ1.L'hypothèse du ontinu généralisée est l'énoné a�rmant que pour tout ordinal α on a 2ℵα = ℵα+1 .L'idée sous-jaente de l'hypothèse du ontinu est qu'on peut � voir � N, de ardinal ℵ0, et R, deardinal 2ℵ0 , mais on ne voit pas d'ensemble de réels qui soit de ardinal intermédiaire. La question estdon: en existe-t-il ?Pendant longtemps ette hypothèse a paru naturelle ; Gödel a prouvé qu'elle était onsistante ave lesaxiomes de ZFC. Mais dans les années 60, Paul Cohen a montré, en utilisant la méthode du foring,que la négation de l'hypothèse du ontinu était aussi onsistante ave ZFC, autrement dit (HC) estindépendante de ZFC.Aujourd'hui, la plupart des théoriiens des ensembles onsidèrent qu'il n'y a auune raison de limiter larihesse de la théorie en imposant arbitrairement que l'hypothèse du ontinu soit véri�ée ; il existe desaxiomes (� grands ardinaux�) menant à une théorie très rihe dans laquelle l'hypothèse du ontinu estfausse.On peut aussi vouloir faire une somme/produit d'une in�nité de ardinaux ; dans e as, le reoursà l'axiome du hoix s'avère indispensable ; on laisse la véri�ation de la propriété suivante en exerie.Dé�nition 2.11. Soit {Xi}i∈I une famille d'ensembles, indexée par un ensemble I. Nous dé�nissonssa réunion disjointe (ou o-produit) omme suit, et rappelons à l'oasion la dé�nition d'un produitartésien :
∐

i∈I

Xi =
⋃

i∈I

Xi × {i},

∏

i∈I

Xi = {fontions f : I →
⋃

Xit.q.f(i) ∈ Xi}.



24 4. CARDINAUXAinsi X × Y =
∐

y∈Y X et XY =
∏

y∈Y X .Dé�nition 2.12. Soit α ∈ ON et pour β < α soit κβ un ardinal. Alors
∑

β<α

κβ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∐

β<α

κβ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,
∏

β<α

κβ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∏

β<α

κβ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,où, omme pour l'exponentiation, par ∣∣∣∏β<α κβ

∣

∣

∣ nous entendons le ardinal du produit artésien in�ni.Exerie 4.7. A l'aide de l'axiome du hoix, véri�er que si (Xα)α<λ et (Yα)α<λ sont tels que |Xα| = |Yα|pour tout α < λ alors on a
∣

∣

∣

∣

∣

∐

α<λ

Xα

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∐

α<λ

Yα

∣

∣

∣

∣

∣

et ∣∣∣∣
∣

∏

α<λ

Xα

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∏

α<λ

Yα

∣

∣

∣

∣

∣

.Exerie 4.8. Soit α un ordinal et Xβ un ensemble pour tout β ≤ α. Montrer que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∐

β≤α

Xβ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣





∐

β<α

Xβ



∐Xα

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∏

β≤α

Xβ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣





∏

β<α

Xβ



×Xα

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.3. DénombrabilitéDans ette setion, on va détailler un peu une notion fondamentale en mathématiques: la dénombra-bilité. On a pu roire un temps que ette notion n'était omniprésente qu'à ause de limites tehniques,mais elle semble toujours aussi importante aujourd'hui malgrè l'avanée des mathématiques ii.Dé�nition 3.1. Un ensemble X est dénombrable si |X | ≤ ℵ0.(Selon ertains usages on réserve e terme aux ensembles in�nis, et exige don que |X | = ℵ0.)Lemme 3.2. Soit X dénombrable et f : X → Y une appliation surjetive. Alors Y est dénombrable.Démonstration. On peut supposer que X ⊆ ω. Dans e as nous dé�nissons une appliationinjetive g : Y → ω par g(y) = min f−1({y}), d'où |Y | ≤ ℵ0. �3.2Lemme 3.3. Soit X un ensemble dénombrable. Alors l'ensemble des parties �nies de X, que l'on notera
P�n(X) est dénombrable.Démonstration. Il su�rait de montrer que l'ensemble des parties �nies de ω est dénombrable. Ene�et, pour k < ω, notons par Pk(ω) l'ensemble des partie de ω de ardinal k. Chaque membre de Pk(ω)admet une énumération roissante de longueur k, e qui donne une injetion de Pk(ω) dans ωk. Ainsi :

|P�n(ω)| = ∑

k<ω

|Pk(ω)| ≤
∑

k<ω

|ωk| =
∑

k<ω

ℵ0 = ℵ0 · |ω| = ℵ0 · ℵ0 = ℵ0.

�3.3Remarque 3.4. Ave e qu'on a vu, l'égalité∑k<ω |ωk| =
∑

k<ω ℵ0 exige l'axiome du hoix (ar, pourhaque k, il faudrait hoisir une bijetion enore ωk et ω). Or, nous avons déjà vu qu'il existe une bijetionanonique entre κ2 et κ pour haque ardinal κ, et don en partiulier pour κ = ℵ0 = ω. On en onstruit(par réurrene sur k) une bijetion anonique entre ωk et ω pour haque 0 < k < ω, et l'axiome du hoixn'est plus néessaire. Modulo un peu d'arithmétique dans N, nous pouvons donner une preuve enoreplus direte : l'appliation qui envoie Y ∈ P�n(ω) à ∑n∈Y 2n est une bijetion entre Y ∈ P�n(ω) et ω.L'importane de la dénombrabilité vient, au moins en partie, du fait que beauoup des notions quel'on onsidère en mathématiques s'expriment à partir d'énonés �nis dans un langage �ni ou dénombrable,e qui entraîne que beauoup de strutures � engendrées � par des ensembles dénombrables restentdénombrables. Ce phénomène sera partiulièrement utile dans la partie du ours onsarée à la théoriedes modèles. Donnons simplement un exemple, pour manipuler un peu ette notion de dénombrabilité.Exemple. Soit G un groupe, et A ⊆ G une partie dénombrable. Alors le sous-groupe de G engendrépar A est dénombrable.ii. Il est peut-être pertinent de rappeler ii la fameuse itation de Weyl ([Dug03℄), faisant entre autres allusion à ladé�nition des �ltres ensés éliminer l'usage des suites: � Ave le reul que donnent les quarante dernières années, on sourirasans doute du zèle que j'apportais à l'expulsion du dénombrable: hassé par la porte, il a �ni par rentrer par la fenêtre� .



4. CARDINAUX RÉGULIERS ET COFINALITÉ 25Démonstration. Supposons que A est dénombrable ; alors A−1 = {a−1 : a ∈ A} est aussi dénombrable (ilest équipotent à A) et don A ∪ A−1 aussi. Par suite, quitte à remplaer A par A ∪ A−1, on peut donsupposer, pour se simpli�er la vie, que A est symétrique (i.e stable par l'appliation inverse). Alors, legroupe engendré par A est égal à l'ensemble
{a1 . . . ak : k < ω et a1, . . . , ak ∈ A}Notons que, par onvention, le produit vide, obtenu quand k = 0, est égal à l'élément neutre de G.En partiulier, le groupe engendré par A est égal à la réunion, pour k < ω, des ensembles
Ak = {a1 . . . ak : a1, . . . , ak ∈ A}Chaun des ensembles Ak est l'image de Ak par la fontion qui assoie a1 . . . ak à (a1, . . . , ak), paronséquent haque Ak est dénombrable et don le sous-groupe engendré par A est lui aussi dénombrable.

� Les ensembles dénombrables sont stables par d'autres types d'opérations, par exemple elles liées àl'arithmétique des ordinaux.Exerie 4.9. Montrer que, si α et β sont des ordinaux dénombrables, alors α+β, α.β et αβ sont enoredes ordinaux dénombrables. Montrer que ωω1 = ω1, où ω1 est le plus petit ordinal non dénombrable, etqu'il existe pour tout ordinal dénombrable α un ordinal dénombrable β ≥ α tel que ωβ = β.Remarquons que, quand on y pense À ω1 omme à un ardinal, on lui a donné un autre nom: ℵ1.Il n'est pas trop di�ile de prouver que Q est dénombrable. Cei nous permet de aluler le ardinal de
R, omme le montre l'exerie suivant.Exerie 4.10. Montrer que |Q| = ℵ0, puis montrer que |R| = 2ℵ0 . Pour le seond point, on pourraonsidérer l'appliation f : R → P(Q) dé�nie par

f(x) = {q ∈ Q : q < x} .Finissons ette setion par une petite question d'apparene innoente: si on oublie l'axiome du hoix,tous les ensembles in�nis ontiennent-ils un sous-ensemble dénombrable ? Mais, au fait, qu'est-e qu'unensemble in�ni ?Dé�nition 3.5. Un ensemble est in�ni s'il n'est équipotent à auun ordinal �ni. Un ensemble X estDedekind-in�ni s'il existe une injetion non surjetive f : X → X .Une autre dé�nition possible d'un ensemble in�ni serait: un ensemble qui ontient un sous-ensembleéquipotent à ω. On a en fait déjà introduit ette dé�nition, omme le montre l'exerie suivant.Exerie 4.11. Montrer qu'un ensemble est Dedekind-in�ni si, et seulement si, il ontient un sous-ensemble dénombrable.Exerie 4.12. En utilisant l'axiome du hoix dénombrable, montrer que tout ensemble in�ni estDedekind-in�ni.L'équivalene entre es deux notions (ensemble in�ni/ensemble Dedekind-in�ni) est en fait indépen-dante de ZF! On peut prendre ela omme une on�rmation du fait que l'axiome du hoix dénombrableest relativement naturel.Notes bibliographiques.En e qui onerne l'axiome du hoix, il existe une véritable enylopédie [HR98℄ présentant ses multiplesformes ; on pourra y trouver des référenes sur ertains résultats énonés sans référene dans le orps duhapitre i-dessus. On pourra aussi onsulter [Je73℄, et le livre de S. Wagon [Wag85℄ est égalementtrès instrutif. 4. Cardinaux réguliers et o�nalitéAvant de onlure e hapitre sur les ardinaux, nous allons évoquer une notion importante dansl'étude des propriétés des ardinaux ; la régularité.Dé�nition 4.1. Soit α un ordinal. Nous dé�nissions sa o�nalité, cf(α) omme étant le plus petitardinal d'une partie non majorée de α. Autrement dit,
F(α) = min{|A| : A ⊆ α et supA = α}.



26 4. CARDINAUXDé�nition 4.2. Un ardinal in�ni κ est dit régulier si cf(κ) = κ, i.e., si pour toute partie X ⊆ κ deardinal stritement inférieur à κ on a supX < κ. Un ardinal qui n'est pas régulier est dit singulier .Ainsi, ℵ0 est régulier, alors que ℵω est singulier.Dans les deux exeries suivants, que vous traiterez en TD, on étudie quelques propriétés de ettenotion.Exerie 4.13. (i) Montrer que cf(α) est le plus petit ordinal γ tel qu'il existe une fontion
f : γ → α dont l'image ne soit pas stritement majorée.(ii) Montrer que, pour tout ordinal α, cf(α) est un ardinal régulier.(iii) Montrer que si α est limite alors cf(α) = cf(ℵα).Exerie 4.14. (i) Montrer qu'un ardinal κ est régulier si, et seulement si, pour tout λ < κ ettoute famille (Xα)α∈λ d'ensembles tels que |Xα| < κ pour tout α < λ, on a |

⋃

Xα| < κ.(ii) Soit κ un ardinal ; montrer que cf(κ) est le plus petit ardinal λ tel que κ soit la réunion de
λ ensembles de ardinal stritement inférieur à κ.(iii) On appelle inaessible un ardinal non dénombrable à la fois limite et régulier. Montrer qu'untel ardinal α doit véri�er α = ℵα. La réiproque est-elle vraie iii ?Proposition 4.3. Tout ardinal suesseur (in�ni) est régulier.Démonstration. Fixons un ardinal suesseur κ, et λ tel que κ = λ+. Soit alors µ = cf(κ) ; 'est unardinal tel qu'il existe des ensembles (Xξ) de ardinal stritement inférieur à κ (don inférieur ou égalà λ) et tels que

κ =
⋃

ξ<µ

Xξ .On en déduit que
κ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

⋃

ξ<µ

Xξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∑

ξ<µ

|Xξ| ≤
∑

ξ<µ

λ = µ.λ = max(µ, λ)Puisque κ > λ, on obtient �nalement κ ≤ µ, e qu'il fallait démontrer. �On peut, après la proposition i-dessus, avoir l'impression que tout ardinal est régulier: mais lesardinaux limites sont bien souvent singuliers. C'est par exemple le as de ℵω, qui est une union dénom-brable d'ensembles de ardinal stritement plus petit que lui. On est amené à se poser la questionsuivante: existe-t-il un ardinal di�érent de ℵ0 qui soit à la fois régulier et limite ? Un tel ardinal estdit inaessible. Une version plus forte de la même dé�nition est souvent utilisée : on dit qu'un ardinal
κ > ℵ0 est fortement limite si λ < κ implique 2λ < κ (et non seulement λ+ < κ), et qu'il est fortementinaessible s'il est à la fois fortement limite et régulier. Tout ardinal fortement limite est limite, et toutardinal fortement inaessible est inaessible.Il se trouve que l'existene d'un ardinal inaessible n'est pas démontrable dans ZFC : en fait, àpartir de ZFC + �il existe un ardinal inaessible� on peut démontrer que ZFC est ohérent, e que,d'après le théorème de Gödel, on ne peut pas démontrer du système ZFC seul ! Il est plus faile de voirei pour les ardinaux inaessibles.Exerie 4.15. Dé�nissons pour haque ordinal α :

Vα =











∅ α = 0

P(Vβ) α = β + 1
⋃

β<α Vβ α limite.Montrer que si λ est fortement inaessible alors Vλ (qui est un ensemble), muni de la relation usuelle ∈,est un modèle de ZFC.Nous sommes maintenant équipés pour prouver le dernier théorème de e hapitre, le lemme de König .Avant de l'énoner, notons qu'il est assez di�ile d'obtenir des inégalités strites dans l'arithmétique desardinaux. A titre d'exemple, bien que 2 < ℵ0 et que l'on s'attendrait à e qu'une somme soit plus petitequ'un produit, on a :iii. Pour traiter ette question, on pourra d'abord lire la disussion i-dessous onernant l'existene de ardinauxinaessibles.
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∑

i<ω

2 = ℵ0 =
∑

i<ω

ℵ0,

∏

i<ω

2 = 2ℵ0 = ℵℵ0

0 =
∏

i<ω

ℵ0,

∑

i<ω

2ℵ0 = 2ℵ0 =
∏

i<ω

2ℵ0 .Pour obtenir une inégalité strite qui tient en toute généralité, on est ramené au résultat suivant. L'uniqueautre inégalité strite que l'on a déjà vue, 2κ > κ, en est d'ailleurs un as partiulier (omment ?)Théorème 4.4. Soient (κi)i∈I et (λi)i∈I deux familles de ardinaux tels que pour tout i on ait κi < λi.Alors on a
∑

i∈I

κi <
∏

i∈I

λi .Démonstration. Montrons d'abord l'inégalité large. En e�et, pour haque i ∈ I et α < κi, posons
gi,α : I → ON, g(j) =

{

0 i 6= j,

α+ 1 i = j.Alors (α, i) 7→ gi,α est bien une injetion ∐ κi →
∏

λi.Pour prouver que l'inégalité est strite, on raisonne par l'absurde et on suppose que∑κi =
∏

λi, 'està dire qu'il existe une bijetion f :
∐

κi →
∏

λi. Pour haque j ∈ I, soit πj :
∏

i λi → λj la projetionsur la jème oordonnée. Considérons l'appliation hj : κj → λj donnée par hj(α) = πj ◦ f(α, j). Puisque
κi < λi, elle n'est pas surjetive, il existe don un plus petit βj < λj qui n'est pas dans l'image. Nousavons x = (βi)i∈I ∈

∏

i λi, est il doit exister don (α, j) ∈
∐

i κi ('est à dire, j ∈ I et α < κj) tel que
f(α, j) = x. Or, dans e as :

βj 6= hj(α) = πj ◦ f(α, j) = πj

(

(βi)i
)

= βj .Cette ontradition montre qu'une telle bijetion f ne peut exister, et omplète la preuve. �4.4Le raisonnement i-dessus est un bon exemple de raisonnement diagonal : pour haque j ∈ I on ahoisit βj tel que, à la �n, f(α, j) ne pourra être égal à x pour auun α < κj .Exerie 4.16. En utilisant le fait que tout réel admet un développement déimal iv, prouver à l'aided'un raisonnement diagonal que R n'est pas dénombrable.Corollaire 4.5. Pour tout ardinal in�ni κ, on a κ < κcf(κ).Démonstration. Fixons κi < κ, i < cf(κ), tels que κ =
∑

i<cf(κ) κi.Ces κi existent par dé�nition de cf(κ). Alors on a, d'après le lemme de König:
κ =

∑

i<cf(κ)

κi <
∏

i<cf(κ)

κ = κcf(κ) .Cei onlut la preuve. �On en déduit immédiatement un autre orollaire.Corollaire 4.6. Pour tout ardinal in�ni κ, on a cf(2κ) > κ, et en partiulier 2κ > κ.Démonstration. Appliquons le orollaire préédent à 2κ: on obtient
2κ < (2κ)cf(2

κ) = 2κ. cf(2
κ) .Cei n'est possible que si κ < κ. cf(2κ) = max(κ, cf(2κ)). �Cei a pour onséquene une restrition à la négation de l'hypothèse du ontinu : si 2ℵ0 = κ alorsil faut que cf(κ) > ℵ0. Il s'agit en fait essentiellement de la seule obstrution que l'on puisse démontrerdans ZFC, mais démontrer e fait est largement hors de notre portée dans e ours.iv. Attention tout de même: parfois il en existe deux!



28 4. CARDINAUXNotes bibliographiques.Enore une fois, e hapitre reprend pour l'essentiel, ave plus de détails, les notes du ours de M2� théorie desriptive des groupes �. Le leteur intéressé est de nouveau invité à onsulter [Hal74℄ s'ilherhe une présentation intuitive de la théorie, et [Mos06℄ ou [KM76℄ pour une présentation plusformelle. Le leteur anglophobe souhaitant se doumenter sur les ardinaux pourra onsulter ave pro�tla tradution française du livre de Kuratowski sus-ité ou le livre de Jean-Louis Krivine [Kri98℄.En�n, omme soure bibliographique et omme référene onernant les résultats plus réents dethéorie des ensembles (foring, et.), le leteur est invité à onsulter [Je03℄.



CHAPITRE 5Filtres et ultra�ltresDans e hapitre, on va présenter quelques résultats élémentaires onernant les �ltres et ultra�ltres,qui sont des objets entraux de la théorie des ensembles modernes et sont aussi utilisés aujourd'hui dansdiverses branhes des mathématiques: théorie des modèles bien sûr, mais aussi topologie, algèbres de vonNeumann, systèmes dynamiques, géométrie des espaes de Banah...1. Dé�nitions, premières propriétésDé�nition 1.1. Soit X un ensemble. Un �ltre sur X est une famille F ⊂ P(X) véri�ant les propriétéssuivantes:(i) A ∈ F et B ∈ F ⇒ A ∩B ∈ F ;(ii) A ∈ F et B ⊇ A ⇒ B ∈ F ;(iii) ∅ 6∈ F .Exemple. � L'exemple le plus simple de �ltre sur X est {X} ; l'exemple suivant est à peine moinsinintéressant: pour tout x ∈ X , l'ensemble Fx = {A : x ∈ A} est un �ltre. En fait, pour toutepartie non vide S ⊆ X , l'ensemble des parties qui ontiennent S est un �ltre ; on appelle un tel�ltre un �ltre prinipal . Quand X est �ni, tout �ltre est prinipal (pourquoi ?)� Quand X est in�ni on a un exemple plus intéressant: l'ensemble
F = {A ⊆ X : le omplémentaire de A est �ni}est un �ltre sur X , appelé �ltre de Fréhet sur X . C'est un �ltre non prinipal.L'exerie suivant explique pourquoi on n'est pas vraiment intéressé par les �ltres sur des ensembles�nis.Exerie 5.1. Soit F un �ltre ontenant une partie �nie A. Alors F est prinipal.Dé�nition 1.2. On dit qu'une famille A ⊆ P(X) est une base de �ltre si toutes les intersetions �niesd'éléments de A sont non vides.Proposition 1.3. Pour toute base de �ltre A, il existe un �ltre ontenant A ; le plus petit tel �ltre estdé�ni par

F =

{

B ⊆ X : ∃A1, . . . , An ∈ A t.q. B ⊇

n
⋂

i=1

Ai

}

.Démonstration. Soit A une base de �ltre ; il est lair que l'ensemble F dé�ni i-dessus ontient A et quetout �ltre ontenant A doit ontenir F , don il nous su�t de prouver que F est bien un �ltre.On voit tout de suite que F satisfait les points 1 et 2 de la dé�nition d'un �ltre ; d'autre part, ommetoute intersetion �nie d'éléments de A est non vide, on voit que ∅ 6∈ F et don F est bien un �ltre. �L'exemple suivant est très important en théorie des modèles, en partiulier si l'on souhaite démontrerle théorème de ompaité en utilisant des �ltres.Exemple. Soit I un ensemble in�ni, et X l'ensemble des parties �nies de I i. Alors la famille des parties
B de la forme {A ∈ X : A ⊇ F}, où F est une partie �nie non vide de X , est une base de �ltre sur X .En e�et, une intersetion �nie d'élements de B est de la forme

{A ∈ X : A ⊇ F1 et . . . et A ⊇ Fn},i. Savez-vous aluler le ardinal de X en fontion de elui de I ?29



30 5. FILTRES ET ULTRAFILTRESoù les Fi sont des parties �nies de X . Cet ensemble peut aussi s'érire
{

A ∈ X : A ⊇

n
⋃

i=1

Fi

}

,et e dernier ensemble est non vide puisque la réunion des Fi est un ensemble �ni.Notons que le �ltre engendré par B est non prinipal (pare que I est in�ni!).Dé�nition 1.4. Un �ltre maximal s'appelle un ultra�ltre.On véri�e failement que l'ensemble des �ltres ontenant un �ltre donné, ordonné par l'inlusion,est un ensemble ordonné indutif. Par onséquent, le lemme de Zorn garantit qu'il existe des ultra�ltresontenant tout �ltre donné ; et axiome, appelé axiome de l'ultra�ltre, est une forme faible d'axiome duhoix.Notons en tous les as que, en présene de l'axiome de l'ultra�ltre, il existe des ultra�ltres nonprinipaux sur tout ensemble in�ni X , puisqu'il existe des ultra�ltres ontenant le �ltre de Fréhet sur
X .Proposition 1.5. Un �ltre F est un ultra�ltre si, et seulement si, pour tout A ∈ X on a A ∈ F ou
X rA ∈ F .Démonstration. Supposons que F soit un �ltre et qu'il existe A ⊆ X tel que ni A niXrA n'appartiennentà F . Alors on va montrer que G = F ∪ {A} est une base de �ltre, e qui garantira l'existene d'un �ltreontenant stritement F et montrera don que F n'est pas un ultra�ltre.Soit don B1, . . . , Bn ∈ F ; on doit montrer que B1 ∩ . . . ∩ Bn ∩ A ne peut être vide. Raisonnons parl'absurde: si ette intersetion est vide, alors B1 ∩ . . . ∩ Bn ⊆ X r A, e qui montre que X r A ∈ F etela ontredit notre hypothèse. Don G est bien une base de �ltre et F n'est pas un ultra�ltre.Réiproquement, supposons que F soit un �ltre qui ne soit pas un ultra�ltre. Alors il existe un �ltre Gontenant stritement F ; onsidérons A ∈ G r F . On ne peut avoir X r A ∈ G puisque G est un �ltre,a fortiori il est impossible que X rA ∈ F et don ni A ni X rA n'appartiennent à F . �Exerie 5.2. Soit U un ultra�ltre sur X . Montrer que soit U ontient le �ltre de Fréhet sur X , soit
U est prinipal.En topologie, les ultra�ltres peuvent être utilisés pour généraliser la notion de onvergene de suite ;le leteur intéressé est invité à onsulter les feuilles de TD des années préédentes pour des exeries surla question.Ave l'axiome du hoix, on sait qu'il existe des ultra�ltres non prinipaux sur tout ensemble in�ni ;mais ertaines propriétés ombinatoires de es ultra�ltres sont elles-mêmes indépendantes de ZFC! Dis-utons un exemple, important pour les théoriiens des ensembles ontemporains, avant de passer à lathéorie des modèles. Cet exemple nous sert surtout de prétexte à manipuler un peu des ordinaux, desardinaux, et des �ltres, et donner l'idée que la théorie des ensembles modernes est en grande partie uneforme de ombinatoire in�nie. 2. Utilisation des �ltres en topologieOn va expliquer pourquoi les �ltres et ultra�ltres peuvent être utiles en topologie ; la justi�ationde l'introdution des �ltres dans e ontexte est que dans ertains espaes les points n'ont pas de basedénombrable de voisinages, et alors on ne peut plus se ontenter d'utiliser des suites pour aratériserles notions habituelles de topologie (fontions ontinues, ensembles fermés, et.). Pourtant il est agréablede raisonner séquentiellement ; on peut alors utiliser des suites généralisées, omme le font généralementles anglo-saxons, ou bien des �ltres. Voyons omment fontionne ette deuxième approhe.Commençons par remarquer que, si X est un espae topologique et x ∈ X alors la famille desvoisinages de x, notée Vx, forme un �ltre. Ce �ltre est l'analogue dans le ontexte des espaes topologiquesdu �ltre Fx dé�ni plus haut.Dé�nition 2.1. Soit X un espae topologique, F un �ltre sur X et x ∈ X . On dit que F onverge vers
x si F ontient le �ltre Vx des voisinages de x.Exerie 5.3. Soit X un espae topologique. Montrer que X est séparé si, et seulement si, tout �ltreonvergent sur X a une limite unique.



2. UTILISATION DES FILTRES EN TOPOLOGIE 31Si l'on veut pouvoir utiliser nos �ltres pour faire de la topologie, il faut qu'on omprenne e qui arriveà un �ltre quand on lui applique une fontion f . Si l'on onsidère simplement l'ensemble des images par
f des parties ontenues dans notre �ltre, on n'obtient en général pas un �ltre, tout bêtement pare que
f n'est a priori pas surjetive! Par ontre on obtient bien une base de �ltre.Dé�nition 2.2. Soit X,Y deux ensembles, F un �ltre sur X et f : X → Y une fontion. Alors {B ⊆
Y : ∃A ∈ F B = f(A)} est une base de �ltre, et on appelle �ltre image de F par f le �ltre engendré parette base de �ltre.Notons que A appartient au �ltre image de F par f si, et seulement si, f−1(A) appartient à F .On laisse en exerie le fait de prouver que la famille introduite i-dessus est bien une base de �ltre.Proposition 2.3. Le �ltre image d'un ultra�ltre sur X est un ultra�ltre sur Y .Démonstration. Soit X,Y deux ensembles, f : X → Y une fontion et U un ultra�ltre sur X . On saitque f(U) est un �ltre. Pour prouver qu'il s'agit en fait d'un ultra�ltre, �xons une partie A de Y dont onsuppose qu'elle n'appartient pas à f(U). Alors on sait que f−1(A) n'appartient pas à U , par onséquent
X r f−1(A) ∈ U et don f−1(Y r A) = X r f−1(A) appartient à U . Cei montre bien que Y r Aappartient à f(U), et don f(U) est un ultra�ltre. �La proposition i-dessous explique omment les notions que nous avons introduites permettent dearatériser les fontions ontinues.Proposition 2.4. Soit X,Y deux espaes topologiques, x ∈ X et f : X → Y une fontion.Alors f est ontinue en x si, et seulement si, f(F) onverge vers f(x) pour tout �ltre F qui onvergevers x.Démonstration. Commençons par supposer f ontinue en x, et onsidérons un �ltre F qui onvergevers x. Soit V un voisinage de f(x). Comme f est ontinue en x, f−1(V ) est un voisinage de x, paronséquent f−1(V ) ∈ F puisque F ra�ne le �ltre des voisinages de x, et don V ∈ f(F). Ainsi, f(F)onverge vers f(x).Intéressons-nous maintenant à la réiproque: soit V un ouvert ontenant f(x), et V le �ltre des voisinagesde x. On sait que f(V) onverge vers f(x), par onséquent V ∈ f(V), e qui signi�e que f−1(V ) ∈ V ,et don f−1(V ) est un voisinage de x. Autrement dit, il existe un ouvert U ontenant x et ontenudans f−1(V ), 'est-à-dire un ouvert U tel que f(U) ⊆ V , et on vient de prouver que f est ontinue en x. �Continuons à avaner vers une preuve du théorème de Tyhono� ; pour ela il nous faut omprendrela onvergene des �ltres dans les espaes produits. Rappelons que la topologie produit sur Y =

∏

Xiest la topologie la moins �ne rendant toutes les projetions πi : Y → Xi ontinues ; une base d'ouvertspour ette topologie est donnée par les ensembles de la forme
{(xi) ∈ Y : ∀j ∈ J xj ∈ Uj}où J est une partie �nie de I et haque Uj est ouvert dans Xj . Il est alors faile de voir qu'une suite

(yn) onverge dans Y si, et seulement si, haque πi(yn) onverge. La proposition suivante généralise efait aux �ltres.Proposition 2.5. Soit (Xi)i∈I une famille d'espaes topologiques, et X =
∏

Xi muni de la topologieproduit. Un �ltre F sur X est onvergent si, et seulement si, haun des �ltres image πi(F) est onvergent.Démonstration. Notons déjà que, puisque haque projetion πi : X → Xi est ontinue, on sait que πi(F)est onvergent dès que F l'est. Nous n'avons don qu'une impliation à démontrer.Supposons maintenant que F est un �ltre sur X tel que haque πi(F) onverge vers xi ∈ Xi. On vamontrer que F onverge vers x = (xi)i∈I . Pour ela, �xons un voisinage de x, dont on peut supposerqu'il est de la forme
U = {y ∈ X : ∀j ∈ J πj(y) ∈ Uj} ,où J ⊆ I est un ensemble �ni et haque Uj est un ouvert de Xj qui ontient xj .Par hypothèse, on sait que haque πi(F) onverge vers xi ; en partiulier, pour tout j ∈ J on doit avoir

Uj ∈ πj(F), 'est-à-dire qu'il existe Vj ∈ F tel que πj(Vj) ⊆ Uj . Introduisons V = ∩j∈JVj ; omme Fest un �ltre on sait que V ∈ F , et de plus on a pour tout j ∈ J que
πj(V ) ⊆ πj(Vj) ⊆ Uj .



32 5. FILTRES ET ULTRAFILTRESCei prouve que V ⊆ U , et don U ∈ F . On vient don de prouver que tout voisinage de x appartient à
F , i.e que F onverge vers x. �Notons pour plus tard une aratérisation très utile de la onvergene des ultra�ltres.Proposition 2.6. Soit X un espae topologique, U un ultra�ltre sur X et x ∈ X. Alors U onverge vers
x si, et seulement si,

x ∈
⋂

A, ave A = {A ⊂ X : A ∈ U et A est fermé} .Démonstration. Commençons par supposer que U onverge vers x ∈ X . Alors x appartient à A pourtout A ∈ U , et on n'a don essentiellement rien à prouver.Réiproquement, supposons que x appartienne à l'intersetion des éléments de U qui sont fermés dans
X , et �xons un ouvert V ontenant x.On veut montrer que V appartient à U . Si e n'est pas le as, on sait que X r V doit appartenir à U ,puisque U est un ultra�ltre. Comme X r V est fermé, on aboutit à une ontradition. �Enore un dernier e�ort pour arriver au théorème de Tyhono�: ette fois-i il nous faut exprimerun ritère de ompaité en termes de �ltre. Ce ritère n'est valide qu'en présene de l'axiome du hoix.Proposition 2.7. Soit X un espae topologique séparé. Alors X est ompat si, et seulement si, toutultra�ltre sur X est onvergent.Démonstration. Supposons tout d'abord que X n'est pas ompat, et onsidérons un reouvrement (Oi)de X par des ouverts qui ne ontienne pas de sous-reouvrement �ni. Alors la famille formée par lesomplémentaires des Oi est une base de �ltre, et ette famille se trouve don ontenue (modulo l'axiomedu hoix) dans un ultra�ltre U . Cet ultra�ltre ne peut onverger vers auun x ∈ X : en e�et, pour tout
x ∈ X on a x ∈ Oi pour au moins un i ∈ I, et omme Oi 6∈ U on voit que pour tout x ∈ X il existe unvoisinage de x qui n'appartient pas à U , et don U ne onverge pas vers x.Réiproquement, supposons X ompat, et onsidérons un ultra�ltre U sur X . Alors la famille forméepar les élements de U qui sont fermés dans X a la propriété d'intersetions �nies non vides (puisque Uest un �ltre), et don a une intersetion non vide. Fixons x dans ette intersetion ; la proposition 2.6dit exatement que U onverge vers x. �A vous maintenant de reoller les moreaux et de vous onvainre qu'on a bien tous les outils enmain pour établir ii le théorème de Tyhono�, dont l'énoné est rappelé i-dessous.Théorème 2.8. Soit (Xi)i∈I une famille d'espaes topologiques non vides, et X =

∏

Xi muni de latopologie produit. Alors X est ompat si, et seulement si, haun des Xi est ompat.Notons qu'en fait le théorème de Tyhono� pour une famille d'espaes topologiques séparés Xi setrouve être (un peu) plus faible que l'axiome du hoix.3. Un exemple ombinatoire: les ultra�ltres de RamseyDé�nition 3.1. Un ultra�ltre F sur ω, non prinipal, est un ultra�ltre de Ramsey si, pour toute partition
{An : n < ω} de ω en ℵ0 moreaux tels que An 6∈ F pour tout n, il existe X ∈ F tel que |X ∩ An| ≤ 1pour tout n iii.On dira qu'un �ltre (éventuellement prinipal) a la propriété de Ramsey s'il satisfait la seondeondition de la dé�nition d'un ultra�ltre de Ramsey. Notons que, si F ⊆ G sont deux �ltres et F a lapropriété de Ramsey, alors G a aussi la propriété de Ramsey.Cette notion semble arbitraire ; il se trouve pourtant que l'existene d'ultra�ltres de Ramsey a desonséquenes importantes sur la struture des ensembles. On sait aujourd'hui que l'existene d'ultra�ltresde Ramsey est indépendante de ZFC. C'est par ontre une onséquene (dans ZFC) de l'hypothèse duontinu, omme le montre le théorème suivant.Théorème 3.2. Si 2ℵ0 = ℵ1 alors il existe un ultra�ltre de Ramsey.Avant de prouver e théorème, établissons un lemme simple.ii. Ave l'axiome du hoix!iii. On peut remplaer, sans hanger la notion, ette ondition par |X ∩An| = 1 pour tout n ; pourquoi ?



3. UN EXEMPLE COMBINATOIRE: LES ULTRAFILTRES DE RAMSEY 33Lemme 3.3. Il y a 2ℵ0 partitions de ω en ℵ0 moreaux.Preuve. Il n'existe que ℵ0 parties �nies dans ω, par onséquent il y a 2ℵ0 parties de ω in�nies et deomplémentaire in�ni. Pour toute telle partie A, on obtient une partition P (A) = {Bn} de ω obtenueen énumérant le omplémentaire de A sous la forme {bi : 1 ≤ i < ω} et en posant B0 = A, Bi = {bi}pour 1 ≤ i < ω. L'appliation A 7→ P (A) est injetive (on retrouve A dans P (A) omme le seul moreauin�ni de P (A)), par onséquent il y a au moins 2ℵ0 partitions de ω en ℵ0 moreaux.Pour voir l'inégalité réiproque, notons que l'ensemble des partitions de ω en ℵ0 moreaux s'injetenaturellement dans P(ω)ℵ0 , qui est de ardinal (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0.ℵ0 = 2ℵ0 . �Preuve du théorème 3.2.Si 2ℵ0 = ℵ1, alors on peut énumérer les partitions de ω en ℵ0 moreaux omme une suite (Aα)α<ω1indexée par ω1.Construisons maintenant par réurrene une suite indexée par ω1 de sous-ensembles in�nis de ω: onpart de X0 = ω. Supposons maintenant Xβ onstruit pour tout β < α.� Si α = β+1, deux as sont possibles: si Xβ est d'intersetion non vide ave une in�nité d'éléments
A de la partition Aα, on peut hoisir Xα in�ni, ontenu dans Xβ , et qui soit tel que |Xβ ∩A| ≤ 1pour tout A ∈ Aα. Sinon, 'est que Xβ est ontenu dans la réunion d'un nombre �ni d'élémentsde Aα, et on peut hoisir Xα in�ni, ontenu dans Xβ , et tel que Xβ ⊆ A pour un ertain A ∈ Aα.Pour nous simpli�er la vie par la suite, on s'assure aussi que pour tout i < ω on a i 6∈ Xi.� Si α est limite, alors on hoisit Xα de telle façon que Xα rXβ soit �ni pour tout β < α. Le faitqu'il est bien possible de faire ça sera justi�é par le lemme 3.5 à la �n de la preuve.Montrons que la famille {Xα : α < ω1} est une base de �ltre: en e�et, si on onsidère Xα1

, . . . , Xαn
etqu'on �xe un ordinal limite dénombrable qui majore stritement α1, . . . , αn alors on sait par onstrutionque Xγ rXαi

est �ni pour tout i ∈ {1, . . . , n} ; par onséquent Xγ r (∩Xαi
) est �ni et, omme Xγ estin�ni, ei prouve que ∩Xαi

est in�ni (don non vide!). En fait, le raisonnement préédent nous donneun meilleur résultat.Lemme 3.4. Pour tout α < β < ω1, Xβ rXα est �ni.Preuve du Lemme 3.4.On raisonne par réurrene trans�nie: on va prouver que pour tout β la propriété � pour tout α < β,
Xβ rXα est �ni � est vraie.Cette propriété est trivialement vraie pour β = 0. Si elle est vraie au rang β, elle est vraie aussi au rang
β+1, puisque Xβ+1 ⊆ Xβ . Il nous reste simplement à véri�er notre propriété aux ordinaux limites. Soitdon β un ordinal limite, et α < β. Alors Xβ a été onstruit de telle façon que Xβ rXα soit �ni, e quionlut la preuve du lemme. �Appelons maintenant F le �ltre engendré par la famille {Xα : α < ω1} ; on a vu qu'il ne ontient quedes parties in�nies, et il est faile de voir qu'il a la propriété de Ramsey: si on a une partition de ω en
ℵ0 moreaux, ette partition apparaît sous la forme Aα pour un ertain ordinal suesseur α ; si auunélément de F n'appartient à la partition, 'est qu'en partiulier Xα+1 n'est inlus dans auun élémentde ette partition. Notre onstrution nous dit alors qu'on a hoisi Xα+1 de telle façon que |Xα ∩A| ≤ 1pour tout A ∈ A. Comme Xα+1 ∈ F , on a bien montré que F a la propriété de Ramsey.Notons également que F ne peut, par onstrution, pas être ontenu dans un �ltre prinipal. Pourela, il su�t de prouver que pour toute partie A ⊆ ω il existe un élément de F qui ne ontient pas A.Si |A| ≥ 2, on partitionne A en moreaux �nis Ai tels que A0 est de ardinal ≥ 2, et on étend ettepartition en une partition de ω en ℵ0 moreaux �nis. Auun des éléments de la partition ne peutappartenir à F , e qui nous donne, puisque F a la propriété de Ramsey, l'existene de X ∈ F telque |X ∩ A0| ≤ 1, en partiulier X ne ontient pas A.Il nous reste à voir qu'il ne peut pas exister un entier n < ω tel que tous les Xα ontiennent n. Mais ledébut de notre onstrution a justement garanti que i 6∈ Xi.Finalement, on a don onstruit un �ltre F qui a la propriété de Ramsey et n'est ontenu dansauun �ltre prinipal ; tout ultra�ltre le ontenant est un ultra�ltre de Ramsey, e qui onlut la preuve,modulo la justi�ation du fait que notre onstrution peut e�etivement être menée à bien aux ordinauxlimites. Cette justi�ation se base sur le fait suivant, souvent utilisé en ombinatoire in�nie.



Lemme 3.5. Soit {Yi}i∈I ⊆ P(ω) une famille dénombrable de sous-ensembles de ω tels que ⋂j∈J Yjsoit in�ni pour toute partie �nie J ⊆ I. Alors il existe une partie Y ⊆ ω in�nie et telle que Y r Yi soit�ni pour tout i.Comment appliquer e lemme pour mener à bien notre onstrution ? Eh bien, si α est dénombrable,limite et qu'on a onstruit Xβ pour tout β < α en respetant les propriétés imposées par notre onstru-tion, alors pour tout β ≤ γ < α on sait (en reprenant le raisonnement du Lemme 3.4) que Xγ rXβ est�ni. Mais pour tout ensemble �ni d'ordinaux β1, . . . , βn < α, si on pose β = max{βi : i = 1, . . . , n} alorsla onstrution assure que
Xβ r

(

n
⋂

i=1

Xβi

)

=

n
⋃

i=1

(Xβ rXβi
) est �ni .Puisque Xβ est in�ni, ei impose bien que ⋂n

i=1 Xβi
est in�ni. En appliquant le lemme 3.5 à la famille

{Xβ}β<α, on obtient don une partie Y telle que Y rXβ est �ni pour tout β < α, et on peut �nalementposer Xα = Y .Preuve du Lemme 3.5.On peut bien sûr supposer que I = ω et alors, quitte à remplaer haque Yi par ⋂i
j=1 Yj , supposer que lasuite (Yi) est une suite déroissante d'ensembles in�nis. Comme les Yi sont in�nis, on peut onstruire unesuite stritement roissante (yi)i<ω telle que yi ∈ Yi pour tout i, et Y = {yi}i<ω satisfait les onditionsdu lemme.Cei onlut la preuve du lemme, qui était tout e qu'il nous manquait pour �nir de justi�erl'existene d'un ultra�ltre de Ramsey dans un univers où les axiomes de ZFC et l'hypothèse du ontinusont vrais. �
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