Chapitre 1

Structures et théories

1.1 Structures, langage associé

Définition 1.1.

1. Une structure M est un ensemble M non vide (le domaine de M) muni :

— d’une famille (cM);c; de constantes, ou ¢ € M,

— d’une famille (f*);e; de fonctions, ou pour tout j € J, f* est une fonction
totale de M™ dans M pour un entier n; > 0,

~ d’une famille (R}).cx de relations, ot pour tout k& € K, R} est un sous-
ensemble de M™ pour un entier n; > 0.

On supposera de plus qu’une structure est toujours munie de 1’égalité, c’est-a-

dire que la diagonale de M? est I'une des relations R;!. Le domaine de M sera

souvent confondu avec M.

2. Le langage L associé a une structure M consiste en :

— un symbole de constante c; pour chaque constante ¢,

— un symbole de fonction f; d’arité n; pour chaque fonction ij,
— un symbole de relation R; d’arité n; pour chaque relation R

3. Une L-structure est une structure M dont le langage associé est L.

Notation. Un langage arbitraire sera noté

L ={(ci)ier, (fi)jes, (Ri)rex }-
Une L-structure sera notée
M = (M, (cMier, (f)jess (RYViek)
ou plus simplement §’il n’y a pas d’ambiguité
M = (M, (¢i)ier; (fj)jes, (Ri)rex)-

Dans ces notations, 1’égalité sera le plus souvent omise.



Exemple 1.2.

1. (N, 0,+) et (Z, 0, +) sont des structures ayant le méme langage associé L = {0, +}
qui est constitué d’un symbole de constante 0, d'un symbole + de fonction binaire
et d’un symbole de relation = pour ’égalité.

2. Le langage des ordres L,.q = {<} ne contient que deux relations binaires = et
<. Les structures (Z, <) et (Q, <) sont des L,q4-structures.

3. Le langage des groupes L, = {1,-, 7'} contient une constante 1, une fonction
binaire -, une fonction unaire ~! et 1’égalité.

4. Le langage des anneaux Lg,, = {0,1,+, —, -} contient deux constantes 0 et 1,
trois fonctions binaires +, —, -, et ’égalité.

1.2 Sous-structures, plongements, isomorphismes

Fixons pour toute la suite un langage L = {(¢;)icr, (fj)jes: (Ri)kek }-
Définition 1.3. Soient M et N deux L-structures.

1. M est une sous-structure de N (noté M C V) si M C N et si cette inclusion
préserve les constantes, les fonctions et les relations, c’est-a-dire telle que :
— pour toute constante ¢ € L, cM = &V,
— pour toute fonction n-aire f € L et pour tout a € M, fM(a) = fV(a),
— pour toute relation n-aire R € L et pour tout a € M", a € RM ssi a € RV.

2. Un plongement de M dans N est une application o de M dans N qui préserve
les constantes, les fonctions et les relations, c’est-a-dire telle que :
— pour toute constante ¢ € L, o(cM) = ¢V,
— pour toute fonction n-aire f € L et pour tout a € M", o(fM(a)) = fN(o(a)),
— pour toute relation n-aire R € L et pour tout @ € M", a € RM ssi o(a) € RV.
Remarquons d’une part que I'image d’un plongement est une sous-structure et
que réciproquement M est une sous-structure de A/ ssi M C N et cette inclusion
est un plongement de M dans V.
Notons par ailleurs que comme le langage est toujours supposé égalitaire, un
plongement est toujours injectif.

3. Un isomorphisme de M dans A est un plongement surjectif. Un automor-
phisme de M est un isomorphisme de M sur lui-méme. On dénote M = N
pour M isomorphe a N.

Remarque 1.4.

1. Soit N une L-structure. On dira aussi qu’une partie M de N est une sous-
structure de N\ si M contient toutes les constantes et est close par toutes les
fonctions. Dans ce cas, on vérifie (exercice) que la structure ("induite sur M")

M = <M7 (C{v%(fjv )7<Rk‘mMnk)>

Jo|Mm

est une sous-structure, au sens précédent, de N.



2. Soit A une L-structure et A une partie de N. Il existe une plus petite sous-
structure de N contenant A, la sous-structure engendrée par A, qui est la cloture
de A et de I’ensemble des constantes de L par les fonctions de L.

3. Les notions de sous-structure et plongement dépendent du langage choisi. Par
exemple, N est une sous-structure de (Z, <) et de (Z, 0, +) mais pas de (Z, 0, +, —).

Exercice 1.5. Soit un corps K.

1. Remarquer que toute sous-structure de la structure (K,0,1,+,—,-) est un an-
neau.
2. Ajouter une fonction f au langage telle que toute sous-structure de (K,0,1,+, —, -, f)

soit un corps.

Exercice 1.6. Soit [ un ensemble totalement ordonné et (M;);c; une chaine de L-
structures (M; C M, pour tout ¢ < j). Alors la réunion M = U;c/M;, est munie
canoniquement d’une L-structure, notée M = U;c; M;, qui satisfait pour tout i € I,
M, C M.

Définition 1.7. Soient M et N deux L-structures.

1. Un isomorphisme partiel de M dans N est un isomorphisme d’une sous-
structure de M sur une sous-structure de A. (Remarque : tout plongement est
un isomorphisme partiel.)

2. On dira qu’'une famille non vide F d’isomorphismes partiels de M dans N est
un va-et-vient entre les structures M et N si pour tout o € F,
— pour tout m € M, il existe 7 € F prolongeant o tel que m € Dom(7) (VA),
— pour tout n € N, il existe 7 € F prolongeant o tel que n € Im(7) (VIENT).

3. On dira que M et N se correspondent par va-et-vient s’il existe un va-et-vient
entre ces structures.

Exemple 1.8. Deux ordres totaux denses sans extrémité se correspondent par va-et-
vient.

Soient (X, <) et(Y, <) deux ordres totaux denses sans extrémité. Soit F la famille
des isomorphismes entre des parties finies de X et Y. Cette famille est évidemment non
vide : pour tout x € X et y € Y, 'application qui & x associe y est un isomorphisme de
{z} sur {y}. Soit o un isomorphisme de A = {ay,...,a,} C X sur B = {by,...,b,} C Y.
On peut supposer que pour tout i, o(a;) = b; et que a; < as < ... < a,. Dans ce cas on
a aussi by < by < ... < b,. Montrons le VA (le VIENT est symétrique) : soit z € X \ A.
Alors ou bien x < a; et dans ce cas on prolonge ¢ en envoyant x sur un y < by, ou bien
a; < x < a;y1 et on prolonge o en envoyant z sur un y € Y tel que b; < y < b;11, ou
bien a, < x et on prolonge ¢ en envoyant x sur un y > b,.

Exemple 1.9. Deux corps algébriquement clos K; et K, de méme caractéristique et
de degré de transcendance infini se correspondent par va-et-vient.



Soit F la famille des isomorphismes entre des sous-corps finiment engendrés respec-
tivement de K7 et K. Comme K, et K5 ont méme caractéristique, F est non vide car
leurs corps premiers sont isomorphes.

Soit ¢ € F un isomorphisme de k; sur k;. Montrons le VA (le VIENT est symé-
trique) : soit a € K.

Ou bien a est algébrique sur k;. Soit P € k;i[X] sont polynéme minimal. Alors
@ = o(P) est un polynéme irréductible de ky[X|. Comme K> est algébriquement clos il
existe b € K5 qui a () pour polynéme minimal sur k. On obtient alors un isomorphisme
de ky(a) sur ko(b) qui prolonge ¢ en envoyant a sur b.

Ou bien a est transcendant sur k. Comme ks, est finiment engendré et K5 est de
degré de transcendance infini, il existe b € K, transcendant sur k;. Méme conclusion
que dans le cas précédent.

Remarque 1.10. Si deux structures M et N sont isomorphes alors il existe un va-et-
vient entre ces deux structures, celui réduit & cet isomorphisme.

Réciproquement :

Proposition 1.11. Deux structures dénombrables qui se correspondent par va-et-vient
sont isomorphes.

Démonstration. Soit F un va-et-vient entre deux structures dénombrables M et N.
On choisit une énumération (m;);cy de M et une énumération (n;);cy de N.

On définit alors par récurrence une suite croissante (o;);c,, d’isomorphismes partiels
dans F telle que pour tout i € N et pour tout j < i, m; € Dom(o;) et n; € Im(o;).
On choisit pour cela, n’importe quel élément de F pour oy. Supposons que o; € F
est choisi. Par va-et-vient, il existe 7 € F prolongeant o; tel que m; € Dom(r) et
n; € Im(7). On prend alors pour ;,1, 'isomorphisme partiel 7.

Soit 0 = U;eno;. Alors Dom(o) = M et Im(o) = N. Vérifions que o est un plonge-
ment :

— soit ¢ une constante de L. Alors

O'(CM) _ O_O(CDom(ao)) _ CIm(Uo) — CA[

— soient f une fonction n-aire de L, R une relation n-aire de L et a € M™. Alors il
existe un entier i tel que a € (Dom(c;))"™. On a donc

o(f*(@) = oi(fP (@) = [ (04(a)) = [N (o(a))

et a € RM ssi a € RP™() ssi o;(a) € R™) ssi o(a) € RV.
0

Exemple 1.12. Deux ordres totaux denses sans extrémité et dénombrables sont iso-
morphes.



1.3 Formules

Afin d’étudier des classes de structures et non pas une structure fixée telle que le
corps des nombres complexes, on définit en théorie des modéles un langage du premier
ordre & partir du langage de base vu précédemment. Ainsi on pourra exprimer certaines
propriétés et définir par exemple la classe ou la théorie des corps algébriquement clos.
On pourra aussi parler de certaines parties d’une classe de structures, les ensembles
définissables qui correspondront en particulier pour les corps algébriquement clos, aux
ensembles constructibles.

Nous avons précédemment fixé un langage L et nous allons de plus utiliser un
ensemble infini dénombrable de variables qui sont généralement notées x,y, z, ¢, x;, . ..
pour construire par induction les L-termes et ensuite les L-formules (du premier ordre) :

Définition 1.13.

1. On commence par définir I’ensemble des termes du langage L par I'induction

suivante :
— toutes les constantes de L et toutes les variables sont des L-termes,
— si f est une fonction n-aire de L et ¢y, ..., t, sont des termes, alors f(t1,...,t,)

est un terme.
2. On définit ensuite I'ensemble des formules de L par 'induction suivante :

— Les formules atomiques : si R est une relation n-aire de L et t,...,%, sont
des termes alors R(ty,...,t,) est une formule,

— Combinaisons booléennes (négation, conjonction, disjonction) : si ¢
et ¢ sont des formules alors —¢ (non ¢), (6 A1) (¢ et ¥) et (¢pV ) (¢ ou )
sont des formules,

— Quantifications universelle et existentielle : si ¢ est une formule et x est
une variable alors Vz¢ (pour tout z, ¢) et Jz¢ (il existe x, ¢) sont des
formules.

3. Variables liées, variables libres :

— si ¢ est une formule et x est une variable alors les occurrences de z dans
les formules Vz¢ et Jz¢ sont liées au quanteur (ou quantificateur) ¥V ou 3,
exceptées celles qui étaient liées auparavant dans la formule ¢,

— si ¢ est une formule et = est une variable alors les occurrences de x qui ne sont
liées & aucun quanteurs sont dites libres. En particulier toutes les occurrences
des variables d’une formule sans quanteur sont libres.

4. Un énoncé ou formule close est une formule dont toutes les (occurrences de)
variables sont liées.

Remarque. Une formule est un mot (fini) sur alphabet LU{x, y, z,t...}U{—, V, A, 3, V}U
{.. ()

Exemple 1.14. Les termes de L, sont les variables; les formules atomiques de L,
sont les égalités et les inégalités. Les formules suivantes sont des énoncés de L,.; qui
décriront, une fois interprétés, les ordres totaux :



1. Ve 2 <ux,
2. VaVy((z < yVy<z)Vae=y),
3. VaVyVe =((z <y ANy <z)A(z=xVz <))

Nous allons trés rapidement passer au sens ("naturel") que 'on donne a ces for-
mules dans une structure. Pour étre tout a fait rigoureux dans nos futurs définitions et
démonstrations par induction sur la construction des formules, il est nécessaire de vé-
rifier que la lecture des formules est unique. Nous laissons la vérification de ce résultat
syntaxique au lecteur :

Fait 1.15 (Lecture unique).

1. Chaque terme est, soit une variable, soit une constante, soit de la forme f(t1,...,t,)
ou [ est une fonction d’arité n et ti,...,t, sont des termes. Cette écriture est
uniquement déterminée.

2. Chaque formule est :

— soit atomique et de la forme R(ty,...,t,) ot R est une relation d’arité n et
ty,...,t, sont des termes,

— soit de la forme —¢ ou ¢ est une formule,

— soit de la forme (¢1 A ¢2) ou de la forme (o1 V ¢o) oti ¢y et ¢ sont deuz
formules,

— soit de la forme 3x¢p ou de la forme Vxp ot ¢ est une formule et x est une
variable.

Cette écriture est uniquement déterminée.

1.4 Satisfaction

Pour définir 'interprétation des termes et la satisfaction des formules dans une
structure, on considérera toujours un terme ¢ avec un choix de variables z = (x1, ..., z,)
tel que Z contiennent au moins toutes les variables ayant une occurrence dans ¢ et de
méme on considérera une formule ¢ avec un uple z de variables tel que toute variable
ayant une occurrence libre dans ¢ se trouve dans 'uple z. On utilisera alors les notations

t(z) et o(T).

Notation. Pour toute la suite du cours les notations z, y, ... désigneront des uples
finis de variables et les notations a, b, m ... désigneront des uples finis d’éléments.

Définition 1.16. Soit M une L-structure.

1. Soit t(Z) un terme et m = (my,...,m,) un uple d’éléments de M de méme
longueur que . On obtient un terme t(m), & parameétres m, en substituant m;
a toute occurrence de z; dans ¢t. On définit alors I'interprétation tM(m) € M
du terme ¢(m) par l'induction suivante :
— Dinterprétation d’une constante c est c™,



— l'interprétation d’'un paramétre m est m,
— linterprétation de f(tq,...,t,)(m) ou f est une fonction n-aire et ty,...,t,
sont des termes est f(ty,...,t,)M(m) = fMEM(m), ..., tM(m)).

2. De méme pour une formule ¢(Z), on obtient une formule ¢(m), & paramétres
m, en substituant m; a toute occurrence libre de x; dans ¢. On définit alors
la satisfaction de ¢(m) dans M, que 'on dénote M = ¢(m), par 'induction
suivante :

-~ M= R(ty,...,t,)(m) ssi (¢ (m),..., tM(m)) € RM,

M = =¢(m) ssit M F ¢(m),

- M= (91 A @) (m) ssi M |= ¢1(m) et M = ¢a(m),
M=
M

(01 V da)(m) sst M = ¢1(im) ou M |= ¢o(m),

= V¢ (x,m) ssi pour tout a € M, M = ¢(a,m),
-~ M E Jz¢ (z,m) ssi il existe a € M tel que M = ¢(a,m).

3. Si ¢(m) est satisfaite dans M (M |= ¢(m)), on dit également que ¢(m) est vraie
dans M, que M satisfait ¢(m) ou que m satisfait ¢(z) dans M.

4. Soient ¢(7) et 1(Z) deux formules. On dit que ¢(Z) implique (%) si pour toute
L-structure M et tout m € M, si M = ¢(m) alors M = 1p(m).
Les formules ¢(%) et 1(z) sont équivalentes si ¢(z) implique ¥ (Z) et ¥ ()
implique ¢().

Exercice 1.17. Toute formule est équivalente a4 une formule ne contenant ni le connec-
teur booléen V, ni le quanteur V.

On vérifie facilement que dans une conjonction ou une disjonction de plusieurs
formules, tout choix de parenthéses donne une formule équivalente. On supprimera
donc en général les parenthéses superflues.

Par la suite, nous utiliserons les abréviations suivantes :

~ ¢ — ¥ pour —¢p V1,

¢ pour (¢ — ) A (b — ¢).

Exercice 1.18. Deux formules ¢(z) et ¢ (z) sont équivalentes si et seulement toute
L-structure satisfait Vz(o(z) < ().

Exercice 1.19. Toute formule est équivalente & une formule prénexe, c¢’est-a-dire a
une formule de la forme Qx1Qsx5 ... Q,x,¢ ol les (); sont des quanteurs et ¢ est une
formule sans quanteur.

Maintenant que nous avons défini les formules, nous pouvons parler des structures
vérifiant les mémes énoncés. Dans le paragraphe Théories nous parlerons plus préci-
sément de classes de structures vérifiant certains énoncés.

Définition 1.20. Deux L-structures M et N sont élémentairement équivalentes
(noté M = N) si elles satisfont les mémes énoncés.

Exemple 1.21.



1. (Z,+) = (2Z,+) car ces deux structures sont isomorphes (voir Cor 1.24).
2. (Q,4+) = (R, +). (Cf plus loin, théorie des groupes abéliens divisibles sans tor-
sion).
3. (Z,+) £(Q,+) car VxIy x = y + y est satisfaite dans Q mais pas dans Z.
Exercice 1.22. Si M est une L-structure finie et N’ = M alors |N| = |[M|.

La méthode de va-et-vient sera souvent utilisée pour montrer que deux structures
sont élémentairement équivalentes :

Proposition 1.23. Si F est un va-et-vient entre deuz structures M et N alors pour
tout o € F, tout m € (Dom(o))" (ici n peut-étre nul) et toute formule ¢(z),

M = ¢(m) ssi N |= ¢(o(m)).
En particulier, M = N

Démonstration. Commencons par remarquer qu’un isomorphisme partiel préserve les
formules atomiques. Soit o un isomorphisme partiel de M dans N. Montrons par
induction, que pour tout terme #(z) et tout m € (Dom(c))", t*(m) € Dom(o) et
a(tM(m)) = tN(o(m)). Pour les constantes et les variables, c’est évident car Dom(o)
est une sous-structure de M et o est un isomorphisme de Dom(c) sur la sous-structure
Im(o) de N. Sit(x) est le terme f(¢1,...,t,) ou f est une fonction n-aire et t1(Z), . .., t,(T)
sont des termes pour lesquels le résultat est vrai. Alors fM(t(m),..., tM(m)) €
Dom(o) car Dom(o) est une sous-structure de M. De plus

o(t™(m)) = o (fM(E (m), ..., 5" (m)) = (ot (m),...,a(ty" (m)))
car ¢ est un isomorphisme partiel. Par hypothése d’induction, on obtient

o(t"(m)) = [N (& (o(m), ...t} (a(m))) = ¥ (a(m)).

n

On en déduit qu’un isomorphisme partiel préserve les formules atomiques et, par com-
binaisons booléennes, toutes les formules sans quanteur.

Nous montrons maintenant le résultat par induction sur la construction des formules
pour tous les éléments de F. Si le résultat est vrai pour deux formules, il est évidemment
vrai pour toute combinaison booléenne de ces formules. Il suffit donc de vérifier que
si le résultat est vrai pour ¢(z,y) il est encore vrai pour Jz¢(x,y). Soit 0 € F et
m € (Dom(o))™. Si M | Jzg(x,m) alors il existe a € M tel que M |= ¢(a,m). Par
VA, il existe 7 € F prolongeant o tel que a € Dom(7). Par hypothése d’induction,
N E ¢(r(a), 7(m)) donc N = Jxg(z,0(m)). Si N | Jzé(x,0(m)), on fait de méme
avec le VIENT. O

Corollaire 1.24. Deux structures isomorphes sont élémentairement équivalentes.

Exercice 1.25. Montrer que deux ordres totaux denses sans extrémité sont élémen-
tairement équivalents. En particulier (Q, <) = (R, <).

Exercice 1.26. Donner un exemple de structures M et N tel que M est une sous-
structure de ' mais n’est pas élémentairement équivalente a .



1.5 Ensembles définissables

Avec notre langage nous pourrons aussi étudier les parties définies par des formules
dans une structure :

Définition 1.27. Soit M une L-structure. Une partie D de M" est un ensemble
définissable dans M si il existe une formule ¢(Z,y) et des paramétres b dans M tels
que

D={aecM": M ¢a,b)}.

On dit alors que D est définissable avec des paramétres dans B ou est défini par une
formule & paramétres dans B si b C B. Si de plus D est défini par une formule atomique,
on dit que D est un ensemble définissable atomique.

On note Def(M) la famille des ensembles définissables de M.

Exemple 1.28. Dans un groupe (G, 1,-, 1), le centralisateur C' de G est définie par
() ==Yy xy = yx. Soit Y (x,y) := (zy = yz). Pour tout a € G, le centralisateur de
a, C(a), est définie par ¢(x,a).

Exercice 1.29. Montrer que I’ensemble des nombres premiers est une partie définissa-
ble dans la structure (N, ). A-t-on besoin de paramétres ?

Exercice 1.30. Montrer que l'ordre sur R est définissable sans paramétre dans la
structure (R, +, -).
Exercice 1.31. La famille Def(M) est close par

1. combinaisons booléennes finies : si A, B € Def(M), le complémentaire de A,
I'union et 'intersection de A et B sont dans Def(M),

2. produits cartésiens : si A, B € X, A x B € Def(M),

3. projections : si A est une partie définissable de M™™™ alors la projection de A
sur M" est définissable,

4. spécialisations : si A est une partie définissable de M"™t™ et si b € M™ alors
Ab) :={a € M": (a,b) € A} € Def(M),

5. permutations des coordonnées : si A est une partie définissable de M"™ et o une
permutation de {1,...,n} alors

o(A) = {(ac), -+ om) = (a1,...,a,) € A} € Def(M).

La famille Def(M) est en fait la plus petite famille de parties de U,,~oM™, contenant
les ensembles définissables atomiques et étant close par combinaisons booléennes finies,
produits cartésiens et projections.
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Exemple 1.32. Soit A un corps commutatif considéré dans le langage L. La famille
des ensembles atomiques de K est formée des parties définies par des équations polyno-
miales. Si on clot par intersections finis, on obtient alors les fermés de Zariski. Alors
si on clot par combinaisons booléennes finies, on obtient les ensembles construc-
tibles. Ce n’est pas en général clos par projection. Par contre c’est le cas si K est un
corps algébriquement clos (Théoréme de Chevalley). Ce résultat correspond, d’un point
de vue modéle théorique, a 1’élimination des quanteurs dans les corps algébriquement
clos (cf suite du cours). Les ensembles définissables d’un corps algébriquement clos sont
donc exactement les ensembles constructibles.

Proposition 1.33. Soient M et N deuz L-structures. Supposons que M est fini. Alors
M=N ssi M= N.

Démonstration. Soit n le cardinal de M et (ay,...,a,) une énumération de M. Re-
marquons qu’il y a un nombre fini de parties de M™ car M est fini. Soit (D;);c; une
énumération des parties de M"™ contenant a et définissables dans M sans paramétre.
Notons pour tout ¢ € I, une formule ¢;(Z) définissant D;. Soit ¢(z) la conjonction de
cet ensemble fini de formules. Alors M = ¢(a), donc M = 37¢(z). Comme N = M,
N |= 32¢(). Soit donc b € N™ tel que N |= ¢(b).

Notons o ’application de M dans N qui & ay associe b,. Nous allons vérifier que o
est un isomorphisme. Remarquons tout d’abord que o est bijective. En effet il existe
un ensemble définissable D;, qui dit que les a; sont distincts. Par conséquents les by
sont disctincts et comme N a méme cardinal que M (voir exercice), N = {by,..., by}

Vérifions que o est un plongement :

1. soit ¢ une constante de L. Alors il existe k € {1,...,n} tel que ™ = a;. Soit D,
la partie de M™ définie par la formule z;, = c. Il existe ¢ € I tel que D. = D;.
Donc M |=Vz (¢4(%) < 23, = ¢). D’out ¢V = by

2. soient f une fonction r-aire et m = (my,...,m,) € M". Soit mg := f™(m). Pour
tout j € {0,...,7}, soit k; € {1,...,n} tel que m; = ax,. On considére alors
Dy la partie de M™ définie par la formule f(xy,,..., 2k, ) = x,. On en déduit
que o(mo) = fN(a(m)).

3. soient R une relation r-aire et m = (myq,...,m,) € M". Pour tout j € {1,...,r},
soit k; € {1,...,n} tel que m; = a;,. On considére alors la partie D ; de M"
définie par R(zy,,...,z,) si M | RM(m), la partie D_g; de M™ définie par
—R(xp,, ..., 21 ) sinon. On en déduit que M = RM(m) ssi N |= RV (o(m)).

U

1.6 Théories

Définition 1.34. Soit X un ensemble d’énoncés.

1. Une L-structure M est un modéle de ¥ (noté M = X) si tout énoncé de X est
satisfait par M.
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2. On dit que X est consistant si > a un modéle.

Un énoncé ¢ est une conséquence de 3 (noté 3 - ¢) si tout modéle de ¥ satisfait
0.
Une théorie T est un ensemble consistant d’énoncés contenant toutes ses consé-

quences. Si T' correspond & ’ensemble des conséquences de X, on dit que X est
un ensemble d’axiomes pour 7' ou une axiomatisation de 7.

. Une théorie T est compléte si elle est maximale pour I'inclusion, ce qui signifie

que pour toute formule ¢, ¢ € T ou —¢ € T.

En général si une théorie T est axiomatisée par Y, on confond 7" et . En parti-
culier on dira que X est complet si pour tout énoncé ¢, >+ ¢ ou X - —¢.

Si M est une L-structure, on note Th(M) la théorie constituée de I’ensemble des
énoncés vrais dans M. Cette théorie est évidemment compléte.

Remarque 1.35.

1.
2.

3.

Deux théories complétes qui ont un modéle commun sont égales.

Deux modéles M et N sont élémentairement équivalents ssi Th(M) = Th(N)
ssi M et N sont modéles d’une méme théorie compléte.

Une théorie est compléte si ses modéles sont tous élémentairement équivalents.

Exercice 1.36. Soit 7" une théorie compléte.

1.
2.

Si T a un modéle fini M, alors tous ses modéles sont isomorphes & M.

Si T aun modele infini, alors tous ses modéles sont infinis. (Nous verrons plus loin
que, contrairement au cas fini, une structure infinie ne peut pas étre déterminée
par sa théorie.)

Exemple 1.37.

1.

2.

3.

Théorie des ensembles infinis dans le langage réduit a ’égalité :
— dzyxe..xy Nigj (x; # x;), pour tout n > 0.

Théorie des ordres totaux :

- Vr -z <ux,

- VaVy((z <yVy<z)Vz=y),

~ VaVyVz (z <y Ay < z) — (z < 2).

Cette théorie n’est pas compléte. Par exemple (N, <) et (Z, <) sont des modéles
de cette théorie qui ne sont pas élémentairement équivalents. Le premier satisfait
I’énoncé JxVy—(y < x) alors que le second non.

Théorie des ordres totaux denses sans extrémité :
— théorie des ordres totaux,

— VaVy (x < y) — (Fz(x < 2 < y)),

— Vady3dz (y < x < 2).

Cette théorie est compléte. (Voir exo 1.25.)
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4. La théorie des corps commutatifs n’est pas compléte, elle a des modéles finis et
infinis. La théorie des corps commutatifs de caractéristique 0 n’est pas non plus
compléte. La formule Jz(2? = —1) est vraie dans C mais pas dans R.

5. Théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p fixé :
— théorie des corps commutatifs,
- 1+---+1=0sip>0;1+4+---4+1+#0, pour tout n > 0, si p=0.
—— ——
p n
~ VYo Vyn(yn # 0 — D7 ypa’ = 0), pour tout n > 0.
Cette théorie est compléte. (Voir exo 2.18 ou exemple 2.21.)

6. Théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion non triviaux dans L = {0, +, —} :
— théorie des groupes abéliens,
- do #0,
— VYzdy ny = z, pour tout n > 0,
— Vz(x =0V nzx #0), pour tout n > 0.
Cette théorie est compléte. (Voir exemple 2.21)

Exercice 1.38. Soit L le langage réduit a une relation binaire F (et 'égalité).

1. Donner une axiomatisation (dans ce langage) de la théorie de la relation d’équi-
valence a deux classes infinies.

2. Donner une axiomatisation de la théorie de la relation d’équivalence & une infinité
de classes toutes infinies.

1.7 Extensions élémentaires

Définition 1.39.

1. Un plongement o de M dans N est élémentaire si pour toute formule ¢(z) et
tout m € M",

M = o(m) ssi N = ¢(a(m)).

2. M est une sous-structure élémentaire de N (notée M < N) si M est une
sous-structure de N telle que pour toute formule ¢(Z) et tout m € M™,

M = ¢(m) ssi N = o(m).

3. Un isomorphisme partiel o de M dans N est élémentaire si pour toute formule
é(z1, ..., ) et tout m € dom(o)™.

M = o(m) ssi N = ¢(a(m)).

Notation. Pour M une L-structure et A un ensemble de paramétres dans M, on
note Th(M, A) 'ensemble des énoncés a paramétres dans A qui sont vrais dans M,
c’est-a-dire la théorie de la L U {a : a € A}-structure (M, L,a : a € A).
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Exercice 1.40. Soit M une sous-structure de N . Les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

1. M<N,
2. Th(M, M) = Th(N, M),
3. l'inclusion M — N est un plongement élémentaire.

On appelle Th(M, M) le diagramme élémentaire de M.

Remarque 1.41.
— Un isomorphisme est élémentaire (Rem 1.10 et prop 1.23).
— Si M est une sous-structure élémentaire de A alors M = N. (De méme, si M
se plonge élémentairement dans A/, alors M = N.)
— La réciproque est fausse : une sous-structure élémentairement équivalente n’est
pas nécessairement élémentaire. (Z, +) = (27, +) mais (2Z,+) 4 (Z,+).

Exercice 1.42. Soient M; C My C Ms.
- Si M; < My et My < Mj alors M < Msj.
- Si M; < M3 et My < Mj alors M; < M.
— Trouver un exemple tel que M; < My et M; < M3 mais My £ Ms.

Exercice 1.43. Soit / un ensemble totalement ordonné et (M;);c; une chaine élé-
mentaire de L-structures (M; < M;, pour tout i < j). Alors pour tout i € I,
Mi =< UieIMi-

Voici un critére utile pour vérifier qu'une sous-structure est élémentaire. Ce critére
n’utilise que la satisfaction dans la grande structure :

Proposition 1.44 (Test de Tarski). Soit M une sous-structure de N'. Alors M < N
si et seulement si pour toute formule ¢(x,y) et tout m € M™, si N' |= Jxg(x,m) alors
il existe mg € M tel que N |= ¢(mg, m).

Démonstration. Si M < N et N = xp(x, m). Alors M = Jzg(x,m). Donc il existe
mo € M tel que M = ¢(mg,m). Alors N = ¢(mg, m).

Réciproquement si M C N satisfont le critére de Tarski. On montre par induction
sur les formules que pour toute formule ¢(z) et tout m € M", M = ¢(m) ssi N |
¢(m). Le résultat est évidemment vérifié pour les formules atomiques car M est une
sous-structure de N. Si le résultat est vrai pour ¢; et ¢, il est facile de voir qu’il est
encore vrai pour les combinaisons booléennes de ¢; et ¢,. Il suffit donc de montrer
que si le résultat est vrai pour ¢(z,y) il est encore vrai pour Jzx¢(x,y). Soit m € M™.
Si M | Jz¢(x,m) alors il existe my € M tel que M = ¢(mg, m). Par hypothése de
récurrence, alors N |= ¢(mg,m) et donc N' | Jxgp(z,m). Si N | Jxg(x, m). Alors
par le critére de Tarski, il existe mg € M tel que N = ¢(mg, m). Par hypothése de
récurrence, M = ¢(mg, m) et donc M = Jzp(x, m). O
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Corollaire 1.45 (Théoréme de Léwenheim-Skolem Descendant). Soient N une
L-structure infinie, A un ensemble de paramétres dans N, et k un cardinal infini tel
que max(|4|, |L]) < k& < |N|. Alors il y a une sous-structure élémentaire M < N
contenant A et de cardinal k.

Démonstration. On peut supposer que |A| = k. On construit par récurrence une chaine
(M,);e., de sous-structures de N telle que M, contient A, telle que pour tout i € w,
|M;| = k et telle que pour toute formule ¢(z,7) et m; € M, si N' = Jzp(x, m;) alors
il existe m; 1 € M, tel que N = ¢(myy1, my).

Soit M la sous-structure de N engendrée par A. Cette sous-structure est de car-
dinal  car |L| < k = |A|. Si M; est construit, alors pour toute formule ¢(x,7) (il y
en a max(|L|,Np)) et tout paramétre m € M tel que N' |= Jxp(x,m) (il y en a au
plus ), on choisit ny; € N tel que N = ¢(ngm, m). On définit alors M, comme la
sous-structure engendrée par M; et les ngy ;. Cette sous-structure est évidemment de
cardinal x et vérifie I’hypothése de récurrence.

Soit M := U, M,. Alors M est une sous-structure de N de cardinal x qui de plus
vérifie le test de Tarski. C’est donc une sous-structure élémentaire de N . O

Revenons aux ensembles définissables pour terminer ce chapitre :

Définition 1.46. Si M est une sous-structure élémentaire de ' et D C M" est un
ensemble définissable dans M, alors D a une extension canonique en un ensemble
D’ C N™ définissable dans N, tel que D' N M™ = D : si D est défini par une formule
o(z,b) (b C M) alors D' := {a € N" : N |= ¢(a,b)}. En pratique on confondra D’ avec
D.

Exercice 1.47. Vérifier que D’ ne dépend pas du choix de ¢ pour D.

Exercice 1.48. Soient M C N. Le test de Tarski est équivalent & pour toute partie
non vide définissable D C N & paramétres dans M, D N M # ().



