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Les notes du cours sont autorisées. Le sujet comporte trois exercices indépendants
sur deux pages recto-verso.

Exercice 1. Soit le langage L = {R} ou R est une relation binaire. On appelle
graphe une L-structure satisfaisant les deux axiomes suivants :
— Vo =R(z,z) (Antireflexivité),
— VaVy R(x,y) < R(y,z) (Symétrie).
(a) Soit G un graphe fini.
Montrer qu’il existe un graphe fini H contenant GG ayant la propriété suivante :
pour toute partie X de G, il existe h € H tel que

X={geG:HER(@h)

(b) Considérons ’ensemble ¥ des énoncés suivants :
— Vx =R(z,z),

B VxVy R(ZL‘,y) A R(y,f),

— pour chaque n, m > 0,

V.. Ve, Yyi..Yymn (/\ x; # yj> — dz (/\ R(z,z;) A /\ﬂR(z,yj)> .

i\ j j
Montrer que ¥ est consistant. (Indication : en utilisant (a), on pourra construire
un modéle de X a 'aide d’une chaine de graphes finis).
(c) Soit T' la théorie axiomatisée par X.
Montrer que tout modéle de 7" est infini.
(d) Montrer que T est w-catégorique.

(e) Soit I' le modéle dénombrable de T. (Ce graphe s’appelle le graphe aléa-
toire.)

-i- Montrer que I' est homogeéne ; c’est-a-dire que tout isomorphisme partiel
de I' entre deux sous-graphes finis se prolonge en un automorphisme de
I.

-ii- Montrer que I' est universel; c’est-a-dire que tout graphe fini est iso-
morphe & un sous-graphe de I'.

-iii- Montrer que tout graphe homogéne et universel est modele de 7.

(f) Montrer que T est instable.



Exercice 2. Soient M une L-structure fortement minimale et ¢(Z,y) une formule
de L sans parameétres tel que T = (z1,...,z,) et ¥ = (y1, ..., yi)-
Le but de I'exercice est de montrer que pour tout entier £ > 0, I’ensemble

{be M': RM(¢(z,b)) = k}
est définissable.
Fixons un entier £ tel que 0 < k£ < n.
(a) Soit O(x1,.., g, ¥) une formule sans paramétres.
-i- Soit b € M.
7 7 k

Montrer que RM(6(x1, ..., 2, b)) = k si et seulement si 0(z1, ..., x, b) € p
ot p* est I'unique type de rang de Morley k& dans Sy (M).

-ii- En déduire que 'ensemble {b € M' : RM(6(x1, ..., 21,b)) = k} est définissa-
ble.

(b)  -i- Soit b € M tel que RM(¢p(xq, ..., 2, b)) > k.
Montrer qu’il existe 1 < iy < iy < ... < i,_1 < n tel que

RM (3, 34, 35, d(21, oy 0, D)) = k.

-ii- En déduire que 'ensemble {b € M!: RM(¢(Z,b)) > k} est définissable.

(c) Conclure.

Exercice 3. Soit T la théorie de la relation d’équivalence E qui a, pour chaque
entier n > 0, une et une seule classe de cardinal n.

(a) Montrer que T est compléte. (Indication : montrer qu’entre deux modéles
w-saturés de T, il existe toujours un va-et-vient.)

(b) La théorie T élimine-t-elle les quantificateurs? (Justifiez votre réponse.)

(¢) Soit M un modéle w-saturée de 7. Montrer que ’ensemble
X ={be M:RM(E(x,b)) = 0}

n’est pas définissable. (On pourra tout d’abord vérifier que X = acl(().)



