CM 2 : Lintégration convexe
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Un probleme introductif

Probléeme.— Soit

fo: [0,1] — RS
t +— (0,0,1)

I'application linéaire envoyant le segment [0, 1] verticalement dans R2.
1
On cherche f : [0,1] <5 R3 telle que

i) Yite[0,1], |cos(F(t),es)| < e
i) NIf —follo < 6

oue > 0etd > 0sontdonnés.
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Un exemple introductif

Limage de fy est le segment vertical (vert), la solution f est I'hélice (rouge).
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Un exemple introductif

Solution.— On considére I'nélice
f: [0,1] — R3

o cos 2w Nt
t — dsin 2Nt

t

ou N € N* est le nombre de boucle. On a

<L e > _ ;

171" =%~ VA + 4n2N252

et par conséquent, si N est suffisamment grand, f satisfait aux
conditions 7 et ii.
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Un exemple introductif

Reformulation.— La condition (/) signifie que 'image de f’ est incluse
dans le cone :

R = {veR3\{O}|‘ )| < e} U0}

Par extension, le cone R est appelé la relation differentielle du
probléme.
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Un exemple introductif

La CO-proximité exprimée par la condition (/i) s’obtient comme
conséquence d’une propriété géométrique de la dérivée de f. En effet,
'image de f’ est un cercle inclus dans le cone et dont le centre est
l'image de I'application constante f). Par conséquent, la moyenne de f’
pour chaque boucle de f est f(t) :

1

Tong(i //k F(u)ou = £(t)

ou lx = [K, K1) est la préimage d’une boucle par f. Aprés intégration,
les deux applications obtenues seront donc proches I'une de l'autre.
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La question fondamentale de I'intégration convexe

Question Fondamentale de I'lIC (QFIC).— Soient R ¢ R3 un
sous-ensemble connexe par arcs (=la relation différentielle) et

fo : [0, 1] ' R3 une application telle que
vt e [0,1], fy(t) € IntConv(R)

ou IntConv(R) désigne l'intérieur de I'enveloppe convexe de R.
1
Existe-t-il f : [0,1] -5 R3 telle que :

i) vtel[0,1], f(t)eR
i) If = fllgo < 6

ou d§ > 0 estdonnée?
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La question fondamentale de I'intégration convexe

Idée.— Construire f tel que f' se comporte comme suggéré dans le
dessin :
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Deux exemples introductifs

S Tu

u

Afin de construire formellement une solution f au probléme, on choisit
une famille continue (yu)ye [0,1] de lacets R :
w: S'=R/Z — R
S — Yu(S)
telle que
vue [0,1], /[ ()05 = (0

)

i.e la moyenne 7, du lacet -, est fj(u).



Le procéde de corrugation de Theilliere

On définit alors f par la formule :

1 Nt _
()= 60+ [ ((t9)~70) ds
0
ou
|
7= [t
Définition.— On dit alors que f est obtenu a partir de f par procédé

de corrugation (de Theilliere). On note f = CP(fy,~, N).
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Le procédé de corrugation de Theilliere

f(w):=vu({Nuj)

u

Proposition.— Soit f = CP(fy,,N). On a

)|f—follco = O (N)
i) (t) = y({Nt},t) + O (%/)
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Démonstration de la proposition
e Pointi):Ona

Nt
(0 -h(0) = 3 [ Ots)=7(0) ds

1 Nt
— 5/ s -5 s
LNt
car, par 1-périodicité,

k+1
/k (v(t, 8) — 5(t)) ds = 0.
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Démonstration de la proposition
e Pointi):Ona

Nt
f(t) —fo(t) = 1N/o (v(t,s) — 5(t)) ds
1 Nt
= 1/, 09 -3 6s
car, par 1-périodicité,
k+1
/k (v(t,s) — A(t)) ds = 0.
Ainsi
N

1 Nt B B 1
110~ (01 < [ 1(t.9) - 50105 =0 ()

par compacité.



Démonstration de la proposition

e Point ii) : En dérivant I'expression de f on obtient

1 Mo
FO) = L) +A(NCO =30+ | 5 (0(1:8) =7(D)) ds
1 Mo .
= (NLE)+ LNua—t(’y(t,S)—v(t)) ds

d’ou

F(t) = fi(t) + O <1N> .
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Résolution de la QFIC

Corollaire QFIC.— Soient fy : | — R" et R C R" un ouvert connexe par
arcs. S’il existe v : | x R/Z — R de classe C> telle que

1
vuel, fé(u):/ ~u(s)ds
0

alors f = CP(fy,~, N) satisfait aux deux points de la QFIC :

)vte [0,1], f(t)eR
i) |f —folleo < O(F)

i.e. f est une solution a la QFIC.
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Lien avec les corrugations de Thurston

e Soit f : R/Z — C une immersion. Choisissons la famille de lacets v,
Suivante

Yu(S)

fo(u) + 4rm (— cos(4ms)to(u) + cos(2ms)ng(u))
ou

to(u) = H;ZE—Z;” et ng(u) = itp(u).
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Lien avec les corrugations de Thurston

e Soit f : R/Z — C une immersion. Choisissons la famille de lacets v,
Suivante

Yu(S) = fo(u) + 4rm (— cos(4ms)to(u) + cos(2ms)ng(u))

ou

to(u):H;ZEZ;H et no(u) = ito(u).

e |l est immédiat de vérifier que

1
S = /O Yu(8)ds = B(u).
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Lien avec les corrugations de Thurston

e Soit f : R/Z — C une immersion. Choisissons la famille de lacets v,
Suivante

Yu(S) = fo(u) + 4rm (— cos(4ms)to(u) + cos(2ms)ng(u))

ou ()
— _0 —
to(U) = ||f6(U)H et no(U) = Ito(U).

e |l est immédiat de vérifier que

1
S = /O Yu(8)ds = B(u).

Lemme (ou I'on retrouve les corrugations de Thurston). —Avec un
tel choix pour la famille de lacets ~,, on a

CP(fo, . N) = (1) + 18- (NOto(1)
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Lien avec les corrugations de Thurston

Démonstration. — Rappelons que

CP(h.71.N) = hlt) + 3 [ "ot -7 o
Puisque 4; = fj(t), on a
v(t, 8) — 5t = 4rm (— cos(4mS)to(t) + cos(2ms)ng(t))
et

_sin(47s)

Nt
/ V(t,S)—Fids = 4rr to(1) + no(1)
0 27T

= —rsin(4nNbHto(t) + 2irsin(2rNE)ng(t)
= 8, (NDto(D)
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Corrugation versus Intégration Convexe

William Thurston et Mikhail Gromov

Lintégration convexe fait apparaitre un facteur N1I qui permet de

contréler la C° proximité a f, de I'application CP(fy,~, N) au moyen du
nombre de corrugations.
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Corrugation versus Intégration Convexe

William Thurston et Mikhail Gromov

Cette CO-proximité permet & la théorie de I'intégration convexe un
champ d’applications trés vaste qui échappe a la théorie des
corrugations de Thurston.

Vincent Borrelli Institut Camille Jordan - Lyon 1



Retour au théoréme de Whitney-Graustein

Objectif.— Résoudre le probleme de la classification des immersions
dans le cadre de la théorie de I'intégration convexe, c’est-a-dire en le
formulant a la fagcon de la QFIC en faisant apparaitre une relation
différentielle ainsi qu’une propriété de convexité.
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

Objectif.— Résoudre le probleme de la classification des immersions
dans le cadre de la théorie de I'intégration convexe, c’est-a-dire en le
formulant a la fagcon de la QFIC en faisant apparaitre une relation
différentielle ainsi qu’une propriété de convexité.

e Soit f : [0,1] — C une application. Cette application est une
immersion si sa dérivée ne s’annule jamais i. e.

vte[0,1], F(t) % (0,0).
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

Objectif.— Résoudre le probleme de la classification des immersions
dans le cadre de la théorie de I'intégration convexe, c’est-a-dire en le
formulant a la fagcon de la QFIC en faisant apparaitre une relation
différentielle ainsi qu’une propriété de convexité.

e Soit f : [0,1] — C une application. Cette application est une
immersion si sa dérivée ne s’annule jamais i. e.

vte[0,1], F(t) % (0,0).

e Soit R = C*. Lapplication f est donc une immersion si

vte[0,1], f(t)eR.

On dit que R est la relation différentielle des immersions de [0, 1]
dans C.
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

e Soit fy une application singuliére, c’est-a-dire pour laquelle il existe
t € [0,1] telle que fy(t) = (0, 0) Puisque (0,0) € Conv(R), on a

vt € [0,1], fy(t) € Conv(R).
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

e Soit fy une application singuliére, c’est-a-dire pour laquelle il existe
t € [0,1] telle que fy(t) = (0, 0) Puisque (0,0) € Conv(R), on a

vt € [0,1], fy(t) € Conv(R).
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

e On peut appliquer le processus de corrugation pour résoudre R,
c’est-a-dire pour construire a partir de fy une immersion

f = CP(fo,, N).
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

e On peut appliquer le processus de corrugation pour résoudre R,
c’est-a-dire pour construire a partir de fy une immersion

f = CP(fo,, N).

¢ Reste cependant a choisir la famille de lacets ~...
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

Lemme fondamental de I'intégration convexe. — Soient R ouverte
etconnexe et z : [0,1] — R, alors il existe une famille continue de
lacets (yu)uepo,1] de R telle que

Vue [0,1], z(u)= /1 Yu(S)ds.
0
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

Lemme fondamental de I'intégration convexe. — Soient R ouverte

et connexe etz : [0,1] — R, alors il existe une famille continue de
lacets (yu)uepo,1] de R telle que

Vue [0,1], z(u)= /1 Yu(S)ds.
0

e Ce lemme est rassurant puisqu’il garantit I'existence de la famille de
lacets ~.
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

Lemme fondamental de I'intégration convexe. — Soient R ouverte
etconnexe et z : [0,1] — R, alors il existe une famille continue de
lacets (yu)uepo,1] de R telle que

Vue [0,1], z(u)= /1 Yu(S)ds.
0

e Ce lemme est rassurant puisqu’il garantit I'existence de la famille de
lacets ~.

e Mais si I'on désire une construction explicite, ce lemme n’est
d’aucune aide.
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

e Lapplication fy étant donnée, I'idée naturelle est de choisir la famille
de lacets associée aux corrugations de Thurston

Yu(8) = fy(u) + 4rr (— cos(4ns)to(u) + cos(2ws)ng(u))
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein

e L'application fy étant donnée, I'idée naturelle est de choisir la famille
de lacets associée aux corrugations de Thurston

Yu(8) = fy(u) + 4rr (— cos(4ns)to(u) + cos(2ws)ng(u))
o Cette famille satisfait aux deux conditions du corollaire QFIC
a)v(u,t) € [0,1] xR/Z, ~,(t) e R=C*
b)vu e [0,1], /01 Yu(8)ds = B(u)
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Retour au théoréme de Whitney-Graustein
e L'application fy étant donnée, I'idée naturelle est de choisir la famille
de lacets associée aux corrugations de Thurston
Yu(8) = f(u) + 4rm (— cos(4nS)to(U) + cos(2ws)ng(u))
o Cette famille satisfait aux deux conditions du corollaire QFIC
a)v(u,t) € [0,1] xR/Z, ~,(t) e R=C*
b) vu e [0.1], Atwwyxz%w)

e En effet, le point a) signifie que ||v,(t)|| > O et ceci a été
abondamment vérifié au CM 1. Quant au point b) il est immédiat car
I3 84(s)ds = 0.
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Solutions formelles

e Il y a pourtant un sérieux probleme dans la définition de la famille -,
Yu(8) = fy(u) + 4rm (— cos(4ns)to(u) + cos(2ws)ng(u))

ou 0
= —0 u = i
to(u) = @l et no(u) = ito(u).
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Solutions formelles

e Il y a pourtant un sérieux probléme dans la définition de la famille ~,

Yu(8) = fy(u) + 4rm (— cos(4ns)to(u) + cos(2ws)ng(u))

ou 0
= 70 U = j
to(u) = @l et no(u) = itg(u).

La famille de lacets n’est pas définie aux seuls points ot on en a
vraiment besoin !

e En effet, aux points u € [0, 1] ou f; est singuliére la dérivée fj(u)
s’annule et les vecteurs ty(u) et ng(u) ne sont pas définis.
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Solutions formelles

e Pour contourner ce probléme, on introduit une donnée
supplémentaire : le choix d’'une application (au moins continue)

v:[0,1] =R
et on remplace to(u) et ng(u) par

v
V()]

On note encore ~, la famille de lacets qui en résulte

<

vi(u) et nq(u) = ivqi(u).

Yu(8) = fy(u) + 4rr (— cos(4ns)Vq(u) + cos(2ms)nq(u)).
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Solutions formelles
Lemme.— Si r est choisi suffisamment grand alors la famille de lacets

Yu(8) = fo(u) + 4rm (— cos(4ns)v1(u) + cos(2rs)nq(u))
satisfait aux deux conditions du corollaire QFIC
a)v(u,t) € [0,1] xR/Z, ~u(t)e R=C*

1
b)Vu € [0,1] /yu(s)ds:fé(u)
0
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Solutions formelles
Lemme.— Si r est choisi suffisamment grand alors la famille de lacets

Yu(S) = fy(U) + 4rm (— cos(4ns)vq(U) + cos(2ms)ny(u))
satisfait aux deux conditions du corollaire QFIC
a)v(u,t) € [0,1] xR/Z, ~u(t)e R=C*

1
b)Vu € [0,1] /7u(s)ds:f6(u)
0

Démonstration.— Le point b) estimmédiat. Pour a) puisque
vu(8) = fi(u) + 8.(s)vi(u) et [8.(s)|>VTrr

on déduit que
u($)ll = V7rr - |Ifgllco > 0

si r est choisi suffisamment grand. O
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Solutions formelles

Définition.— Le couple (f, v) ou v : [0,1] — R est appelé une
solution formelle de R.
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Solutions formelles

Définition.— Le couple (f, v) ou v : [0,1] — R est appelé une
solution formelle de R.

e Au bilan, le processus de corrugation associe a toute solution
formelle (fy, v) de R une véritable solution

f= CP(fo,7,N)

c’est-a-dire une application f telle que f'(t) € R pour tout t.
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Solutions formelles

Définition.— Le couple (f, v) ou v : [0,1] — R est appelé une
solution formelle de R.

e Au bilan, le processus de corrugation associe a toute solution
formelle (fy, v) de R une véritable solution

f = CP(fo,v,N)
c’est-a-dire une application f telle que f'(t) € R pour tout t.

¢ Notons I'(R) et Sol(R) I'espace des solutions formelles et celui des
solutions de R. Il y a une inclusion naturelle Sol(R) C I'(R) donnée
par

f— (f,f)
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Solutions formelles

Définition.— Le couple (f, v) ou v : [0,1] — R est appelé une
solution formelle de R.

e Au bilan, le processus de corrugation associe a toute solution
formelle (fy, v) de R une véritable solution

f = CP(fo,v,N)
c’est-a-dire une application f telle que f'(t) € R pour tout t.

¢ Notons I'(R) et Sol(R) I'espace des solutions formelles et celui des
solutions de R. Il y a une inclusion naturelle Sol(R) C I'(R) donnée
par

f—s (f,f)
e Le processus de corrugations fournit une sorte de réciproque

(f07 V) — CP(f077’ N)
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Whitney-Graustein fagon Intégration Convexe
Théoreme de Whitney-Graustein (rappel). — Deux immersions

fo, f; : ST — C sont réguliérement homotopes si et seulement si elles
ont le méme indice : Ind(fy) = Ind(fy). En d’autres termes

mol(S',C) ~ 7

l'identification étant donnée par l'indice.
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Whitney-Graustein fagon Intégration Convexe

Théoreme de Whitney-Graustein (rappel). — Deux immersions
fo, f; : ST — C sont réguliérement homotopes si et seulement si elles
ont le méme indice : Ind(fy) = Ind(fy). En d’autres termes

mol(S',C) ~ 7
l'identification étant donnée par l'indice.
Démonstration.— On ne s’intéresse qu’a la réciproque a savoir, si

deux immersions f; et f; ont méme indice alors elles sont
régulierement homotopes.
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Whitney-Graustein fagon Intégration Convexe

Théoreme de Whitney-Graustein (rappel). — Deux immersions
fo, f; : ST — C sont réguliérement homotopes si et seulement si elles
ont le méme indice : Ind(fy) = Ind(fy). En d’autres termes

mol(S',C) ~ 7
l'identification étant donnée par l'indice.

Démonstration.— On ne s’intéresse qu’a la réciproque a savoir, si
deux immersions f; et f; ont méme indice alors elles sont
régulierement homotopes.

e Considérons ’homotopie linéaire

9s = (1 — s)fy + sfy
et supposons que ce ne soit pas une homotopie réguliere (sinon, on a
déja gagne).



Whitney-Graustein fagon Intégration Convexe

e Lhypothése sur I'égalité des indices de f, et de f; signifie que les
applications £} et f{ sont homotopes en tant qu’applications de St
dans R.
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Whitney-Graustein fagon Intégration Convexe

e Lhypothése sur I'égalité des indices de f, et de f; signifie que les
applications £} et f{ sont homotopes en tant qu’applications de St
dans R.

e Notons v; une telle homotopie, vy = f; et vy = f{. La famille
d’applications
(9, vt) €T(R)

réalise une homotopie de solutions formelles entre les solutions (fy, f;)
et (f1 , f1,)
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Whitney-Graustein fagon Intégration Convexe

e Lhypothése sur I'égalité des indices de f, et de f; signifie que les
applications £} et f{ sont homotopes en tant qu’applications de St
dans R.

e Notons v; une telle homotopie, vy = f; et vy = f{. La famille
d’applications
(9, vt) €T(R)

réalise une homotopie de solutions formelles entre les solutions (fy, f;)
et (f1 , f{)

e Par conséquent les applications f; = CP(g:,, N) réalisent une
homotopie réguliére joignant fp a f;. O
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Epilogue

Mikhail Gromov

La théorie de I'Intégration Convexe, inventée par Mikhail Gromov dans les
années 70, permet de résoudre de nombreux problemes de géométrie
différentielle, par exemple le probléme du retournement de la sphére de

Smale.
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LIC en mécanique des fluides

Depuis les travaux de Camillo de Lellis et de Laszl6 Székélyhidi en 2008, I'lC a investi
la mécanique des fluides et permet de construire des solutions paradoxales a
I’équation d’Euler ou a celle de Navier-Stokes.
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Mikhail Gromov
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