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M1 MEEF — Géométrie — Option Informatique

Corrigé de ’examen du 14 novembre 2016

Les documents et les calculettes sont interdits. Il sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour [’attribution d’une note.

Les questions. — Les questions sont indépendantes les unes des autres.
Chaque question rapporte 2 points.

1.— Soient A, B et M trois points distincts d'un cercle de centre O. Mon-
trer que Q(W, M §) = (@i, O—B%) (égalité de mesures d’angles orientés de
vecteurs).

Rép.— Dans le triangle M AO on a
(MA, MO) + (A0, AM) + (OM,04) = [2n].
Ce triangle est isocele donc (m,m) = (@, m) [27r] d’on
2(MA, MO) + (OM,04) =« [2x].
Les mémes considérations dans le triangle M BO conduisent a

2(%,@) + (@,m) =7 [27].

En sommant

o(’MA, MB) + (OB,04) =0 [2n).

2.— Montrer que les trois médiatrices d’un triangle ABC' non plat sont
concourantes.

Rép.— La médiatrice Ay p de [AB] et la médiatrice Apc de [BC| sont sécantes en un
point O car le triangle est non plat. Ce point O est équidistant de A et de B (car O € Ayp)
et de B et de C (car O € Ape), il est donc équidistant de A et de C' et par conséquent
O e Aye.



3.— Soient C un cercle de centre Q) et de rayon R, et A un point de E. La
puissance Pe(A) de A par rapport a C est le nombre AQ?* — R?. Soit D une
droite passant par A et coupant C en deux points (distincts ou confondus)

M et M'. Montrer que <m,AM’) = Pe(A).

Rép.— Soit M" le point de C diamétralement opposé & M’. On a

(AN, AM"y = (AM",AM') — (A + QM7 AG + QM)
(AG — QM AG + QM) = AQ? — R

4.— Soit 8 = yop un C*-reparamétrage (k > 1) de v : [a, b] — R®. Montrer
que Long(y) = Long(p).

Rép.— 1l s’agit d’appliquer la formule de changement de variables dans une intégrale.
En effet

Long(f) = /J 18'(t)]|dt

/ 1y o ) (1)t

J

- / I (o)1 ()t

5.— Soit 7 : [a,b] — R? une courbe régulicre,

S: la,b] — 0, L]
t o — St = [, [Iv(w)lldu

son abscisse curviligne et ¢ : [0, L] — [a,b] I'inverse de S. Montrer que
s — 7y 0 @(s) est une courbe paramétrée par la longueur d’arc.

Rép.— Puisque Sop =1id on a
1 1

Vse[0,L],  ¢(s) = S'(e(s)) IV ()

o) (s) = ' ()Y (p(s :M
(r09)'(s) = ¢ ()7 (0()) = L3 T

Par conséquent ||(v o ¢)'(s)|| = 1 pour tout s € [0, L].



Le probleme. — (10 pts) Soit n > 1 et Py, P;, ... P,, n + 1 points de
I'espace affine & = R3. On appelle courbe de Bézier de degré n et de points
de controle P, ..., P,, la courbe paramétrée

c: [0,1] — R3

=0

ol les B, ;(t) := ﬁtl(l — )"~ sont les polynomes de Bernstein!. Le but

de ce probleme est d’étudier les propriétés des courbes de Bézier rationnelles.

1) i) On suppose n = 1 et Py # P;. Montrer que le support de C' est un
segment dont on déterminera les extrémités.

ii) On suppose n = 2 et Fy, Py, P, affinement indépendants. Montrer que le
support de C' est un arc de parabole dont on déterminera le plan osculateur
et les extrémités.

Rép.— i) Pour tout ¢ € [0,1]), on a immédiatement
Cit)y=0-t)Py +tP,

ainsi C([0, 1)) = [Py, P1].
ii) Pour tout ¢ € [0,1], on a
Ct) = (1—1)*Py+2t(1—t)P, +*Py
= Py+2tPP; +t*(PP| — Ry Py)

Puisque Py, P;, P, sont affinement indépendants, P, P; et PyP; ne peuvent étre colinéaires.
Le terme en t? n’est donc pas nul et le support de C est un arc de parabole d’extrémité
Py et P,. En particulier la courbe C' est une courbe plane, sont plan osculateur est le plan

qui contient le support, & savoir le plan affine (P, Py, P,).

2) i) Montrer que pour tout ¢t € [0,1] on a > B, ;(t) = 1.
ii) En déduire que pour tout ¢ € [0, 1], le point C(t) est dans l’enveloppe
convexe 2 des points de controle.

1. Avec la convention By o(t) = 1.
2. On rappelle que I'enveloppe convexe d’une partie A C R? est ’ensemble des bary-
centres (& coefficients positifs ou nuls) des familles de points de A



Rép.— i) La formule du bindéme de Newton s’écrit

n

"=+ (1-1t)" = zn:c,iti(l — )" =" Bni(t)
=0

i=0
d’out la relation demandée.
ii) Pour tout ¢t € [0,1],ona0 < B, ;(¢t) < 1 et donc C(¢) est le barycentre bar((P;, By, :(t)),i €

{0,1,...,n})
Pour tout ¢ € [0, 1], on définit une famille de points (P;;(t))q )ex ou K =
{(7‘7]) | j S {07 "'7”}7i S {07 RN _]}} par
Vi € {0,,n}, P()ﬂ(t) :PZ
V] € {1, ...,n}, Vi € {0, e, — j}, ijz(t) = (]. - t)-Pj—l,z(t) + t-Pj—l,i+1(t)
3) On suppose n =3,t=1/2 et
Py=(-1,1,0), P, = (=1,0,0), P, = (1,0,0), Py = (1,1,0).

i) Faire un dessin dans le plan (Ozy) faisant apparaitre tous les segments
[P;i(1/2), Pji+1(1/2)] avec j € {0,1,2} et i € {0, ...,2—j}, ainsi que le point
P5o(1/2).

ii) Calculer C(1/2). Que remarque-t-on ?

Rép.— i) Les points P;;(1/2) se placent comme suit :

Byo 11 B3
By P,
Pz
PZ,O-\J/v P2,1
Py ; Ip 1,1 Py,

ii) D’une part B, ;(1/2) = C2™" donc
C(1/2) =273(Py + 3P, + 3Py + P3) = 273(0,2,0) = (0,1/4,0).

D’autre part, les calculs menés en i) montrent que P3(1/2) = (0,1/4,0). On constate
ainsi que C'(1/2) = P3(1/2).



4) i) Montrer que pour tout i € {1,....n — 1} et tout t € [0,1] on a
B, i(t) = (1 —=1t)By_1,(t) + tBy_1,-1(t)

ii) Soit j € {1,...,n}, en utilisant la relation du ¢) montrer que pour tout
te [0,1] ona

n—j n—j+1

ZP]-,Z-(t n—ji( Z B j1(t)-

iii) Montrer que pour tout j € {0,...,n} et tout ¢t € [0,1] on a

iv) En déduire que :
Vi e [0,1], C(t) = P.o(t).

Rép.— 1) Soit A = (1 — t)Bn_l,i(t) + tBn—l,i—l(t) on a

A = (A=0)C, (1=t T O T (1 =)
= G t'(1=0)" "+ C it (1=t
= (C,Zf1+Cf;11‘)tZ( t)" '
= Cigi(1 -
= Byi(t).
ii) On a :
n—j n—j
Pii()Bnji(t) = > (1 =t)Pi_1i(t) +tPj_1i11(t) Buji(t)
=0 1= 0
n—j
- ZPJ L) (L= 1)Bn_ji(t) + > Pi1ip1(t)tBnji(t)
=0 1=0
Or

n—j+1

n—j
S P i®tBaji(t) = > Pi1i(t)tBa_jia(t)
1=0 =1

= Pj—l,n—j-i-l(t)tBn—jm ] +Z (t)tBy— —Jyi— 1(t)



et
Z Pi_1i(t)(1 = 1)Bn—ji(t) = Pj—10()(1—1)Bn_jo(t) + Z Pj_1i(t)(1 = 1) Bn—ji(t)
En sommant les deux dernieres égalités et en utilisant la relation de la question précédente,

on obtient

n—

<.

Pji(t)Bn—j,i Z By j+1,i(t)

- FPyte 1 OB o) + Proso ()1 — OB so(t)
Or
tBp—jn—j(t) =" = Bu_jrin—j41(t)
et
(1=t)Bpjo(t) = (1= )" = By _j10(b).
Donc
n—j

P;i(t)Bn—j,i( Z i(0)Bn—j+1,i(t)

+P] tn—j+1(E)Brnjr1n—jr1(t) + Pj—1,0(t) Bnji1,0(t)

s
Il
o

et finalement
n—j n—j+1

Py i(t) Bn—j.i( Z Pj_1,i(t) Bpjt1,4(t)-

iii) Notons que si j = 0 la formule demandée est la définition de C, elle est donc vraie. On
suppose j > 1. En itérant j fois la relation du i) on obtient

j,i( njz ZPOz

c’est-a-dire

Pji(t)Bnj.i(t) = C(t).
iv) Il suffit de prendre j = n dans la relation précédente.

5) Montrer que

_an—l,O(t) sit= 0,
vVt € [O, 1] B;,z(t) = n(Bn—l,i—1<t> - Bn—l,i(t» sit € {17 ey — ]_},
nBn_1,-1(t) sit=n.



Rép.— i) Pour tout i € {1,....n— 1}, on a

B, (t) = C, (iti*'l(l — )" 4 (n—i)ti(1 — t)n—'iﬂ)
S g T 0T
n—1)! ) ; n—1)! , ,

= n(i(]_)!(nl)i)!tz_l(l — t)n_l — thl(l _ t)n—z—l

= n(Bp_1i-1(t) = Bn_1.(t)).

Sii =0 alors By o(t) = (1—1t)" et By, o(t) = —n(1l —t)""! = —nB,_1,.
Sii=n alors By n(t) =t" et By, (t) =nt""' =nBy_1,_1(t).

6) Pour tout t € [0,1], on pose

—_
3
|
—

n—

Ci(t) =S Buy()Py et Calt)

)

I
oy
3
=
~
N—
s

s
Il
=)
-
Il
=)

i) Montrer que

vt € [07 1]7 C/(t) = n(cl(t> o CZ(t))

ii) Montrer que pour tout ¢t € [0,1], Ci(t) = P,_10(t) et Ca(t) = Po_11(t)
(on pourra remarquer que C et Cy sont des courbes de Bézier de degré n—1).
iii) En déduire que la tangente a la courbe C' au point ¢ est la droite (P,—1 0(t) Po—1,1(1)).

Rép.— i) En dérivant terme a terme on obtient

c't) = iB’:L,i(t>Pi
i=0

n—1
= —nB,_10(t)Po+ (Z n(Bp-1,i-1(t) — Bn—l,i(t))Pi> +nBp_1n-1(t)P,
n—1 =t n—1
= —nY By 1i()Pi+nY By 1i1(t)Pi+nBy_1n-1(t)Py

=0 i=1

n—1 n—2

= -n Z Bn_1i(t)Pi+n Z Bp_1,i(t)Pig1 + nBp_1n-1(t)Pn
= =

= -n Z B,_1;t)Pi+n Z Bp—1,i(t)Pit1
i=0 i=0

qui est la relation demandée. ii) Cy est la courbe de Bézier de degré n — 1 construite sur
les points Py, ..., P,—1. D’apres le iii de la question 4, on a donc C4(t) = P,_1,(t) pour
tout ¢ € [0, 1]. Raisonnement similaire pour Cy avec les points Py, ..., P,_1.

iii) Ainsi C'(t) = nPy_11(t)Pu_10(t). Or C(t) € [Py_11(t)Pn_1,0(t)] puisque C(t) =
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Poo(t) = (1—1t)Py_1,0(t) +tPyp—1,1(t). Ainsi (P,_1,0(t)Py—1,1(t)) est la droite tangente &
Cent.

7) Montrer que quel que soit n > 1, il n’existe aucun choix de points
de controle Py, ..., P, tel que le support de C soit inclus dans le cercle
{z> + y* = 1,2 = 0} et non réduit & un point (Indication : cette ques-
tion est indépendante des précédentes).

Rép.— Les fonctions coordonnées (z,y,z) de C sont polynomiales. Notons z(t) =
apt? + ...+ ag et y(t) = byt? + ... + bp. Quitte & échanger x et y, on peut supposer
p > ¢q. Le terme dominant de z? + y? est donc af,tQp sip > qou (af, + bg)tQp sip=q.
Pour avoir 22 + 32 = 1 il faut donc p = 0. Mais alors x,y et bien sfir z sont constants et
le support de C est un point.

Pour corriger ce défaut, on introduit des poids w; > 0, ¢ = 0,...,n et on
définit les courbes de Bézier rationnelles par la formule

OR : [0, 1] — R?
Z w; B, i(t)P;
=0

i Wi Bn,i (t)
i=0

8) i) Reconnaitre Cg lorsque wy = ... = w, = 1.

ii) On suppose n = 1. Montrer que le support de Cr est le segment [P, P;].
iii) Soient n = 2, Py = (0,1,0), P, = (1,1,0) et P, = (1,0,0), wo = 2 et
w; = wy = 1. Montrer que le support de Cr est un quart du cercle unité
{22 +y*=1,2=0}.

iv) On suppose toujours n = 2 et wy = 2, w; = wy = 1. Solent a > b > 0.
Trouver un choix de Py, P; et P tel que le support de Cg soit le quart d’el-
lipse {2—;—#%—; =1,2>0,y>0,z=0}.

t —

Rép.— On a alors

oo



mais d’apres la question 2.7

=0
ainsi Cr = C.
ii) On a
wo(l — t)P() + witPy
Cr(t) =
&) wo(l —t) + wit
. WQ(l — t)PQ + witPy + witPy — withy
o wo(l — t) + wlt
wlt —_
= P+ —— PP,
o+ wo(l—t)+w1t ott
= P+ A\t) PPy
_ wit _
avec A(t) = ool — 1) Fort’ Pour tout ¢ € [0,1], on a 0 < wit < wp(l —t) + wit donc
0 < A(t) < 1. De plus A(0) = 0 et A(1) = 1. Ainsi A([0,1]) = [0,1] et Cr([0,1]) est le
segment [Py Py].
iii) On a
2
> wiByi(t)P; = 26°Py+2t(1—t)Pi + (1 —t)°P;
i=0
= (2t(1—t)+ (1 —t) 2t* +2t(1 — 1),0)
= (1-1%2t)
2
D wiBai(t) =262 +2t(1—t) + (1 - ) =1+ %
=0
D’ou

1—t2 2t
cut = (13 rsa0):

Le changement de variable t = tang montre que le support de Cr est un quart de cercle.
iii) Soit f lapplication affine définie par

f: E — E
(x,y,2) +— (az,by,z)
On a
2 2
f({avz—i—y2 =1,z>0,y >0,z =0}) :{%—1—2—2 =1,z >0,y >0,z = 0}.
Clairement

ZWiBn,i(t)Pi szBn,z(t)f(Pl)
1=0

F(Cr(t) = f | =5 = =0
ZwiBn,i(t) Zwanz(t)
=0 i=0
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Par conséquent, le choix Py = (0,b,0) = f(0,1,0), P, = (a,b,0) = f(1,1,0) et P, =
(a,0,0) = f(1,0,0) convient.
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