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M1 MEEF — Géomeétrie
Examen du 15 décembre 2025 - durée 2h

CORRIGE

Les documents et les calculettes sont interdits. 1l sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour [’attribution d’une note.

Vrai-Faux. — Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle est
vraie ou fausse (0.5pt) puis justifier la réponse donnée (1.5pt). Sauf mention
explicite du contraire, les espaces affines (et vectoriels) considérés sont de
dimension finie.

1.— [2pts] On sait qu'une application linéaire est entierement déterminée
par I'image d’une base. Soit F un espace affine de dimension n. Est-il vrai
qu’une application affine f : ' — E est entierement déterminée par I'image
d’un repere affine R = (Ag, A1, ..., 4,) 7

Rép.— VRALI - Soit M un point quelconque de E. Puisque B = (m, . M) est une
base de ﬁ, il existe (aq,...,an) € R™ tel que

Aolw = OéleAl 4+ 4 OénAoAn.

La formule de Grassmann s’écrit donc

FM) = f(Ao)+ T (Aod)
= f(Ao) + F(arAoA] + -+ + anAgAy)

F(Ag) + a1 T (AoAD) + -+ T (Ao Ay).

Puisque f est affine, on a

T(AA) = F(Af(AY, - T (&AL = F(A0) f(An).

F(M) = f(Ao) + ar F(A0) F(AL) + -+ an f(A0) F(An)

est entierement déterminée par l'image du repere affine R = (Ao, A1, ..., Ap).

Ainsi

2.— Soit E un espace affine euclidien de dimeg}sion troiset f : E - F
une isométrie dont la partie linéaire est 7 = —Id. Est-il vrai que f est un



retournement ?

Rép.— FAUX. Un retournement est une rotation d’angle m autour d’un axe. C’est un
déplacement. Sa partie linéaire est donc un élément de SO(3). Or ? = —Id € 0O_(3).
Donc f est un anti-déplacement. Ce ne peut étre un retournement. On peut aussi consta-

ter que si ? — _Td alors f est une anti-rotation d’axe quelconque et d’angle .

3.— Soit f: F — F une isométrie, F' = Fixz f, A€ E\F, A= f(A), H
I'hyperplan médiateur de [A, A’|, sy la réflexion hyperplane d’hyperplan H
et g = sy o f. Est-il vrai que Fiz g contient F et A7

Rép.— VRAIL Notons que A est fixe par g puisque sy(A’) = A. Soit M € F alors
A'M' = AM car f est une isométrie et A’M = AM car M est fixe. Donc M est dans
I’hyperplan médiateur de [A4, A'], i. e. M € H. Mais alors g(M) = M et M € Fix g.

4.— Soit ABC'D un tétraédre régulier inscrit dans le cube [—1, 1]*. Précisément
A= (1,1,1),B=(1,-1,-1),C =(-1,-1,1) et D = (—1,1,—1). Est-il
vrai que la droite (AA’) ou A’ = (—1,—1, —1) coupe le plan (BCD) perpen-
diculairement ?

Rép.— VRAL Les vecteurs BC et BD engendrent le plan (BCD). Un vecteur directeur
de (AA") est @ = (2,2,2). On a BC = (—2,0,2) et BD = (—2,2,0). 11 est immédiat de
constater que

(BC,@)=0 et (BD,@)=0
donc (AA’) et (BCD) sont orthogonaux. Ceci montre que la droite (AA’) coupe le plan

(BCD) perpendiculairement
5.— On note By = (7, 7) la base canonique de R? et (z,y) les coordonnées
d’un point dans cette base. Soit C la conique d’équation 522 — 6y + 5y* = 8.
Est-il vrai qu’il existe une base orthonormée B = (€, €5) dans laquelle la
conique C s’écrit

o 4Y?=1 2
T+

Rép.— VRAIL Dans la base By, la matrice @) de la forme quadratique & U'infini g(z,y) =
522 — 6y + 5y? est donnée par
5 =3
°-(43)



Il s’agit d’une matrice symétrique. Elle est diagonalisable dans une base orthonormée. Le
calcul montre que les valeurs propres de @ sont 2 et 8. Ainsi, il existe une base orthonormée
B = (€1, €2) dans laquelle la forme quadratique & l'infini s’écrit

q(X,Y)_(X,Y)( o ) < s ) —2X? 1 8Y?.

Par conséquent la conique C s’écrit dans cette base

X2
2X248Y2=8 <« T+Y2:1.

Le probléme. — [> 10 pts] Etant donnés n points Aj,---, A, dun es-
pace affine euclidien E, une médiane géométrique est un point minimisant la
fonction ® : ¥ — R, de la somme des distances aux points

M &(M) =AM+ -+ A M

On montre qu’un tel point existe toujours et qu’il est unique des que les
points Ay, ---, A, ne sont pas tous alignés. Le but de ce probleme est I’étude
de la médiane géométrique d’un ensemble de points du plan.

PREMIERE PARTIE : ETUDE D'UN CAS PARTICULIER.— Dans cette partie,
on se place dans un plan euclidien orienté £ = P. On suppose n = 3 et on
note les points A, B et C' plutot que A;, As et As. On s’intéresse au cas
particulier ou A, B et C' forment un triangle équilatéral.

1) On identifie P a C et on note a, b et ¢ les affixes de A, B et C' dans C.
On suppose que a # 0 et que

b=ja et c=j%

ot j = €23, On rappelle que 1 +j + j2 =0 et |j] = |5?| = 1.
a) Montrer que ABC' est un triangle équilatéral
b) Faire un dessin soigné du triangle ABC.

Rép.— a) Il suffit de vérifier que les longueurs des trois cotés sont les mémes :

AB = —al = ]G~ a

BC = |e—bl=1(G"—j)al =1i(j = Da| = |5l|(j — Da| = |(G —Dal

CA = |a—c=|1-7j%al =1+ —jal=[1+jl[1-jal=I[{—1)al
car, d’apres la relation 145 +j2 =0, on a |1+ j| = | — 2| = 1.

b) Les nombres 1, b/a et ¢/a sont les racines troisitmes de 'unité. Les nombres a, b et ¢



se répartissent donc sur un cercle de centre le nombre 0 et de rayon |al.

2) a) Montrer que le point O d’affixe nulle vérifie

(0A.0B) = (0B,0C) = (0C,04) = [or]
au sens de la mesure des angles orientés.
b) On note
OA OB oC
U = , U= et W= :
|04 |0B| joc|

Montrer que @ + 7 + W = U)

Rép.— a) La mesure de l’angle orienté (Oj7 O—B)) est donnée par 'argument

b—0Y\ _ N 2im/3) _
arg (a—O) =arg (j) = arg (e )—2#/3

et similairement pour les autres angles.
b) 11 suffit de remarquer que l'affixe de 7 est i, celle de T est j& et celle de W est

) lal
2 a e
J71qy ainsi

7+?+E>:(1+j+j2)‘%|.

Puisque 1 + j + j2 = 0, le résultat demandé s’en suit.

3) Soit M un point quelconque de P.
a) En partant du fait que

OA=(0A, @), OB=(0B,7) e OC=(0C,@),
montrer que
OA+OB+0C = (OM, %@ + ¥ + @) + (MA, @) + (MB, @) + (MC, @).
b) En déduire que
OA+ OB+ 0C = (MA, @) + (MB, 7 + (MC, @).
¢) Montrer en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz que

OA+0OB+0C<MA+MB+ MC.
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d) Montrer que O est une médiane géométrique des points A, B et C.

Rép.— a) L’énoncé suggere d’écrire
OA+ OB +0C = (OA, @) + (OB, @) + (OC, @)
On a donc

OA+ OB + OC (OM + MA, @) + (OM + MB, ¥) + (OM + MC, @)

= (OM, %+ 7+ @)+ (MA, @)+ (MB, ) + (MC, @).
b) Puisque @ + ¥ + W = ﬁ, on déduit
OA+ OB +0C = (MA, @) + (MB, ) + (MC, @)

¢) L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne immédiatement
(MA, 7)< MA, (MB,%)<MB et (MC,@)<MC
En la relation obtenue en b) permet donc de déduire
OA+0OB+0C<MA+ MB+ MC.
d) L’inégalité établie en ¢) montre que O est un point minimisant la fonction

Mv+— MA+MB+ MC

c’est donc une médiane géométrique.

DEUXIEME PARTIE : POINT DE FERMAT.— On se donne ABC un triangle
quelconque, mais non plat, du plan P euclidien orienté. On dit qu’un point
F € P est un point de Fermat® si l'on a

2
(FA,FB) = (FB,FC) = (FC,FA) = gﬁ [27]
au sens de la mesure des angles orientés. A titre d’exemple, le point O de

la partie précédente est un point de Fermat (voir question 2a). Comme plus
haut, on identifie le plan P avec celui des nombres complexes.

4) On suppose que F' est un point de Fermat du triangle ABC' et on note

Lz 7:ﬁ§ etﬁ:ﬁ

1. Plusieurs appellation cohabitent : on trouve aussi point de Torricelli et point de
Steiner.

U =




a) On considere la rotation linéaire 7 d’angle %’T Donner une écriture de
7 sous forme complexe.

b) Montrer que 7 (%) =7, 7 (V) =W et 7 (W) = .
P -

¢) En déduire que W + v + W = 0.

d) Déduire de la premiere partie que F' est une médiane géométrique des

points A, B et C.

Rép.— a) Soit z affixe d’un vecteur OM quelconque, la rotation 7 s’écrit

T(2) = *™/32 ouencore T(z)=jz

b) Puisque
2
(@, 7) = (FAFB)= 5 [2n]
et que |@|| = | 7| = 1, on en déduit 7 (%) = ¥. On raisonne similairement pour

P) =T ot P(T) = .
¢) Par linéarité
T(U+TV+W)=U+7V +W
et comme le seul vecteur fixe par 7 est ﬁ, on en déduit @ + T + W = T.
d) Le raisonnement développé & la question 3 de la premiere partie s’applique intégralement.

Il montre que F' est une médiane géométrique des trois points A, B et C.

On suppose pour tout le reste de cette partie que le triangle (non plat) ABC
ne possede aucun angle dont la mesure excede 27 /3. On note R, P et @) trois
nouveaux points, extérieurs au triangle ABC' et tels que les trois triangles
ARB, BPC' et CQA soient équilatéraux (figure dans 1’énoncé).



P

Trois triangles équilatéraux s’appuyant sur les cotés du triangle ABC. Le point de
Fermat F est & I'intersection des droites (AP), (CR) et (BQ).

5) On considere la rotation affine 4 de centre A et d’angle .
a) Montrer que r4 envoie le triangle ARC' sur le triangle ABQ.
b) Soit F' le point d’intersection des droites (RC') et (BQ). Montrer que

(RF, RA) = (BF, BA) [r]

au sens de la mesure des angles orientés.

c) Enoncer le résultat de cocyclicité du cours qui fait intervenir une égalité
d’angle orientée modulo 7.

d) Montrer que les points ARBF' sont cocycliques.

Rép.— a) En effet, puisque ARB est équilatéral r4(R) = B et puisque que ACQ est
équilateral r4(C) = Q. Bien stir, r4(A) = A. D’ou le résultat demandé.
b) Puisque r 4 est une isométrie directe, elle préserve la mesure des angles orientés :

(RC,RA) = (BQ, BA) [2n]
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Puisque F € (RC), F # R, il existe a # 0 tel que RE = a@, et 'on aura

[ (RC,RA) |2 if >0
(ﬁ,ﬂ){ (RC,RA) +7 [2n] ifa<0

et similairement pour (37, ﬂ) Dans tous les cas, on aura donc

(RF, RA) = (BF,BA) [r]

¢) Le théoréme demandé s’énonce ainsi : Quatre points distincts du plan A, B, R, F sont
cocycliques ou alignés si et seulement si (ﬁ, ﬂ) = (ﬁ, Ei) [7].
d) Les points A, B, R, F' ne sont pas alignés car les trois points A, B et R forment un

triangle équilatéral, donc d’apres le résultat du b), ils sont cocycliques.
6) a) Déduire de 5) que
(FB,FA) = (RB, RA) [n]

au sens de la mesure des angles orientés.
b) Montrer, au sens de la mesure des angles orientés, que

(FB.FA)=3 [
puis que
2
(FA,FB) = ?” (]
¢) Montrer que F est un point de Fermat du triangle A, B et C.

Rép.— a) C’est un conséquence immédiate du fait que A, B, R et F sont cocycliques.

b) On a
(FA,FB) = ~(FB,FA)= - =2 [

¢) En répétant circulairement les arguments, on obtient
2 2
(FB.FC)= [x] et (FC.FA)== [r]
ce qui montre que F' est un point de Fermat du triangle A, B et C.

Remarque : Ou 'hypothese ” ABC' ne posséde aucun angle dont la mesure excéde 2mw/3”
a-t-elle joué? Si I'angle en A est plus grand que 27/3 alors Uintersection de (RC) et de
(@B) donne un point hors de ABC sur le complémentaire de la demi-droite [AP). Sur la



droite (AP) la position relative de F' par rapport & A est donc inverse de celle de la figure.
Cela invalide le raisonnement permettant d’affirmer que (ﬁ, }ﬁl) =2z

TROISIEME PARTIE : RESULTATS GENERAUX.— On se place dans le cas
général ou n > 3 et ou l'espace affine euclidien E est de dimension plus
grande ou égale a deux.

7) On suppose que l'on a trouvé un point O, distinct des points Ay, ..., 4,,
tel que

> > 2
(041,04) = (043, 043) = --- = (04,,04) = = [2r]

Montrer que O est une médiane géométrique. Indication : s’inspirer des
questions 2 et 3.

Rép.— Pour tout k € {1,...,n}, on pose

OAg

7 =
T 04,

Le méme raisonnement que celui suivi dans les questions 2 et 3 montre que

n
S =T
k=1
puis que

S04y = S (OA. @)
k=1

k=1 k=1
= (OM,Y )+ Y (MA;, )
k=1 k=1
= > (MA, T
k=1
< > MA.
k=1

Ainsi O est un point minimisant de M +— Y 7, M Ay.



A B

Un quadrilatére convexe et le point d’intersection de ses diagonales.

8) Soit ABC'D un quadrilatere convexe quelconque et O l'intersection des
deux diagonales et M un point quelconque.

a) Montrer que AO + OC < AM + MC et BO+0OD < BM + MD.

b) En déduire que O est une médiane géométrique.

c) A votre avis, la réciproque au résultat énoncé dans la question 7 est-elle
valide ? Justifier.

Rép.— a) Puisque O € [AC], on a AO + OC = AC. Puis, par inégalité triangulaire
AC < AM + MC d’ou le fait que AO + OC < AM + MC'. On raisonne similairement
pour BO +OD < BM + MD.

b) En sommant les deux inégalités, on trouve

OA+0OB+0C+0OD<MA+MB+MC+ MD
ce qui montre que O est un point minimisant de

M+— MA+MB+ MC+ MD

c’est-a-dire une médiane géométrique.

¢) La réciproque est fausse en générale. Il n’est pas difficile de construire un quadrilatere

tel que (OA,OB) # (OB, 0C).

9) On suppose que O est une médiane géométrique des points Ay, ---, A, et
que f : E — FE est une transformation. Dire si les affirmations ci-dessous
sont exactes. Justifier votre réponse en donnant une démonstration ou un
contre-exemple.

a) Si f est une isométrie alors f(O) est une médiane géométrique des
points f(A1)7 B f(An>

b) Si f est une similitude (de rapport k # 0) alors f(O) est une médiane
géométrique des points f(A1), -, f(An).

c¢) Si f est une application affine alors f(O) est une médiane géométrique
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des points f(A1),---, f(A,).

Rép.— a) L’affirmation est exacte. En effet, si f est une isométrie, O une médiane
géométrique de Ay, -+, A, et M un point quelconque alors, pour tout j € {1,---,n} on a
M'A} = MAj et O'A} = OA; done

Jj=1 j=1 j=1 j=1

Ainsi O' = f(O) est une médiane géométrique de A}, -, A’ .
b) L’affirmation est exacte. En effet, si f est une similitude alors pour tout j € {1,---,n}
onaonaMA,=kMA; et O'A; = kOA; donc

n n n n n n

SOA Y MA, = > kOA; <Y EMA; <<= > 0A; <) MA;

j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
Ainsi O’ = f(O) est une médiane géométrique de A}, ---, AL .
¢) L’affirmation est inexacte. Il n’est pas facile de donner un contre exemple... mais c’est
la derniere question de I’examen. Soit ABC' le triangle équilatéral de la question 1. La
médiane géométrique est 'origine O et elle est aussi a I'intersection des médianes de ABC.
Soit f : P — P une application affine définie comme suit par I'image des trois points A,
B et C (qui forment une base affine de P) :

A =(0,0), B =(3,00 C =(0,3).

Le triangle A’ B’C" est rectangle et isocele en A’. Une application affine envoyant le milieu
d’un segment sur le milieu du segment image, elle envoie donc les médianes de ABC' sur
les médianes de A’B’C’. Par conséquent, O est envoyé sur l'intersection des médianes de
A'B’C". 1l est facile de déterminer les coordonnées du point image O’ = (1,1). Pour se
convainc&ue O’ n’est pas la médiane géométrique, il suffit de vérifier que la mesure de
l'angle (O'B’, W) n’est pas 27/3 mod 27. Or

OB _ L9 e oc Lo o
OB~ 5 o~ 5
et donc
o'B 0’5'>__%¢ iy
oBoC! T 57T 3T '
3 07
O/
L= h
: ,
A— B
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