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Les documents et les calculettes sont interdits. Il sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour [’attribution d’une note.

Les questions. — Les questions sont indépendantes les unes des autres.
Chaque question rapporte 2 points.

1.— Si f et g sont deux applications affines, montrer que f o g = 7 7.

Rép.— On note M’ = g(M) et N’ = g(N). On a

Fog(M)fog(Ny=f(M)f(N') = T (M'N') = F (¢(M)g(N)) = F (9 (MN)).

Ainsi fog=J o7,

2.— Soit g une application affine. On suppose que got-» = t-» o g. Montrer
que 7 € Ker(g —id).

Rép.— La relation de conjugaison s’écrit got» og = t?(ﬁ) d’on got = t?(ﬁ) og.
L’hypothese g ot =t o g implique donc G(W)=7 i e W€ Ker(g —id).

3.— Montrer que si le sous-espace affine Fiz f des points fixes d'une isométrie
plane f est une droite, alors f est une réflexion par rapport a D = Fix f.

Rép.— Soient N € D et M ¢ D. Puisque f est une isométrie, M'N’ = M N et comme
N € D on a aussi M'N' = M'N. En fin de compte, M'N = MN et donc N appartient
a la médiatrice A de [M, M']. Ainsi D = Fiz f C A et pour des questions de dimension
D = A. En particulier M’ est le symétrique de M par rapport & D et f est une réflexion.

4.— Soit f : E'— FE une isométrie. Montrer que Ker(?—id) 1 [m(?—id).



Rép.— Soit 7 € Ker(? —id) et ¥ € Im(? —id). On a donc (7(?) =T et il existe
ZeE telque 7 = f(Z)— 7. Ainsi

(Z.7) = (@, 7 () - 2)= (2, T (@) — (T, 2) = (F (@), T () - (Z,2) =0

car ? est une isométrie vectorielle.

5.— Soit f: E — FE une isométrie, F' = Fix f, A€ E\ F, A’ = f(A), H
I'hyperplan médiateur de [A, A’] et sy la réflexion hyperplane d’hyperplan
H. Montrer que Fiz g ou g = sy o f contient F et A.

Rép.— Notons que A est fixe par g puisque sy (A’) = A.

Soit M € F alors A’M’ = AM car f est une isométrie et A’M = AM car M est fixe.
Donc M est dans 'hyperplan médiateur de [A, A'], i. e. M € H. Mais alors g(M) = M et
M € Fix g.

Le probléme. — (10 pts)

1) Soient F un espace affine et ¢ : E — R une forme affine! non constante.
a) Montrer que @ : E — R est non constante et que son noyau ker @
est un hyperplan vectoriel de E

b) Montrer que H :={M € E | p(M) = 0} est non vide.
c) Montrer que H est un hyperplan affine de direction H = ker 7.
Rép.— a) Soit O € E. La formule de Grassmann
(M) = ¢(0) + 7 (0M)

implique que si ¢ n’est pas constante, alors @ est non nulle. Ainsi dim Im @ = 1. La
formule de la dimension

dim ker @ + dim I'm @ = dim E
montre que le noyau de @ est un hyperplan vectoriel.

b) Soit O € E. Si ¢(0) = 0 alors O € H et H est non vide. Supposons ¢(O) = a # 0.
Puisque @ est une forme non nulle, elle est surjective sur R et il existe A € E tel que
?(071) = —a. La formule de Grassmann

0(A) = (0) + B(AM)

1. Autrement dit, une application affine & valeur dans R.



montre alors que ¢(A) = 0. Ainsi A € H et H est non vide.

¢) Puisque H est non vide, il existe A € H et

H = {MecE|pM)=0}

{M € E | p(A) + $(AM) = 0}
(M € E| @(AM) = 0}

(M € E| AM € ker 3}
{MeE|MEeA+ker @}

= A+dkerg@.

2) Soit ' € H un vecteur non nul. On pose

t: F — FE
M +— M =M+ o(M)®

Une telle application s’appelle une transvection d’hyperplan H.
a) Montrer que ¢ est une application affine.
b) Montrer que ¢ est injective.

Rép.— a) Soit O € E, on a

tON(M) = (0+¢(0)w) (M +o(M)T)
= (M + MO+ p(0)R)(M + o(M)R)

Posons N = M + MO + ©(0)@. On a maintenant

HOY(M) = N(N — MO — p(0)7 + o(M)T)
—~MO — o(O)U + (M)W
OM + @ (OM)7.

L’application ¥ : E — E définic par ?(?) =T +F (V)W est évidemment linéaire et
vérifie pour tout M € E, t(O)t(M) = ?(OZQ ). Par conséquent ¢ est une application affine.

b) Soient A et B deux points de E tels que t(A) = ¢(B). Alors :
A+ (AW =B+ ¢(B)w

d’ot, en utilisant la formule de Grassmann, AB = —?(@)7 Si 7(@) = 0 alors A=B.
Supposons ?(ﬁ) # 0. Ceci entraine que AB € Vect(w). Or @ € H = ker 7. Donc
?(ﬁ) = 0. Contradiction. En fin de compte, "application ¢ est injective.



3) Montrer que tout application affine f : F — FE qui est injective est bi-
jective. En déduire que t est bijective.

Rép.— Montrons d’abord que si f est injective alors 7 lest également. Si AB est tel que
(AB) = 0 alors, par la formule de Grassmann, f(A) = f(B) et comme f est injective
cela implique A = B. Donc ker? = {ﬁ} et 7 est injective. La formule de la dimension

dim E = dim ker ? + dim im?

montre ensuite que 7 est surjective. Soit O € E une origine et O’ = f(O) son image. Pour

montrer que f est surjective, il faut trouver un antécédant a tout point M’ € E. Puisque
? est surjective, il existe 7 € E tel que ?(7) = O'M’. Soit M tel que OM = 7. La

formule de Grassmann montre que f(M) = M’. Ainsi f est surjective.

4) On considere la transvection

t: & — FE
M — M =M-—pM).

Déterminer tot et t ot.

Rép.— On a
tot(M) = t(M)+ot(M))w
= (M —o(M)T)+ p(M - o(M)w)
= M—p(M)T +p(M)T - F(p(M)@)w
= M-—pM)P(w)w

Orwed = ker @, donc tot(M) = M. De méme, tot(M) = M. Ainsi £ = t~1. L’inverse

d’une transvection est une transvection.

5) Soit ¥ € E. On note T la translation de vecteur 7. Montrer que
a) Fizt = H.
b) t(T (H)) C T (H).

Rép.— a) On a t(M) = M si et seulement si (M) = 0. Donc Fix ¢t = H.
b) Soit B € T (H) et soit A € H tel que B =T (A). On a

t(B) = B+o(B)uw
= (A+77)+oB)w
= A+eB)u)+ 7
= TW(A +o(B)W).



Puisque o € ﬁ, le point A+ ¢(B)W est dans H et donc t(B) € T3 (H).

6) On appelle transvection vectorielle toute application de la forme

7. E — E
T o— T+B(V)T

ol B : E — R est une forme linéaire.

a) Les transvections affines sont-elles caractérisées par le fait que leurs
parties linéaires sont des transvections vectorielles 7 Justifier.

b) Soit f : E — E une application affine ayant au moins un point fixe
et dont la partie linéaire est une transvection vectorielle. Montrer que f est
une transvection affine.

Rép.— a) Non. Soit ¥ € E un vecteur non nul et non colinéaire & 7. On note T3 la
translation de vecteur ¥'. L’application affine T ot a pour partie linéaire une transvection
vectorielle. Or T o ¢ n’admet pas de point fixe. En effet

Tpot(M)=M < M+oMTU+7T =M < T =—po(M)¥

or ¥ est choisi non colinéaire & . Donc Fiz T ot = 0 et T2 ot ne peut étre une
transvection affine d’apres la question précédente.

b) Soit O un point fixe pour f. La formule de Grassmann montre que pour tout M € F
on a
f(M) = O+ 7 (OM)
= 0+O0M+gOMw
= M+P0OM)T

On définit une forme affine ¢ : E — R au moyen de la formule de Grassmann
VM eE, oM):=qp0)+FOM)
et en posant (O) = 0. On constate alors que pour tout M € FE

F(M) = M + (M)

Ainsi f est une transvection affine.

7) Soit f : E — E une application affine qui fixe tous les points d’un
hyperplan H et qui conserve globalement tous les plans paralleles a H.

i) Montrer que f est I'identité sur

ii) Montrer que le rang de ? —d est 1.



iii) Montrer que pour tout o € ﬁ, (? - ﬁ)(?) cH.
Suggestion.— On pourra considérer un point A de T (H) et son image A’

par f.
iv) Déduire de ii) et de iii) qu’il existe une forme linéaire 7 : R
et un vecteur o € H non nul tel que pour tout

VTR, (F-id)(T)=P(@)T.
v) Montrer que f est une transvection.

Rép.— i) Il suffit de montrer que pour tout couple (4, B) € H x H on a ?(@) — AB.
La formule de Grassmann donne

f(B) = f(4)+ 7 (4B)
et comme f(B) = B et f(A) = A on obtient ?(ﬁ) = AB.

ii) D’apres 1), ker(? - ﬁ) — H. La formule de la dimension montre alors que
dim im (f —id) =1.
iii) Soit A € T (H). Il existe O € H tel que A= O + 7. La formule de Grassmann

implique

A =0+TF (D)

car O € H est fixe par f. Puisque f conserve globalement T (H), on a A" € T (H) et
—

par conséquent AA’ € . Or A4 = ?(7) — . Donc (? — ﬁ)(?) i
iv) D’apres ii), il existe 7 € E non nul tel que
im (? — ﬁ) =R%w
et d’apres iil) o € . Ainsi, il existe @ : E R telle que
VO eE, (F-id)(7)=3(@)w
et puisque ? —3d est linéaire, @ est nécessairement linéaire.

v) D’apres iv), 7 est une transvection linéaire et I'application f fixe au moins un

point puisque qu’elle fixe tout 'hyperplan H. D’apres 6.b. f est une transvection affine.



