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M1 MEEF — Géométrie
Corrigé du partiel du 12 octobre 2015

Les documents et les calculettes sont interdits. 1l sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour [’attribution d’une note.

Les questions. — Les questions sont indépendantes les unes des autres.
Chaque question rapporte 2 points.

1.— Soit f: E — E une isométrie. Montrer que f est injective.

Rép.— Supposons qu’il existe M et N deux points distincts de F tels que M’ = N’. Ainsi
M'N’ = 0. Puisque f est une isométrie, M'N’ = M N et comme M et N sont distincts,
on a M N # 0. Contradiction.

2.— Soit f: E — FE une application affine bijective. Montrer que f~! est
affine.

Rép.— Soit A € E. Pour tout M € FE, on définit une application affine g : £ — E par
e
g(M) = g(A") + (F)~H(A'M)

ou A" = f(A). Notons que f étant inversible, ? est également inversible car s’il existait
AB € E tel que ?(1@) = 0 alors la formule de Grassmann impliquerait f(A) = f(B)
ce qui contredirait la bijectivité de f. Montrons que fog = idg et go f = idg ce qui
montrera que g = f~! et donc que f~! est affine. On a

Jog(M) = Jflg(a)+(F)MADD)
= o) + T o (1)7(A'M)
= A+ AM
= M

et
go f(M) = g(f(A)+ T (AM))
= g(f(A)+(F) o
A+ A
= M
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3.— Soient F' C E un sous-espace affine non vide et f : £ — H une appli-
cation affine. Montrer que f(F') C H est un sous-espace affine.

——
Rép.— Soit A € F, il faut montrer que f(F) = {A’M" | M’ € f(F)} est un sous-espace
vectoriel de H. Or,

JF) = {AM|3MeF, M = f(M)}
(AM'|3M e F, AM' = F(A)F(M)

(AM|3M € F, AM' = F(AM)}

car f est affine. Ainsi f( ) = 7(m ). Par conséquent f(F') est un sous-espace vectoriel

car c’est I'image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire.

4.~ Soit f: E — E une application affine inversible et o € E . Montrer
ue fot—o fl=t .
ae fotz o] 7

Rép.— Soit M’ un point de E et M = f~1(M’). On a

Jotgof M (M) = fotg(M)= (M +@) = f(M)+ T (@) =M + T ()

5.— Soient hyy (resp. hyi-1) Phomothétie de centre I € E (resp. J € E) et
de rapport k > 0 (resp. k~'). Montrer que hjy o hyz-1 est une translation
de vecteur (k — 1)]—J> . On admettra que les applications affines dont la partie
linéaire est 'identité sont des translations.

Rép.— La partie linéaire de hyj o hyi—1 est une homothétie vectorielle de rapport
kk=! =1, c’est donc l'identité. Ainsi hyy o hjy-1 est une translation t- avec v =JJ

ot J' = hypohyp-1(J). Puisque IJ =kIJ et T = ﬁ—&—ﬁ = (k- 1)ﬁ

Le probleme. — (10 pts) Dans tout ce probleme on identifie I’espace affine
euclidien orienté R? au corps des nombres complexes C. On note (O, &, 7')
un repere orthonormé de R? tel que 0 = O, 1 = O+ et i = O+ 7. Comme
toujours, on commet ’abus de notation consistant a confondre un nombre
complexe et son affixe, en particulier z = x + iy = O + 2 +y 0.

1) a ) Soit f : R? = C — R? = C une application affine. Montrer qu’il
existe (a1, g, B1, f2,11,72) € RO tels que

Ve=x+iy € C, f(2)=(v1x+ Ly+ 1)+ i(ax + Boy + 72)



et interpréter géométriquement les ceefficients aq, aw, 51, B2, 71 et Y.
b) Montrer qu’il existe a = a; + iag, b = by +iby et ¢ = ¢; + icy tels que

VzeC, f(z2)=az+bz+c
et déterminer a, b et ¢ en fonction de ay, as, B1, B2, V1, Vo.

Rép.— a) Dans le repere affine (O; A, A3) on a
2=0+zW +yv.
Ainsi, puisque f est affine,

f(z) = f(O+zU +y7)
— JO) 42T (@) +y T (D)

avec

FO)=0+mT + 727
T@) =T+, [(T)=HT+5T

d’ou l'existence des aq, as, 81, B2, 71,72 et leur interprétation géométrique.
b) Il suffit de développer f(z) = az + bz + ¢ et d’identifier avec a). On obtient

f(2) = (a1 + b))z + (b2 — a2)y +i(az + b2)x +i(ar — b1)y
d’ou

ag + f1
2

a1+ P _ax— [ a1 — [P
ap = 9 , 2 = ) 7b1* 9

, by = y C1 = 71,C2 = 2.

2) On appelle similitudes du plan les transformations f : C — C qui
conservent le rapport des distances, i. e. il existe k € R7. tel que :

|f(p) — f(q)]

—k
lp — 4

V(p,q) € CxC,p #q,

Montrer qu'une application affine f(z) = az + bz + ¢ est une similitude du
plan si et seulement si

(a=0etb#0) ou (a#0etb=0).
Rép.— On a

Iﬂm—fMH_JMp—®+h@—qN_{Ia+M ifp—geR
la—0b] ifp—qeiR

Ip — q| lp —ql



Il faut donc nécessairement que a = 0 ou b = 0 (mais pas simultanément car alors k = 0
et f ne serait pas une transformation). Réciproquement, il est facile de vérifier que toute
application de la forme

fz)=az4+c ou f(z)=bz+c

est une similitude de rapport k = |a| ou |b].

3) On va montrer que les similitudes du plan sont nécessairement des appli-
cations affines. Soit

iR — B \
w — f(O)f(O+ W)

a) Montrer que pour tout W € ]1@7 on a || f(@)| = k|||
b) Montrer que pour tout (w1, @W,) € R* x R?, on a

1F (@) = (@)l = k| @1 — @

¢) Montrer que pour tout (Wi, Ws) € I@ X H@, on a

(f(@1), f(W2)) = k* (W1, W2)

d) Montrer que pour tout (o, as) € R?, tout (W, Ws) € ]1@ X ]1@, on a

1f (@1 + axTs) — a1 f(W1) — an f(Ws)|| = 0
e) En déduire de que les similitudes du plan sont les applications de la forme
f(2) = az + ¢ (similitudes directes) ou f(z) = az + ¢ (similitudes indirectes)

avec a € C* et ¢ € C.

Rép.— a) Puisque (&, 7) est une base de H@, il existe (x,y) € R? tel que W = 2 +y 7.
)f

Ainsi
f@) = FOj0o+@)

et



b) On a, avec des notations évidentes,

f(@) — f(Wa) = f(O)F(O+w1)— f(O)f(O+Ws)
= (f(z1) = £(0)) = (f(22) — £(0))
= f(z1) = f(22)

et
If(@1) — f(@2)|| = |f(21) — f(22)| = klz1 — 22| = k|| W1 — W]

¢) On remarque d’abord que,

=2(f(@), f(@2)) = If (@) = F(@)II* = | f (@) = [ F(@2)]
D’apres les question b) et ¢), on a donc

—2(f(@), f(@2)) = [T - Do — T — @

= W, Ws)
d) Notons . . - =
A(f) = flaa @1 + aa®2) — a1 f(W1) — aaf (Wa)
On a -
IAHIP = (A, A)

= (f(a1 T + 2W2), fla1 W + 042W2)> +

= (Wi + auWo, ;W1 + aaWa) +

= (A(id), A(id))

Mais A(id) = 0.
e) De la question d), on déduit A(f) = 0, c’est-d-dire que f est linéaire et donc f est affine.

D’apres la question 2, f est nécessairement de la forme annoncée dans la question.

4) Montrer qu'une similitude f : C — C de rapport k # 1 possede un
unique point fixe 2. Ce point fixe est appelé le centre de la similitude.

Rép.— Supposons d’abord que f soit de la forme f(z) = az + ¢ avec a € C* et ¢ € C.
Alors z est point fixe de f si seulement si

Cc

f2) =2z <= az+c=2 <= z= 1
—a

Notons que le numérateur ne s’annule pas puisque k = |a| # 1 Ainsi f admet un unique

point fixe 2 d’affixe w = =

Supposons maintenant que f est de la forme f(z) =az +c¢. On a

c+ac

f()=z2=f(f(z))=2 <= a(@z+¢)+c=2 < Z:W

Ainsi w = 1C_+\Z\E2 est 'unique point fixe de f o f et ’ensemble des fixes de f est soit vide,

soit le singleton {w}. Un simple calcul montre que f(w) = w qui est donc I'unique point



fixe de f.

5) Soit f : C — C une similitude de centre Q et de rapport k& # 1. On
considere I'homothétie hqg 1/, : C — C de centre Q et de rapport 1/k et on
pose g := hq /0 f.

a) Montrer que g admet €2 comme point fixe.

b) On suppose f(z) = az + ¢. Montrer que ¢ est une rotation dont on
déterminera le centre et I'angle en fonction de a et de w.

¢) On suppose f(z) = az+ c. Donner I’écriture complexe de g en fonction de
a et de w puis décrire la nature géométrique de g.

Rép.— a) Clairement €2 est point fixe de g car il I'est de f et de hq ;.
b) L’homothétie hq 1,5 a pour écriture complexe

1
hoak(z) = E(z —w)tw
Supposons que f(z) = az + ¢ alors
9(2) = haoimo f(z)= %(az—kc—w) +w= I%‘(az—kc— =) tw

= ﬁ(z—ﬁ)—&-w:‘%‘(z—w)—i—w

Ainsi g est une rotation affine de centre €2 et d’angle 'argument du nombre complexe a.
¢) Supposons que f(z) = aZz + c alors

9(z) = th/kof( 2)

= (_ a (j

Ia\ 1-fa]?

= +(az c—w)—l—w:ﬁ(aé—l—c—fj‘g‘g)—l—w
D) tw=1g(zZ-@)+tw

Ainsi g est une réflexion affine dont I’axe passe par Q et fait un angle §Arg(a) avec I'ho-

rizontale.

6) Montrer que toute similitude f avec k # 1 est la composée commuta-
tive d'une homothétie et d’une isométrie admettant le centre de 'homothétie
comme point fixe.
Rép.— D’apres la question précédente

g:==hqimof < f=haroyg

ol g est une isométrie (rotation ou réflexion) dont Q est point fixe. (Si on se refuse
d’admettre a priori que g est une isométrie, on peut le démontrer directement par le
calcul. Par exemple dans le cas d’une similitude directe, on a

906) ~ 90 = | &0 =) = 0 )| =| 0= ) = o=

6



ainsi ¢g est une isométrie. Le calcul est tout & fait similaire dans le cas indirect). La

commutativité s’obtient par le calcul. Si f(z) = az + c alors g(z) = ﬁ(z —w) +w

1 1 a

ha () = 1(9() =) w0 = (e —w) +w—w) bw = (e —w) b
gohqr(z) = %(hg}k(z)—w)—i—w: %(%(z—w)—l—w—w)—kw: #(z—w)-i—w

Ainsi hq i 0 g = g o hq . Calculs similaires dans le cas indirect.

7) Soit R = (ABCD) un rectangle avec AB > BC et R = (BCEF) un
autre rectangle tel que E € |CD[ et F' € |AB]. On suppose qu'il existe une
similitude directe f telle que f(R) = R'.

a) Montrer par I'absurde que f([AB]) = [E'F| ou [BC|. En déduire le rapport
k de la similitude et montrer que son angle vaut +7

b) Montrer que f([AC]) = [EB].

¢) On suppose désormais que f(A) = B. Que valent f(B), f(C) et f(D)?
d) Montrer que f o f est une homothétie de méme centre que f.

e) Déterminer le centre de f.

D E C

A F B

Rép.— a) Supposons f([AB]) = [BF] ou [EC] alors f([AD]) = [EF] ou [CB]. La
conservation des rapports de longueurs implique

AB BF

AD  EF
or AD = EF donc AB = BF. Puisque F' € |AB|, on a BF < AB. Contradiction.
On a donc f([AB]) = [EF] ou [BC]. Par conséquent le rapport de la similitude vaut
k = BC/AB. Puisque (EF) et (BC) sont perpendiculaires & (AB), on en déduit que
l'angle vaut £75.
b) f(JAC]) est I'un des 6 = C7 segments obtenus en choisissant deux sommets parmi les
quatre du rectangle BCEF. Les quatre segments correspondant aux cotés du rectangle
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BCEF sont a exclure car ils sont déja I'image des quatre cotés du rectangle ABCD et
une similitude est inversible. Il ne reste donc que les diagonales [EB] et [FC]. Mais [FC]
n’est pas perpendiculaire & [AC], nécessairement f([AC]) = [EB].

¢) Puisque f(A) = B alors d’aprés la question a), on doit avoir f([AB]) = [BC] et donc
f(B) = C. D’apres la question b), f([AC]) = [EB] et donc f(C) = E. Enfin, f(F) = A.
d) D’apres la question 5 et la question a), on a f = hg 09 = gohg i ol g est une rotation
d’angle £7 et de centre 2 Ainsi

fof=(harog)o(gohar)="haro(gog)ohar=haro—Idohgy=—hq>

e) Notons H = fo f. D’apres ¢) ’homothétie H conserve la droite (AC) et la droite (BE).
Le centre 2 de H (et de f) est donc le point d’intersection de (AC) et de (BE).



