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Les documents et les calculettes sont interdits. Il sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour l'attribution d’une note.

Les questions. — Les questions sont indépendantes les unes des autres.
Chaque question rapporte 2 points. Sauf mention explicite du contraire, les
espaces affines (et vectoriels) considérés sont de dimension finie.

1.— Si f et g sont deux applications affines, montrer que f o g = ? 7.

Rép.— On note M’ = g(M) et N’ = g(N). On a
FogM)fog(Ny = FM) (NS = T (M'N') = F (¢(M)g(N)) = F (7 (MN)).
Ainsi m = ? 0.

2.— Soient F' C E un sous-espace affine non vide et f : E — H une appli-
cation affine. Montrer que f(F) C H est un sous-espace affine.

Rép.— Soit A € F, il faut montrer que f(F) = {A'M’' | M’ € f(F)} est un sous-espace

vectoriel de H. Or,
f(F)

(AM'|3M € F, M’ = f(M)}
(AN |3M e F, AM = J(A)J(1})
(AM'|3M € F, M = F(AM)}

car f est affine. Ainsi f(F ) = ?(AM) Par conséquent f(F') est un sous-espace vectoriel
car c’est I'image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire.

3.— Montrer que si 7 = kld, k # 1, alors f est une homothétie dont on
déterminera le rapport et le centre.

Rép.— Montrons d’abord que f a un point fixe. Soient O et M deux points quelconques,
la formule de Grassmann s’écrit

F(M) = f(0) + F (OM)



soit encore .
M' =0+ kOM = O + kOO + kO'M

d’out

et M est fixe si et seulement si
N k N
O/MI - ﬁOOI

On note I 'unique point fixe de f caractérisé par la relation
ko —

On a
M =1+ F(OM)= IM = F(IM) = kIM

et f est une homothétie de centre I et de rapport k.

4.— Soit O € E. Montrer que tout élément f € GA(E) s’écrit d’'une maniére
unique sous la forme f =t o g ou t est une translation et g un élément de

GA(FE) qui fixe O.

Rép.— Soit O’ = f(O). On définit g en posant

gi=t szl ()

On a g(O) = 0 et g est composée de deux éléments de GA(E), donc g € GA(E). Il suf-
fit d’inverser (*) pour obtenir f = t o g. Supposons f = t; 0 g; = t2 0 g2 Ceci implique
t1 0g1(0) = ty 0 g2(0) d’ont t1(0) = t2(O) et donc t; = t5. Mais alors g1 = t1_1 of =
t;l o f = g d’ou I'unicité de la décomposition.

5.— Soient D et D' deux droites paralleles du plan et sp, spr les réflexions
par rapport a ces droites. Déterminer spr o sp.

Rép.— Soit M un point du plan et M' = sp(M), M" = sp/(M'). On note H (resp. H')
la projection orthogonale de M sur D (resp. de M’ sur D’). On a

MM =13H +HM =2HM'

et

MM"=MH +HM"=2MH'
— —
D’ot MM” = 2HH’. Observons que le vecteur HH' ne dépend pas de M. C’est I'unique

vecteur tel que HH' | D et t——(D) = D'. Ainsi sprosp =t —
HH 2HH



Le probléme. — (10 pts) On note £ un espace affine de dimension deux et E
sa direction. Le but de ce probleme est d’étudier les applications f: F — E
telle que f o f = f. De telles applications sont dites idempotentes d’ordre 2.

PREMIERE PARTIE : APPLICATIONS IDEMPOTENTES.— Onnote R = (0, €1, €5)
un repere de F et (x,y) les coordonnées dans ce repere.

1) Soit f : E — E donnée dans le repere R par f(z,y) = (|z|, |y|). Ceci
signifie que si M = O +27¢, + y €, alors

F(M) =0+ z[®1 + [y @

a) Montrer que f est idempotente d’ordre 2. .
~ D) Soit f : E — E définie par f(OM) = f(O)f(M). Montrer que
f(?l) = ?1 et que f(-?l) = ?1.

c) L’application f est-elle affine? Justifier.

Rép.— a) Notons f = (f1, f2) les fonctions coordonnées. On a
F(f(a,y) = fF(fri(z,y), fo(z,y) = ([fi(z,9)], [ f2(z,0)]) = (2], |ly]]) = (], [y])-
b) Notons que f(O) = O et que donc f(m) = f(O)f(M) = |z|@1 + |y| &2 Ainsi

.]?(?1) = ?1 et q~ue f(_?l) = ?1.
¢) L’application f n’est pas linéaire car sinon
f(e)="21 = f(=21)=—"71
ce qui n’est pas le cas d’apres la question précédente. Donc f n’est pas une application

affine.

2) Soit f : E — FE donnée dans le repere R par f(z,y) = (z,1).
a) Montrer que f est idempotente d’ordre 2.
b) L’application f est-elle affine ? Justifier.

Rép.— a) On a

(@) = f(A(z,y), fo(z,y)) = flz,1) = (2,1)

ainsi f est idempotente d’ordre 2.
b) Notons que f(O) = O + @a et f(M) =0 +2¢; + €3. Par conséquent

F(OM) = FIO)F(M) =z,
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Puisque OM = €1 +y s, il sen suit que Papplication f est la projection sur Vect(e)

parallelement & Vect(@5,). C’est une application linéaire.

3) Soit f : E — F une application idempotente d’ordre 2 (non nécessairement
affine). On note Fiz f={M e E| f(M)=M}et Im f={N € E|3IM €
E, f(M)= N}.

a) Montrer que Im f C Fix f.

b) Montrer que Fiz f C Im f et en déduire que Fix f = Im f.

¢) Montrer que f posséde au moins un point fixe.

d) Montrer que si f admet un unique point fixe alors f est une applica-
tion constante.

e) Une application f : E — FE qui est constante est-elle affine ? Justifier.

Rép.— a) Soit N € Im f. Il existe M € E tel que N = f(M) et puisque fo f= fona
f(N)=fof(M)=f(M)=N

donc N € Fix f

b) Soit N € Fiz f. On a f(N) = N par conséquent N € Im f.

¢) Puisque I'm f n’est jamais vide, Fiiz f est non vide et f admet donc au moins un point
fixe.

d) Puisque Fiz f = I'm f, 'image de f est réduite & un point et f est donc une application
constante.

¢) Oui. On vérifie immédiatement que f est I’application identiquement nulle, donc linéaire.

SECONDE PARTIE : PROJECTIONS.— On suppose désormais que f: F — F
une application a la fois affine et idempotente d’ordre 2.

4) Montrer que soit f est constante, soit f est l'identité sur E, soit Im f est
une droite de F.

Rép.— Puisque f est affine, Im f est un sous-espace affine de FE, c’est donc soit un
singleton, soit une droite, soit E tout entier. Si I'm f est réduit & un point, c’est que f est

une application constante. Si Im f est tout E, c’est que f est I'identité car Im f = Fix f.
5) Soit 7 I’application linéaire associée a f. Montrer que ? o ? = ?

Rép.— Pour tout (M,N) € E? on a

Fo J(MN) = (F o HM)(f o N(N) = FM)F(N) = T (MN).
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Ainsi fo = 7 Comme f—og> = ? 07, on en déduit ? o ? = ?
6) Montrer que Ker?ﬂ[m? = {6)} et en déduire que E = Ker?@[m?.

Rép.— Soit ¥ € Ker? N Im?. Puisque 7 € Im?, il existe W tel que ¥ = ?(U)})
Puisque ¥ € Ker? on a aussi 7(7) = 0. Ainsi

T=F@)=TFcF(@=7@)="7.
Donc Ker? N Im? = {ﬁ} Par le théoréme du rang, on a
dim Ker? + dim Ker7 —dim E

ce qui implique E = Ker? @ Im?.

7) On suppose dans cette question que I'm f est une droite et on choisit le
repere R = (O, @1, @) de telle facon que Im 7 = Vect(¥,) et Ker ? =
Vect(5).

a) Montrer que ?(?1) =7

b) Ecrire la matrice A de ? dans la base (€1, €).

c¢) Reconnaitre 'application ?

d) Montrer que pour tout M = O + ¢, + y &, € E, application f
s’écrit

f(M) = f(O) + 27

Rép.— a) Ceci découle directement de la question 3b) mais on peut le retrouver par un
caleul direct. Puisque @1 € ImJ, il existe @ tel que @1 = 7(@*), d’ott

T =TT (@) =T7@) =72
b) Puisque ?(?2) = ﬁ, on a
10
2=(0 o)

¢) L’application ? est la projection vectorielle sur Vect(®) parallelement & Vect(€ ).
d) Puisque ?(?1) =7 et 7(?2) = 0, la formule de Grassmann s’écrit

f(M) = f(O)+ F(OM)

FO)+ T (2@ +ye2)

8) Réciproquement, on considere une application affine f : ' — E définie
pour tout M = O 4+ 21 4+ y @, par

F(M) = f(O) +a7e,
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(en particulier 7(9071 + y@;3) = 27¢;). Montrer que f est idempotente
d’ordre 2 si et seulement si f(O) € O + Vect(¥s).

Rép.— a) On a

fo f(M)=f(f(O)+221) = F(f(O) + [ (@@1) = f(f(0)) + =2,

Ainsi

fof=Ff < f(f(0) = f(0) « F(OF(0)) =T < OF(0f € Ker¥.

Or Ker? =Vect(®3),onadonc fof=f < f(O)€ O+ Vect(es).

9) Soient F et Zf deux sous espace vectoriels de E pas nécessairement de
dimension 1 mais tels que ﬁ = ? &) 6 et on note

E — E
W=uw+7T — W

la projection vectorielle sur ¥ parallelement a Zf On pose F' = O + F et
G=0+3G.

a) Soit M € E. Montrer que le sous-espace affine M + 6 intersecte F
en un point unique que 'on note M.

b) On appelle projection affine sur F parallelement a G 'application
affine f : £ — E qui a tout M € E associe le point M’. Montrer que f est
affine et que son application linéaire associée est 7.

¢) Montrer que I'ensemble des applications affines de F idempotentes de
degré 2 est précisément ’ensemble des projections affines de F.

Rép.— a) Puisque E=TF &) 6, le vecteur OM s'écrit d’une fagon unique sous la forme
Wzﬁ—k? avecﬁef}etﬁeﬁ. Soit N =0 + 7. PuisqueOEFetﬁeﬁona
N € F. Puisque MN = ON —OM = % ona N € M+ G. Donc FN (M + G) contient au
moins un point. Supposons qu’il en contienne un deuxieme distinct de N, disons P, alors
PN serait & la fois dans F' et dans ﬁ, on aurait donc PN = T. Contradiction.

b) Notons que f(O) =0 car O € FNG. On a

f(ORM) = F(O)f(M) = OM = w = 7(OM)

ou, comme dans la question précédente, on a noté OM =@ + 0 avec U € Fetwed.
Ainsi f est affine et son application linéaire associée est 7.

¢) Soit f une projection affine. Puisque M’ € (M’ + 6) NF,ona f(M')= M et donc
fof(M) = M pour tout M € E. Les projections affines sont donc idempotentes de



degré 2.

Réciproquement, soit f une application affine idempotente de degré 2. Si Im f est de
dimension 0 alors f est une application constante c’est-a-dire une projection affine sur un
point. Si Im f est de dimension 2 alors f est 'identité c’est-a-dire la projection affine sur
F tout entier. Si Im f est de dimension 1 alors d’apres la question 8,

f(M) = f(0) + 2721

Ceci incite & poser F= Vect(®1) et F = f(O) + F. Ainsi f(M) € F. Posons également

G = Vect(®3). On sait, toujours grace a la question 8, que f(O) € O+Vect(€2) = 0+G.
On a

Mf(M) = Mf(O) + 1—*6—&-0 +xe :—y?2+0f(0ieﬁ.

Ainsi f(M) € M + G et donc f(M éM + ﬁ N F. L’application f est donc une
projection affine sur F et parallelement a



