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Les documents et les calculettes sont interdits. Il sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour l'attribution d’une note.

Les questions. — Les questions sont indépendantes les unes des autres.
Chaque question rapporte 2 points. Sauf mention explicite du contraire, les
espaces affines (et vectoriels) considérés sont de dimension finie.

1.— Soit f: E — FE une application affine et 7 . E - E son application
linéaire associée. On suppose que f est bijective, montrer que f est bijective.

Rép.— Commencons par l'injectivité. Supposons que A et B soient deux points tels que
f(A) = f(B). De la formule de Grassmann

f(B) = f(A) + T (AB)

on déduit que ?(ﬁ) =T et par conséquent AB € ker ? Puisque ? est bijective, elle
est injective ce qui signifie que ker ? = {ﬁ} Ainsi AB = 0 et A = B. Ceci montre
Iinjectivité de f.

Abordons maintenant la surjectivité. On veut montrer que pour tout P € F, il existe
Q € F tel que f(Q) = P. On introduit une origine O € E et on écrit la formule de
Grassmann

f(M) = f(0) + f (OM).

Ainsi

F(Q =P < O+ FOM)=P.

Cette derniere équation est équivalente a
F(OM) = O'P.

Puisque 7 est bijective, il existe un unique vecteur @ € E tel que 7(7) = O/g.
L’équation ci-dessus est donc équivalente a

OM = 7.

11 suffit donc de prendre Q = O + & pour avoir un antécédent & P.



2.— Soit f: EF — FE une application affine. Montrer que si Fix f est non
vide alors c’est un sous-espace affine de F.

Rép.— Soit A € Fixz f (qui est non vide). On va montrer que F = {AZ@ | M € Fix f}
est un sous-espace vectoriel de E. Or

{%w }W

{AM | J(A)J(M) = AN}

= {mmm) AN car f affine
Ker(?—zdﬁ).

{AM | M € Fiz f}

3.— Soit ¢ : GA(F) — GL(@) Papplication f ? Montrer que ¢ est
surjective.

Rép.— Soient L € GL(@) et O une origine de E. On définit f : E — E en posant
f(M):=0+ L(Om)

pour tout M € E. Par construction f est une application affine dont ’application linéaire

associée est = L. Il reste & montrer que f est inversible. Pour cela, on définit une

application g : F — F par

g(M) := O+ L~Y(OM)

pour tout M € E. On a

fog(M) = f(O+L~Y(OM)) = f(0)+ F(L™!
Or f(O)=0et J =L d'on

fog(M)y=0+0M =M
Ainsi f o g = id. On vérifie similairement que g o f = id. Ceci montre que g est I'inverse
de f et que par conséquent f € GA(E). Par construction ¢(f) = L ce qui montre que ¢
est surjective.
4.— Soient f; = tp o g et fo= t, © G2 Montrer que
frofo=tg g 2,909

(on démontrera la relation de conjugaison).

Rép.— On a
fiofa=tgp ogoty og.



Or
t—=> =1 .
fotw =tgq°f
En effet, soient M € E et M’ = f(M). On a

fotg fTHM) = fotgy (M) = f(M +7) = M’ + F (W) =t o, (M)

Ainsi fot ft= t?(ﬁ) et en composant & droite par f~! on obtient la relation fotyp =

t?(ﬁ) o f. Ainsi
g1 0 tﬁZ = t?1(72) 04g;.

En remplacant, il vient

frofo=tg otg @,)°9°9
qui est la relation demandée.

5.— Soit f: F — E une application affine. On suppose que ? — kid avec
k # 1. Montrer que f a un unique point fixe.

Rép.— Soit O un point de E. La relation de Grassmann s’écrit
J(M) = f(0) + T (OM).
L’équation f(M) = M est donc équivalente a
1(0)+ 7 (OM) = M
Puisque ? = kﬁ, cette équation est équivalente a
£(0) + kOM = M

soit encore

0J(O5 + kOM = OM
c’est-a-dire

_Of(O B of(O
OM = - — M=0+ e

Ainsi 'équation f(M) = M admet une unique solution ce qui montre que f a un unique

point fixe.

Le probleme. — (10 pts) On note F un espace affine de dimension quel-
conque n > 0 et ﬁ sa direction. Le but de ce probleme est d’établir le
théoreme de Carathéodory.



PREMIERE PARTIE : ENSEMBLES CONVEXES.— Un point pondéré est un

couple (A, a) avec A € E et a € R. On considere un systeme de m+ 1 points
pondérés ((Ao, ), ..., (Am, am)) avec Y 1" oy # 0.

1) Montrer que 1’équation

m
P
S oA =T (1)
i=0
ou G € F est 'inconnue admet une unique solution donnée par
SN
> 04

G=0+22

m

1=0

ou O € FE est une origine quelconque. Cette solution est appelée le barycentre
du systeme de points pondérés et on note

G = bar((Ao, @), -, (Am, m)).

Rép.— Soit O € E une origine. On a :
0,GA, =T Zai(@JrO_AZ) =T <Zo‘i> 0G = ZaiO—AZ.
=0 i=0 j

K2

Puisque Y %, a; # 0, on peut écrire

m ZaiO—Az Z%‘O—AZ
GA =0 < 0G="" — G=0+22
i=0 o N
i=0 i=0

Ainsi I'équation (1) admet une unique solution G, déterminée par le systéme de points

pondérés et 'origine O.

2) Soient A et B deux points quelconques de E. Le segment [AB] est le
sous-ensemble de E défini par

{A+ B |xe [0,1]}.
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a) Soit P € [A, B]. Montrer qu’il existe a« > 0 et § > 0 tels que
P =bar((A,a), (B, ).

b) Réciproquement montrer que si P = bar((A, ), (B, 5)) avec a > 0 et
B >0 alors P € [A, B].

Rép.— a) Puisque P € [A, B], il existe A € [0,1] tel que P = A + /\@, c’est-a-dire tel
que AP = AE. Ainsi
AP = NAP + PB) <= 0 = (1 - \PA+ \PB <= P =bar((A,1-\),(B,\)).

Par conséquent @« =1 — X\ et 8 = A conviennent.
b) On a

aPA+pPB =T <= aPA+pB(PA+AB) < 0 =(a+pB)PA+BAB
— ﬁ:ﬁ+a¢i6@‘<:>ﬂ%:xﬁ

avec A = aiw € [0,1].

3) On dit qu'une partie C' C F est convexe si, quels que soient P, € C, P, €
C, le segment [P P,] est entierement contenu dans C.

a) Soient A et B deux points de E et P, P, deux points de [A, B] et
P € [P, P,]. Montrer que P € [A, B]. Indication : écrire P, et P, sous la
forme P, = A + )\1@ et P, =A+ )\21@.

b) En déduire que tout segment est convexe.

Rép.— a) Puisque P; et P, sont des points de [4, B], il existe A\; € [0,1] et Ay € [0, 1]
tels que P = A + Alﬁ et Po= A+ )\21@. Puisque P est un point de [Py, Py, il existe
w € [0,1] tel que P = Py + Py P;. Notons que

Py = A+ MAB + (A — \)AB = P+ (A — \)AB.
Par conséquent
P =P +uPiP= A+ MAB + p(hs — M)AB = A+ (\ + p(Aa — M) AB.
Supposons pour fixer les idées que Ay > A1, alors
AL S A+ p(Az — A1) < Ao

et donc, puisque 0 < A; < A2 <1, 0n a A + p(Ae — A1) € [0, 1].
b) Le raisonnement précédent montre que pour tout couple de points (P, P) de [A, B],



le segment [P P,] est entierement contenu dans [A, B]. Ainsi [A, B] est connexe.

4) Soient Ay, ..., Ay, m+ 1 points affinement indépendants de I’espace affine
E. On appelle simpleze de dimension m et de sommets Ay, ..., A,, 'ensemble
des barycentres a coefficients positifs de ces m + 1 points :

Simp(Ao, ooy An) = {G = bar((Ao, ao), .o, (Am, am)) |
Qp Z 07"'7am 2 Oazai 3&0}
i=0

A AQ A3
1
A A2$Al
AO AO Al AO

Un simplexe de dimension 1 est un segment, un simplexe de dimension 2 est un triangle
plein et un simplexe de dimension 3, un tétraedre plein.

a) Soient P; = bar((Ao, @), ...y (Am, aim)) €t Py = bar((Ao, o), -y (Am, Bim))
avec a =y a; #0et f=31" 3 #0.Soit A € R, on considere le point
P := P, + \P, P,. Montrer que
P = bar<<A07’YO)7 ) (Amaf)/m))

avec 3 = (1 — A\)% + )\%.
b) En déduire que Simp(Ao, ..., A,,) est convexe.

Rép.— Soit O une origine de F, on a

i o O4; f: BiOA;
OP, = =2 et OFp=""0
2 25
=0 =0
Ainsi
= AT

OP = OP, + AP/ P; = OP, + A(PiO + OP5) = (1 — \)OP, + A\OP.

Par conséquent




ot Pon anoté o =3 " ja; et =3 1" B;. On en déduit
P= bar((A0770)7 seey (Am7’7m))

avec

1—-Na;  AG;
A=Nai A8
a B
b) Soient P; et P, deux points de Simp(Ay, ..., App,). Par définition, il existe ag > 0, ..., vy, >
Oet B9 >0,..., 5, > 0 tels que
P1 :ba’f‘((Ao,Oéo),...,(Am,Olm)) et PQ :baT‘((Ao,ﬁo)7...7(Anl,ﬁm)).

Soit P € [Py, P>]. Ll existe A € [0, 1] tel que P = P;+ APy P5. D’apres la question précédente,

—Na; i
P = bar((A0,%0), - (Am,ym)) avec 5; = (=20 4 A%
positifs car ils s’expriment comme combinaison linéaire a coefficient positif de quantités

Yi =

. On remarque que les v; sont
positives. On conclut que P € Simp(Ag, ..., Am).

5) Soient Ay, ..., A, m + 1 points affinement indépendants de 'espace affine
E. Soient Py, ..., Py, m+ 1 points de Simp(Ao, ..., Am) et (ag, ..., ), m+1
réels positifs ou nuls tels que @ = ag + ... + a,,, # 0.

a) On considere

G = bar((Po, ), -y (P, atm))-
Montrer qu’il existe des réels 79 > 0, ..., ¥m > 0, Yo + ... + vm # 0, tels que
G =bar((Ao,70), s (Am, Ym))-
b) En déduire que Simp(Fy, ..., Py) C Simp(Ao, ..., An).

Rép.— a) Puisque P; € Simp(Ao, ..., Ap), il existe B0 > 0,...,8jm >0, Bj = Bj0+... +
Bjm # 0 tel que

J

o7, = o,
=0

et ceci pour tout i € {1,...,m}. En remplacant dans I’expression donnant G = bar((Py, ), ..., (Pm, @m)),
on obtient

50— & %(—ﬁ;:ij(i

- (07 -
j=0 j=0

ﬁ“@ﬁ):i yoibii | o,

i—0 \j=0 ¢ Bi

m
a; B - .
Posons v; = — 3 et constatons que comme toutes les quantités sont positives :
a B
j=0 J

~; > 0. Notons enfin que

m m m B7Z m 1 m m .
S-Efuk-Late-Luo




Ceci montre que G = bar((Ag,Y0), ---, (Am,¥m)) avec les propriétés demandées sur les ;.
b) On vient de démontrer que

m
{G = ba?"((PO,Oéo), B (Pma a'm)) |Oéo > 07 ceey QU > 07 Zai 7é O}
i=0
est inclus dans
{G =bar((Ag,a0), ..., (Ap,am)) o >0, .oy > O,Zai # 0}
i=0

ce qui est exactement dire que Simp(Py, ..., Pn) C Simp(Ao, ..., Am)-
SECONDE PARTIE : ENVELOPPES CONVEXES.— Soit P C E un sous-

ensemble de E. L’enveloppe convexe C'onvP de P est I'ensemble des ba-
rycentres a coefficients positifs de points de P. Précisément

Conv P = U Bary(P)
NeN*
avec

Baryn(P) = {bar((Ag, ap), ..., (An,an)) | Ag € P, ..., Ay € P,

N
Qo > 07"'7&]\7 > Oazai 7é 0}
=0

As As

Ay A, Ay d

Ag Ay Ag Ay
Un pentagone plein P (& gauche) et son enveloppe convexe Conv P (a droite).

6) Soit G un point quelconque de E et soient Ay, ..., A, (m + 1) affinement
dépendants (autrement dit les vecteurs AgAj,...,AgA,, forment une famille
liée).

a) Montrer qu'il existe m + 1 réels ay, ..., o, non tous nuls tels que

iai—O et i&lﬁl_ﬁ
=0 i=0



b) Soient Ag, ..., Ay, m~+1 réels positifs non tous nuls et G = bar((Ag, \o), -
Montrer que pour tout £ € R on a

1=0

c¢) Soit I = {iy,ia,...} Pensemble des indices ¢ tels que «; > 0. Montrer
que [ est non vide.

s
d) On choisit t = mi}l ~*. Montrer que, pour tout i = 0, ...,m, on a
el QO

e) Montrer qu’il existe (au moins) un indice j € {1,...,m} tel que
)\j - tOéj =0.

f) En déduire que G peut s’écrire comme un barycentre a coefficients tous
positifs des points A;, © # j.

Rép.— a) Puisque la famille AgA1,...,AgA,, est liée, il existe a, ..., @, non tous nuls tels
que

Z a;AgA; =
i=1
On a donc
Z (AoC+ GA;) = (Zal> A0+ZQ1GA
i=1 i=1
11 suffit de poser g := — 2211 «; pour obtenir les m + 1 réels demandés

b) Puisque G = bar((Ao, Ao), .-, (Am, Am)) on a

m
S NGA =T
i=0
et d’apres la question précédente
N
i=0
d’ou par combinaison linéaire
% ——
SN~ ta)GA; =T
=0

 (Ams Am))-



pour tout t € R.

¢) L’ensemble I est non vide car les «; sont de somme nulle et ne sont pas tous nuls.

d) Puisque A; > 0 pour tout ¢ € {1,...,m} et que a; > 0 pour tout ¢ € I, on a ¢t > 0.
Notons J l'ensemble des indices 7 tels que o; < 0. Ona IUJ ={1,...m}.Sii € J,ona
—ta; > 0 et donc A\; — ta; > 0. Sii € I, alors par définition de ¢ :

)\,
t< 2 = N\ —tay > 0.
o

S .. Y . - A
e) Notons j un indice pour lequel le minimun min % est réalisé. Pour un tel indice t = =
icl oy j

et par conséquent \; —ta; = 0.
f) La relation

i=0
indique que G = bar((Ao, £0); -, (Am, tim)) avec u; = A; — tay;. Puisque p; = 0, on a aussi

G = bar((AOv/“"O)v e (Ajflv/ijfl)v (Aj+1a Nj+1)» sy (Amvﬂm))~

7) On suppose que dim F = m. Déduire de la question précédente, le théoreme
de Carathéodory, a savoir que

Conv P = Bar,,(P).

Rép.— Supposons N > m alors tout ensemble de N points est nécessairement affinement
dépendant et d’apres la question précédente

BarnyP = Barny_1P.
Une récurrence immédiate montre que pour tout N > m :
BaryP = Bar,,P.

Si N < m alors BaryP C Bar,P (il suffit pour cela de compléter le systéme de points
avec des pondérations nulles). Au bilan

Conv P = U Bary(P) = Bar,P.

NeN~
8) Montrer que
Conv Simp(Ao, ..., Apm) = Simp(Ao, ..., Am).
Rép.— D’apres la question précédente

Conv Simp(Ao, ..., Am) = Bary, Simp(Aq, ..., Am).

10



et d’apres la question 5

Bar,, Simp(Ag, ..., Am) = {bar((Ao, ao), -y (Am, am)) |ag > 0, ...y, >0, Zai # 0}
i=0

Ce dernier ensemble est précisément Simp(Ag, ..., Am)-
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