Université Claude Bernard Lyon 1
M1 MEEF — Géométrie

Partiel du mercredi 17 novembre 2021 - Durée 2h

Les documents et les calculettes sont interdits. Il sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour [’attribution d’une note.

Les questions. — Les questions sont indépendantes les unes des autres.
Chaque question rapporte 2 points. Sauf mention explicite du contraire, les
espaces affines (et vectoriels) considérés sont de dimension finie.

1.— Soit ? . E - E une application orthogonale et (€1, - -, @,) une base
orthonormée de E. Montrer que (?(?1), e 7(?&) est une base ortho-
normée de E.

(ef,e3) une

2.— Soit ﬁ un espace vectoriel orienté de dimension 2 et B = (e, €3
base orthonormée directe de E. On considére un élément 7 € SO(E) et on
note A sa matrice dans la base B. Montrer qu’il existe # € R tel que

cosf) —sin6
A= < sinf  cos#f )
(on admettra le résultat de la Q1).

3— Soit f: F — F une application affine. On suppose que 7 = l{:z‘d> avec
k # 1. Montrer que f a un unique point fixe.

4.— Soient § € R et sy : C — C donnée par sq¢(z) = ez, Déterminez Fix sg.

5.— Donner I'énoncé exact du lemme d’adjonction d’un point fixe (on ne
demande pas la démonstration).



Le probléeme. — (10 pts) Le but de ce probleme est d’étudier les propriétés
géométriques de l'icosaedre

Décomposition de licosaedre T = I, U I_ (& gauche), notations des sommets (a droite)
UN FORMULAIRE TRIGONOMETRIQUE EST DISPONIBLE EN FIN DE SUJET

UNE QUESTION PRELIMINAIRE.— Soit n > 1 et k € {0,...,n — 1}. On note
2ikm

km < . < 3 L7
wE = e la k-éme racine n-eme de 'unité.

1) Montrer que
e i2k+1
W41 +wip =2cos—e' n
n

PREMIERE PARTIE : VOISINAGE D’UN SOMMET.— On note (O, €{, €3, €3)

le repere standard de R3. On considere le point C' = O + € et pour tout
k €{0,1,...,4} les points

S — (icos%_ﬂ 2 n 2T L)
VB 5 Ve 5B

Dans la suite, on adopte une convention circulaire pour l'indice k, I’écriture
S5 signifie Sy, Sg signifie Sp, etc. On donne également les valeurs

T Vh+1 o V5 —1

cos — = et cos— = .

) 4 ) 4

2) Montrer que le triangle Ty de sommets Sy, S; et C' est équilatéral.



3) Soit 7 I'application de R? donnée par

21

5

r(z,y,2) = | zsinZ +ycosZ
2

2 :
ZCCOS? — ysin

a) Montrer que r est affine.
b) Montrer que 7 est une isométrie.
c) Pour tout entier n > 1, on pose r™ = ror™! et on convient que r® = id.

Montrer que

2nm s 2nm
X COS 5 Y Sin 5

r*(z,y,2) = | xsin 2T 4 ycos 22T
z
d) En déduire que les triangles Ty, k € {0, ...,4}, de sommets Sy Sk 1C
sont tous équilatéraux et isométriques entre eux.

4) a) Soit 2 = (0,0, \/Lg) En s’appuyant sur la question préliminaire montrer
que
T ——
@k+l + Sﬁk = —2cos g QS],H_?,.

b) Montrer ensuite que
T
O?]g+1 + O?k = —2cos g OSk-+3.
Suggestion.— On pourra penser a introduire un point intermédiaire.

SECONDE PARTIE : CONSTRUCTION DE [, .— Soit k € {0, ...,4}. On considere
le plan affine II; engendré par les trois points O, Sy et Ski1 et s la réflexion
affine selon ce plan. On note S}, = sx(C) et T}, = s4(71}). La partie supérieure
I, de l'icosaedre est ’ensemble :

4

L= JmuT).

1=0

5) a) Montrer que pour tout k, ||Cﬁk’| = |®k+1|]
b) En déduire que OSy, + OSki1 et OSk 1 — O?k sont orthogonaux puis



que C@Hg est orthogonal a @k+1 — O?k
¢) Montrer que 2@ + @k+3 est orthogonal a ®k+1 — @k
d) Montrer que 20? + C@Hg est orthogonal a @k+3.

6) On note By la base orthogonale
(01, 73,75) = (CT%H?” OSp41 — 08,20C + @k+3).

a) Décomposer le vecteur OC dans la base By..
b) Ecrire la matrice de 57 dans la base By.
c¢) Montrer que s£(C) = O — ®k+3.

d) Soit o 'application affine définie par
o(M) =0 — OM

pour tout point M de I'espace. Reconnaitre o.
e) Montrer que S), = 0(Sk+3).

TROISIEME PARTIE : PROPRIETES GEOMETRIQUES DE /.— On note ¢’ =
o(C) puis I_ I'image par o de I, et on pose

I=I1,Ul.

7) Montrer que 'ensenble des sommets de I est inclus dans une sphere de
centre O et de rayon OC.

8) Pour tout k € {0, ...,4}, on considere I'application affine f; = o o sy.

a) Ecrire la matrice de  dans la base B.

b) Montrer que f; est un retournement dont 'axe est dirigé par (ﬁ +
= .
OSk.3 et passe par le point O.

c¢) Montrer que fi(C) = Skys.

d) Déterminer le point fi(Sk+3).

e) En déduire que fy laisse invariant le plan affine engendré par O, C' et

Sk+3-
f) Montrer que f; laisse également invariant le plan affine engendré par

07 Ska Sk+1‘



FORMULAIRE TRIGONOMETRIQUE.*
1
cos? 0
sin20 = 2sinf cosf, cos20 = cos®f — sin* 4

1+ tan?6 =

cosp+cosq = 2008’%008’%
COSp —Ccosq = —QSin’%sin’%
sinp+sing = 28111’%005’%
sinp —sing = 2sin’%cos’%.
cos(a+0b) = cosacosb—sinasinb
cos(a —b) = cosacosb+sinasinb
sin(a+0b) = sinacosb+sinbcosa
sinfa—b) = sinacosb—sinbcosa



