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Corrigé du controle continu 2 du 25 octobre 2017

Les documents sont autorisés mais les calculettes et les téléphones por-
tables sont interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour
Uattribution d’une note.

Probléme. — Soit I un intervalle et  : I — R? une courbe plane pa-
ramétrée par la longueur d’arc. Soit £ > 0 et v : I — R? une courbe telle
que, pour tout t € I, on ait :

a) |In(t) — (@) = ¢

b) 7/(t) est proportionnelle au vecteur n(t) — y(t).
Une telle courbe est appelée tractrice de la courbe n : le point y(t) est tracté
depuis n(t) via la tige n(t) — y(t) qui est de longueur /.
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Premiére partie.— On suppose que I = R et que n(t) = (¢,0) pour tout
t € R. On considere la courbe v : R — R? donnée par

y(t):(t—uh(%)ﬁ).

1) Déterminer ||7/(¢)]| et trouver les points réguliers de v (un formulaire de
trigonométrie hyperbolique figure en fin de sujet).
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et finalement

Seul le point ¢t = 0 est donc irrégulier.

2) Montrer que v/(t) est proportionnel a n(t) — (t) et déterminer le coeffi-
cient de proportionnalité.

Rép.— On a

o sh(b) t _ 1sh (§)
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Le coefficient de proportionnalité est donc %th (%) .

3) Montrer que pour tout ¢t € R on a ||n(t) —v(t)|| = ¢. En déduire que 7 est
une tractrice de 7.

Rép.— On a

In) =01 = gy (7) + 0 =2
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La courbe  satisfait aux conditions a) et b), c’est donc une tractrice de 7.



4) On note «a(t) 'angle orienté entre 7/(t) et n(t) — v(¢). Montrer que

cosalt) = th (%) .

Rép.— Puisque 7 est paramétrée par la longueur d’arc et que le vecteur 7(t) — v(t) est
de norme ¢ on a

5) Montrer qu’en tout point ¢ tel que «(t) # km, k € Z, on a

a(t) + %sin a(t) = 0.

Rép.— On dérive la relation obtenue a la question précédente.On a d’une part
(cosaft)) = —a’(t) sin a(t)

et d’autre part

iy = - (7))
1 2
= —(1—cos”a(t))
B
= gsin a(t).

Il ne reste plus qu’a égaler et & simplifier.

Seconde partie.— On ne suppose plus que 7n(t) = (¢,0). On considere le
cas général ott n : I — R? est une courbe C™ réguliere et paramétrée par la
longueur d’arc. On note kqy : I — R sa courbure algébrique et v : [ — R?
une tractrice de n (attention, v n’est pas paramétrée par la longueur d’arc
en général). On suppose que R? est orientée de fagon standard et on note Jv
le vecteur obtenu par rotation d’angle +3 du vecteur v.

1) Trouver les coordonnées du vecteur n(t) — v(t) dans la base (7/(t), Jn'(t))
en fonction de a(t) et de £.

Rép.— La base (0/(t), Jn'(t)) est orthonormée directe, le vecteur n(t) —y(t) est de norme
£ et fait un angle « par rapport & 7'(¢), on a donc

n(t) —y(t) = Lcos a(t)n'(t) + Lsina(t)Jn' (t).



2) Montrer que pour tout t € I on a

V() = (1+ (e (t) + kag(t)) sine(t)) 0 (t) — £(a' () + Kag(t)) cos a(t) Jn' (2).
Rép.— De la relation obtenue & la question précédente, on déduit

Y(t) = n(t) — Leosa(t)n' (t) — Lsina(t)Jn'(t).
En dérivant, il vient

V() = 7't)+ () lsinat)y (t) — Lcosa(t)n” (t)
—a/(t)lcosa(t)Jn' (t) — Lsina(t)Jn" (t)

Notons que 1" (t) = kaig(t)naig(t) et que ngq(t) = Jn'(t) ainsi
0" (t) = kaigJn'(t).
De plus J(Jn'(t)) = —n/(t), on en déduit :
Jﬁ”(t) = _kalgn/(t)'
Ainsi
V() = (14 (t)lsina(t) + lkag(t)sinat))n' (t)
—(a/ ()0 cos a(t) + lhag(t) cos a(t)) JJn'(t)

ce qui est ’expression demandée.

3) Montrer que pour tout t €  on a

o () + % sin at) = —kuy(1).

Indication : On pourra calculer v/ (t) A (n(t) —~(t)) en considérant R* comme
un sous-espace de R? pour donner un sens au produit vectoriel.

Rép.— Puisque v est une tractrice de n, sa dérivée +/(¢) est proportionnelle & n(t) — ()
ce qui signifie que ~/(¢) A (n(t) — y(t)) = 0. Le calcul explicite donne

V(&) A (n(t) — (1)) (An'(t) + BJn' (t)) A (Lcos a(t)n' () + Esina(t).Jn'(t))

((Asina(t) — Beosa(t))n' (t) A Jn'(t)

avec A =14 (a/(t) + kag(t))lsina(t) et B = —(c/(t) + kag(t))l cos o(t). Ainsi
0= Asina(t) — Beosa(t) = sina(t) + (o (t) + kag(t))?
d’ott

o () + %sin a(t) = —kag(t)
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ce qui est la relation demandée.

Troisiéme partie.— On suppose maintenant que I = R et que n(t) =
(Rcos L, RsinL) ot R > (.

1) Déterminer kg (t) (on prendra soin du signe) ?

Rép.— Avec la paramétrisation donnée pour 7, on a n”(t) = —%n(t). Or la normale

algébrique est ng(t) = £J0'(t) = —£n(t) et donc kag =k = +.

2) Soit o € | =7, §[. Sous quelle(s) condition(s) la fonction constante o = ay

peut-elle étre solution de ’équation obtenue au 3) de la seconde partie ?

Rép.— La fonction o = g est solution de o/ (t) + § sin a(t) = —kaig(t) si et seulement si
L. . . ¢
7 sinog = —kqg i€ sinag = &
Puisque 0 < £ < R, on a —% € ] —1,0[. Donc @ = « est solution si et seulement si
a €] —F,0[ et £ = —Rsinay.

3) On suppose que « est une fonction constante égale a oy € | — 7, 0[. Montrer
que ||[y(t)||* = vV R? — £2 et en déduire la nature du support de la tractrice.

Rép.— Notons d’abord que 7(t) = Rn(t) = —Rnq4(t) = —RJn'(t). De

v(t) = n(t) — Lcosa(t)n'(t) — Lsina(t)Jn'(t)

on déduit
y(t) = —RJn (t) — L cos agn’ (t) — £sin g ' (¢).
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Par conséquent le support de 7 est un cercle (ou une portion de cercle) de rayon r =
VR? — (2 et de centre l'origine de R?.

FORMULAIRE DE TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE
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