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Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont
interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour [’attri-
bution d’une note.

Notations.— Comme toujours, toutes les applications sont supposées
C*. Pour alléger les écritures, on note parfois dans ce sujet 0, et 0,

3 )
pour a% et a%; fz et f, pour a—j; et 8—5.

PREMIERE PARTIE : LE LEMME DE POINCARE.— Soit U un ouvert
de R? et n = Pdx + Qdy une 1-forme sur U. On dit que la forme 7 est
ezacte 8’il existe ¥ : U — R tel que n = dv. On dit que n est fermée si
dn = 0, autrement dit si 9, — 9, P = 0.

1) On suppose que la 1-forme 7 est exacte. Montrer qu’elle est fermée.

On dit qu’'un ouvert U est étoilée par rapport a l'origine si pour tout
point (z,y) € U, le segment joignant I'origine & ce point est inclus dans
U. On suppose désormais dans cette partie que U étoilée par rapport
a ’origine.

2) Pour tout point (z,y) € U on note 7., = (7;,,72,) la courbe plane
paramétrée joignant linéairement ’origine a (z,y) :

Yoy : 10,1] — U
to= (y,(),72,() = (tz, ty).

et on considere la composée g, = P 0 Yy 4.
a) Montrer que

1
Play) = [ gealt) + 10, 00
0
b) Montrer que

oy (t) = 2(0:P)(tx, ty) + y(0,P)(tz, ty).
3) On considere la fonction £ : U — R définie par

o= [ o

Y

a) Montrer que

1 1
E(z,y) :::c/o P(tx,ty)dt—l—y/o Q(tx, ty)dt
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b) Montrer que

(z,y) = /0 1 Ptz ty) + tx(0,P)(tz, ty) + ty(0:Q)(tz, ty) dt

¢) Puis que

1 1
0t (z,y) = / Gy (1) + tgl (£) i+ y / £(0,Q — 0,P) (tx.ty) dt

d) On suppose que la 1-forme 7 est fermée. En déduire que pour
tout (z,y) € U, on a

9al(x,y) = P(z,y).
e) Montrer que si 7 est fermée sur U alors
d& =n.

En particulier, n est exacte. Ce résultat est connu sous le nom de lemme
de Poincaré pour les ouverts étoilées.

SECONDE PARTIE : COORDONNEES ISOTHERMES.— Soit
f: U — R
(z,y) = (z,9,h(z,y))

une paramétrisation cartésienne ou h : U — R est C™ et U est un
ouvert de R? étoilée par rapport & l'origine. On note

p=h, et qg=h,.
La premiere forme fondamentale de f s’écrit donc

E:<fx7fx>:1+p27 F:<fx>fy>:pq et GZ(fyafy>:1+q2

Une telle paramétrisation est réguliere sur U. Son élément d’aire est
donnée par

?S = Wdzdy avec W = (1+p* +¢*)V2
Sa courbure de Gauss et sa courbure moyenne ont pour expression

oo Pty —pyae o ()P —pa(py + ) + (L4 P)gy
W4 2W3
Notons que dans ces écritures on peut remplager indifféremment p, par
¢ ou inversement (théoréme de Schwarz).

4) On considere la 1-forme différentielle a € Q(U) définie par

1+ p? Pq
_ de+ 2 qy,
T T

[0



i) Montrer que da = (qA; + pAs)dx A dy avec

(W? = p*)pe + (1 +1*)gy — qP4s (gz — 2p,)W? + (1 +p*)p,
w3 W3

ii) En remplagant ¢, par p, dans A, puis W? par sa valeur, montrer

que

Al = et A2 =

da = 2qHdx A dy.

On introduit une seconde forme différentielle 8 € Q' (U) définie par

1+ ¢?
w

et on admet que df = —2pHdx A dy. On suppose que f est la pa-
ramétrisation d’une surface minimale, autrement dit que la fonction
courbure moyenne H est identiquement nulle. Ainsi « et 3 sont toutes
les deux des formes fermées sur U donc exactes d’apres le lemme de
Poincaré.

8= p—wil_dx + dy.

5) Soient &, : U = Ret {5 : U — R telles que d§, = o et dfz = . On
définit ¢ : U S5 R? par
p(2,y) = (¢'(2,9),¢"(2,y)) = (@ + &lz,y), ¥ + &(2,9)).

a) Soit
11
Py ¥
Te={ .
Pr Py

la matrice jacobienne de . Montrer que

1 (thl—l—p2 Pq )

Jp=—
T w q W+1+¢
b) Montrer que son déterminant vaut
(W + 1)
det Jp = ———.
et Jo W

¢) En déduire qu’il existe un ouvert Uy C U contenant 1'origine tel
que ¢ : Uy — ¢(Up) soit un difféomorphime.

6) On note
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I'inverse de ¢ et on considere la reparamétrisation g = f o de f.
a) Montrer que

{gu(%U) = Y (u,0) fo(U(u, v)) + Yy (u, v) fy (¥ (u,v))
go(u,v) = Uy (u,0) fo (¥ (u, 0) + 5 (u, 0) f (1 (u, v))

b) Montrer que
o) =g (o )

(1+W)2 —pq W+ 1+ p?
On rappelle que

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—bec\ —c a

7) On pose Z :=W + 1.
a) Montrer que
P +q¢=2(7Z-2).
b) Montrer que

pq
(Gur90) = Z(Z° =22 = p* = ")
¢) En déduire que g, et g, sont orthogonaux.

8) a) Montrer que
ZNgu, 9u) = (L + ") Z° +2¢°Z + ¢*(¢* + p°)

b) En déduire que : ||g,]|* = _(WVZ—21)2'
c) Montrer également que ||g,||*> = —(Wm_ﬁ)z-

9) Soit S C R3 le support d'une surface paramétrée réguliere. On dit
qu’'une paramétrisation g de S est isothermale si

lgull = llgoll et (gu; gu) = 0.

Montrer que si S est minimale alors elle admet au voisinage de chacun
de ses points une paramétrisation isothermale.

CUuLTURE.— En réalité, toute surface paramétrée réguliere admet au
voisinage de chacun de ses points une reparamétrisation isothermale.
En général, cette reparamétrisation est obtenue en résolvant une EDP :
I’équation de Beltrami. L.’hypothese H = 0 permet une autre approche.
Dans ce cas, il se trouve que ’on peut construire une reparamétrisation
explicite au moyen des primitives des formes « et 5.



