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Corrigé du controdle final du vendredi 15 janvier 2021

Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont
interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour [’attri-
bution d’une note.

Notations.— Comme toujours, toutes les applications sont supposées
C*. Pour alléger les écritures, on note parfois dans ce sujet 0, et 0,
pour a% et a%; fz et f, pour % et g—i.
PREMIERE PARTIE : LE LEMME DE POINCARE.— Soit U un ouvert
de R? et n = Pdx + Qdy une 1-forme sur U. On dit que la forme 7 est
ezacte 8'il existe ¥ : U — R tel que n = di. On dit que n est fermée si
dn = 0, autrement dit si 9,Q) — 9, P = 0.

1) On suppose que la 1-forme 7 est exacte. Montrer qu’elle est fermée.

Rép.— Sin = 0,9+ 0y alors Oy P = 0,0,1 et 0,Q = 0,0,1. D’apres le théoreme
de Schwartz, on a

O0yO0zY = 0,09
ainsi dn = 0.

On dit qu’'un ouvert U est étoilée par rapport a l'origine si pour tout
point (z,y) € U, le segment joignant I'origine & ce point est inclus dans
U. On suppose désormais que U est étoilée par rapport a l'origine.

2) Pour tout point (z,y) € U on note v,, = (fy;’w 7§,y) la courbe plane
paramétrée joignant linéairement 'origine a (z,y) :
Yoy © [0,1] — U
t = (y()75,(1) = (o, ty).
et on considere la composée g, = P 0 Yy 4.
a) Montrer que

1
P(z,y) = / Gy (t) + tg;’y(t)dt.
0
b) Montrer que

Gy (t) = 2(0: P)(tx, ty) + y (0, P)(tx, ty).
1
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Rép.— a) On a

1 1
/0 Gy (t) + gy, ()dt = /O (t92,5(1))' (t)dt = [tgs,y(t)]g = gay(1) = P(a,y).
b) La regle de différentiation d’une composée s’écrit ici

Joy(t) = APy, 1) (V2 (1))
Or dP ) = (0. P)(z,y)dx 4 (9, P)(x,y)dy, on a donc

APy, ) (Vey (1) = (02P) (Va,y (1)) dx (75 , (1) + (0y P) (Yo (£))dy (72, (1))
Par définition de dx et dy :

d’ou
Gy () = dPy, 1) (V5, (1) = (Ou P)(tx, ty)x + (9, P) (t, ty)y.

3) On considere la fonction £ : U — R définie par

{(x,y) = [ 1.

Y

a) Montrer que

1 1
E(z,y) :—x/0 P(tx,ty)dt—l—y/o Q(tx, ty)dt

b) Montrer que

a&@w%{Af%%@ﬂ¢ﬂ&ﬂ@%@ﬂ¢%@@@%wmt

c¢) Puis que

1 1
&ﬂ%wzlgm®+w@®ﬁ+yét@@—%m@awﬂt

d) On suppose que la 1-forme 7 est fermée. En déduire que pour
tout (z,y) € U, on a

Oal(x,y) = P(z,y).
e) Montrer que si 7 est fermée sur U alors
d¢ =n.
En particulier, n est exacte. Ce résultat est connu sous le nom de lemme
de Poincaré pour les ouverts étoilées.

Rép.— a) On a
n= / Pdz + Qdy
v



or
1
| PareQiy = [ PO )00k, () + Qe (), 0) i
= /1 P(tx,ty)x + Q(tx, ty)y dt
0 1
= P d dt.
x/o (tz,ty) t—i—y/o Q(tx, ty)dt
b) On a

1
Du(r,y) = / 0, (P(tx, ty)z + Qi ty)y) di

= /0 P(tx,ty)dt—i—x/o (“)m(P(tac,ty))dt—&—y/O 0 (Q(tz, ty))dt

Notons 6 : [0,1] — R2, z + (tz,ty), et &= Pod. On a
P'(z) = 0, (P(tz, ty)) = dPs(4) (6" (2)).
Or
dPs(z)(0'(2)) = (0 P)(tx, ty)dz(d' (x)) + (0 P)(tx, ty)dy(d'(x))

et ¢'(x) = (¢,0) donc

dPs(1)(0'(2)) = (0 P)(tx, ty)t.
Au bilan

aﬂc (P(tx’ty)) = (8xp)(t‘r7ty)t
et similairement

0z (Q(tx’ ty)) = (an)(tx’ ty)t

d’ou )

0:&(z,y) = / P(tx,ty) + tx(0, P)(tx, ty) + ty(0.Q)(tz, ty) dt.
¢) D’apres ce que l'on ao fait plus haut que

Goy(t) +tg, , () = P(tz, ty) + tx(0. P)(tz, ty) + ty(0, P)(tz, ty)

d’ou la relation demandée.
d) Si n est fermée alors 9,Q — 9,P = 0 et la relation de la question précédente
s’écrit

1
0,€(,y) = / Gey(t) + 1l (£) dt.

On a montré plus haut que cette intégrale valait P(z,y).
e) Les variables z et y jouant des roles symétriques, on aura également

0y&(7,y) = Q(x,y)
d’ou d¢ = 7.

SECONDE PARTIE : COORDONNEES ISOTHERMES.— Soit
f: U — R
(z,y) > (2,9, h(z,y))
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une paramétrisation cartésienne o h : U — R est O™ et U est un
ouvert de R? étoilée par rapport a 'origine. On note

p=nhy et q=h,.
La premiere forme fondamentale de f s’écrit donc

E={fu, fe) =14+p*, F={fu,fy) =11 et G={f,f,)=1+¢

Une telle paramétrisation est réguliere sur U. Son élément d’aire est
donnée par

?S = Wdzdy avec W = (1+p* +¢*)V2
Sa courbure de Gauss et sa courbure moyenne ont pour expression
Pely = Pyde g L+ @) —palpy + a0) + (1+9%)g,
w4 2W3 '
Notons que dans ces écritures on peut remplacer indifféremment p, par
¢, ou inversement (théoreme de Schwarz).

K =

4) On considere la 1-forme différentielle o € Q' (U) définie par

1+ p? pq
= d —dy.
@ Wt

i) Montrer que da = (qA; + pAsz)dx A dy avec
(W2 —p*p. + (1 +p?)q, — qpa. (qz — 2py)W? + (1 + p*)py

Al = et A2 =

W3 W3

ii) En remplagant ¢, par p, dans A, puis W? par sa valeur, montrer
que

do = 2qHdx A dy.

Rép.— i) On a
Pq 1+ p?

doz:(ax(W)—ay( i ))dw/\dy

dou w 0 W w 2)0,W
dor — P2d+Pa)W —pg - ppW + L+ 2O W
Ecrivons da sous la forme Adz A dy. Puisque
PPz + q4x ppy +qq
O W = W et OyW = 7yW Y

la fonction A s’écrit

W?A = (poq + pa)W? — pa(pps + 4g2) — 2pypW?> + (14 p°)(ppy + qqy).

En rassemblant tous les termes ayant ¢ en facteur, on obtient

W3A = q(p,W? — p(pps + qaz) + (1 + p*)ay) + p(@W? = 2p,W? + (1 + p*)py)

soit encore
W3A = q(pe(W? = p*) = paqz) + (1 + p*)ay) + p((gz — 2p,)W? + (1 + p*)py)



d’out
da = (gA; + pAs)dx A dy

avec les fonctions A; et A, introduites dans ’énoncé.
ii) En remplagant ¢, par p, dans As, il vient

Ay = (1+p°)py —p,W? =py(1+p°) — 1 +p° +¢°)) = —pyq*
d’ou
(W2 —p*)p, + (1 +p?)ay — qp(qe + py)
WS
Enfin, puisque W?2 = 1 4+ p? + ¢2, on obtient
i (14 ¢®)pe + (1 +p?)qy — qp(qz + py)

= dz N dy = 2qHdx A dy.
“e (492 + ) PR

da =q

On introduit une seconde forme différentielle 8 € Q' (U) définie par

pq 1+¢
b= de + W
et on admet que df = —2pHdx A dy. On suppose que f est la pa-
ramétrisation d’une surface minimale, autrement dit que la fonction
courbure moyenne H est identiquement nulle. Ainsi « et 3 sont toutes
les deux des formes fermées sur U donc exactes d’apres le lemme de
Poincaré.

dy.

5) Soient &, : U — Ret £z : U — R telles que d§, = o et dfz = . On
définit ¢ : U S5 R? par

p(x,y) = (o' (z,y), o*(2,9) = (x4 &z, y), y + o2, 1))

a) Soit
11
Pz P
To={ »
0% o

la matrice jacobienne de . Montrer que

Jo— b ( W+1+p° Pq )
W Pq W41+ ¢
b) Montrer que son déterminant vaut
(W +1)?
det Jo = ——F—.
et Jp W

¢) En déduire qu'il existe un ouvert Uy C U contenant ’origine tel
que ¢ : Uy — ¢(Uy) soit un difféomorphime.



Rép.— a) On a

ler2
1
go— ( 1H0%& Y _ | 1Ty
w
et
Pq
9 <0+ay§a> W
Y 1+ 0,8 1Jr1+q
Ainsi
1+ p? pq
Jo_ 1+ 7 W 1 WHl4p? pq
Pq 1 1+¢? w pq W+1+¢
w w
b) On a donc
WietJp = (W+1+p2) (W +1+¢?) —p?¢?

= W+ 10+ +1+PW+ 1+ +¢%) —pPe®
= W+ (Q+WHW+ (140 + ¢ +p°¢) —p°¢
= W4+ (1 +WHW +W?

= WEW+1+W?).

d’ott 'on déduit

(W +1)°
det Jop = ————.
v W
c) Puisque W = (1 +p? +¢*)"2, ona W > 1 et det Jp = W > 0. En tout

point de U, et donc en particulier en l'origine, on a det Jp # 0. Le théoreme d’in-
version locale assure l’existence d’un ouvert Uy C U contenant l’origine tel que
@, : Uo = ¢(Up) soit un C*°-difféomorphisme.

6) On note
v oolo) — Uy
(w,0) +— (2,y) = (¥ (u,v),¥*(u,0))

I'inverse de ¢ et on considere la reparamétrisation g = f o de f.
a) Montrer que

{ QU<U7U) = wi(“? U)faC(w(uvv)) +1/}12L(
go(u,v) =y (u,0) fa(¥(u, ) + 05w, 0) f (¥ (u, v))
b) Montrer que

1 (VV+1+q2 —pq )

(JY)(p(z,y)) = m —pq W+1+p°



On rappelle que
a b\ ' 1 d —b
c d “ad—bc\ —c a

Rép.— a) La régle de différentiation de la composée g = f o1 au point (u,v) €
w(Up) s’écrit
dg(u,v) = dfw(u,v) © dw(u,v)

soit, en passant aux matrices jacobiennes,

(Oug; 0vg)(u,v) = (o f, 0y f) (¢ (u, 0)) - (JY)(u,v)

B(w0) V()
= (0f,04 u,v)) -
(0afs 845) W20 )) <¢3<u,v> w%;(u,v))

Finalement
Gu (1, 0) =y (u, 0) fo (¢ (u, 0)) + i (u, 0) f (¢ (u, v))
9o (1, v) = g (u,0) fu () (u, 0)) + P53 (u, 0) fy (Y (u, v))
b) D’apres le théoréme d’inversion locale, pour tout (z,y) € Up on a

() (@) = (T) (@) -

L’expression de (J)(x, y) obtenue plus haut et la formule d’inversion d’une matrice
2x2 permettent d’écrire

w 1

(T y) ' = s <

1+W)2w

W+14¢ —pg
—pq W+1+p2

d’ou 'expression demandée.

7) On pose Z :=W + 1.
a) Montrer que

P+ =2(Z-2).
b) Montrer que

pq
(Gus Go) = ﬁ(Z2 —27Z —p*—¢%)

¢) En déduire que g, et g, sont orthogonaux.
Rép.— a) De W2 =1+ p? + ¢2, on tire
PHE=Wr-1=W-1)(W+1)=(Z-2)Z.
b) On a

(Gus Go) = VLN fr 0, fr 0 ) + W22 (fy 0, fy 0 ¥)
+ (07 + Yathy){(fu 0 1, fy 0 1)
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D’apres énoncé, E = (f,, fo) = 14+ p?, F = (fu, fy) =pg et G=(fy, f,) =1+ ¢
d’ou
A+ W) gu,90) = (W+1+6%) (=pg) (1+p%)
+ (W +1+4p%) (=pa) (1 +¢°)
+(W+14p°) (W+1+¢°) +p°¢) pq
= pgC
avec
C = —(Z+)A+p°) = (Z+0*) 1+ )+ (Z+p)Z + ¢*) +p°¢°
7227 (P + ).

c) D’apres le a) la quantité Z2 — 27 — (p? + ¢°) vaut zéro. Ainsi g, et g, sont
orthogonaux.

8) a) Montrer que

ZYGusgu) = L+ )22 +2¢°Z + ¢*(¢* + p*)

, . 2
b) En déduire que : ||g,]|* = —(WVZDQ'
I =
 (W+1)2

¢) Montrer également que ||g,

Rép.— a) On a
(Gurgu) = (W) (footh, faoth) + (2)*(fy 09, fy o th)
20002 (fu 0 Y, fy 0 )
d’ou
Z49u90) = (Z+8)° (L +1%) + 2P+ ) — 204 (Z + ¢°) pa
= Z°(1+p°) +2¢°Z(1 +p*) + ¢* (1 + p?)
0’ (1+ ¢°) — 20°*Z — 2p°¢*
= Z°(1+p°)+2¢°Z +¢*(1 + p?)
+p°¢*(1+ ¢°) — 2p°¢*
= Z°(147°) +2¢°Z + ¢* + p*¢
b) On a donc
Z8gu, gu) = Z2(L+p*) + *(2Z + ¢* + p°)
or 27 +p2 + q2 = 72 d’apres ce qui a été prouvé plus haut. Donc
Z4<gmgu> = 22(1 +172 + q2)

N . 2
c’est-a-dire [|g,[> = %

. . ~ 7’ . ’ . 2 _
¢) Les variables p et ¢ jouent des roles symétriques. On a nécessairement | g, ||* =
W2
zZ7

9) Soit S C R3 le support d'une surface paramétrée réguliere. On dit
qu'une paramétrisation g de S est isothermale si

gull = llgoll et (gu, gu) = 0.
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Montrer que si S est minimale alors elle admet au voisinage de chacun
de ses points une paramétrisation isothermale.

Rép.— D’apres le cours, si mg € S est un point régulier, alors S admet au voi-
sinage de ce point un paramétrage cartésien f. D’apres ce que l'on vient de faire,
il existe un reparamétrage g de f (sur un voisinage eventuellement plus petit) tel
que g soit une paramétrisation isothermale.

CUuLTURE.— En réalité, toute surface paramétrée réguliere admet au
voisinage de chacun de ses points une reparamétrisation isothermale.
En général, cette reparamétrisation est obtenue en résolvant une EDP :
I’équation de Beltrami. L’hypothese H = 0 permet une autre approche.
Dans ce cas, il se trouve que ’on peut construire une reparamétrisation
explicite au moyen des primitives des formes « et 5.



