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Les documents sont autorisés mais les calculettes sont interdites (car inu-
tiles). Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour lattribution d’une
note.

Le QCM. — On répond par vrai ou faux, sans justifier.

1.— Soient v : I — R3 une courbe paramétrée réguliere et § = 7 oy ol
7w : R? — R? est la projection (z,y,2) — (x,y). Si t € I est un point
régulier de 0 alors k. (t) < ks(t).

Rép.— Faux. Si y(t) = (0,¢,¢%) alors k., > 0 mais 6(t) = (0,t) et donc ks = 0.

2.— Soient v : I — R3 une courbe paramétrée régulieére et § = 7 oy comme
ci-dessus. Si t € I est un point régulier de ¢ alors k,(t) > ks(t).

Rép.— Faux. Si 7y est une paramétrisation réguliere d’un cercle et que le support de ~y
est dans un plan oblique par rapport 7 alors I'image de § est une ellipse dont la courbure

aux sommets du grand axe est plus grande que k..

3.— L’enveloppe de la famille de droites d’équation = — cos(t)y — sin(t) = 0,
t € [0, 27], est P'hyperbole équilatere 2 — y? = 1.

Rép.— Vrai, le vérifier avec les formules du cours.

4.— Soit y(t) = (1 + cost,sint(1 4 cost)) avec t € [0, 2x]. L’aire enclose par
v vaut 7.

Rép.— Vrai, appliquer la formule de Green-Riemann pour le vérifier.



5.— L’indice de 7 : R — R? donnée par

1—t* 2t
t— (——, ——
14+¢2714¢2
vaut U'infini.

Rép.— Faux, pour parler d’indice la courbe doit étre fermée! Notez que v/ n’est pas

surjective sur le cercle unité.

6.— Soient @ > 0 et v : I — R? une courbe fermée simple d’indice
Ind(y) = 1. Si pour tout ¢t € I on a kgy(t) > « alors l'aire enclose par
7 est plus petite ou égale a 7.

Rép.— Vrai. De
1
Ind(y) = — [ ku )|y (@)]|dt
nd7) = 5= [ Ry )1/ @)
on déduit
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et donc, si L = Long(y)ona L < %” Notons Cj,¢ la composante bornée du complémentaire
du support de 7. L’inégalité isopérimétrique L? > 4w Aire(Cj,:) implique

2

h

™
< =.

AiT(i(Cmt) S 042

S
)

7.— Soit o une 1-forme non nulle de R2. Si doo = 0 alors pour tout f €
C>(R?) on a d(fa) = 0.

Rép.— Faux, on a
d(fa)=df Nha+ fda=df Na

et donc
d(f ) (@,y) (X, Y) = df (2,5) (X)) (V) = df () (V) Q) (X)

pour tout (z,y) € R? et (X,Y) € R? x R2. Puisque « est non nulle, il existe (z9,0) € R?
et Y un vecteur non nul de R? tel que oz, 40)(Y) = 1. Soit X € ker a(y,,y,) non nul, on a

A(f Q) (20,50) (X, Y) = df (20,y0) (X)-

Il suffit donc de choisir f telle que df(,,,
Par exemple f(.) = (X,.) convient.

(X) # 0 pour contredire 1'égalité d(fa) = 0.
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8.— Soit A € My(R). Si A*(dx A dy) = dx A dy alors A € SO(2).

A0
AZ(O )\1)

9.— L’ensemble {v: I — R? | v est régulicre} est un R-espace vectoriel.

Rép.— Faux. Considérer

avec A # 0 et # £1.

Rép.— Faux, 'application nulle n’est pas réguliere.

10.— Soient ¢ : R? — R?, (z,y) — (e, ¢¥) et v : I — R? une courbe
réguliere. Alors ¢ o 7y est réguliere.

Rép.— Vrai. Pour tout (x,y) € R? on a

e’ 0
AP(a,y) = ( 0 e >

et en particulier ker dg, .,y = {0}. Donc ~/(t) # 0 implique (¢o7)'(t) = dp~ @) (7' (t)) # 0.
Probleme. — Soient o € | — 7, 5[, r > 0 et :
f: [0,1] — C
t o x(t) +iy(t) = refcos2mt,
1) Déterminer les points réguliers de f. Quel est le support de f 7
Rép.— On a '
f'(t) = —2imrasin(27t)e™ <8 2t

d’ou
£/ (t)||* = 27ralsin(2t)|.

Par conséquent, si o = 0, tous les points sont singuliers. Si a # 0, la courbe est réguliere
en tout point sauf en t = 0, t = % et t = 1. Le support de f est un arc de cercle de
centre l'origine, de rayon r, contenant le point (r,0) et dont les extrémités sont les points

(rcosa, xrsina).

2) Soit g : [0,1] — C une courbe C* fermée et paramétrée par la longueur
d’arc. On note Ty = 7} et Ny = iT}. Puis, pour tout (u,t) € [0,1]? on définit

h(u,t) :== z(t)To(u) + y(t) No(u).
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Soit m un entier pair non nul. Pour tout ¢ € [0, 1] on pose

v(t) = v(0) + /Ot h(u, nu)du.

a) Montrer que la courbe ~y est paramétrée a vitesse constante.

b) Montrer que si, pour tout ¢ € [0, 1], on a (¢t + 3) = —)(t) alors v
est fermée, i.e. 7(0) = y(1).

Rép.— a) Pour tout ¢ € [0,1], on a /() = h(t,nt) et donc ||/ (t)]| = r.
b) Notons que y(1) = v(0) si et seulement si

1
/ h(u, nu)du = 0.
0

On va montrer que foé h(u, nu)du = — fll h(u,nu)du. D’une part on a
2
1 1 1
h(u + i,n(u + 5)) = h(u+ §,nu)

car n est pair et t — x, t — y sont 1-périodiques. D’autre part

T()(u + %) = —T()(’LL) et No(u+ %) = —No(u)

donc

et par conséquent fol h(u, nu)du = 0.

Un exemple de courbe v avec n = 10 et Supp vo = un cercle

On suppose désormais que Yo satisfait a la condition de la question 2. b.



3) On note T'(t) = B ,E ;” et N(t) =1iT'(t). Montrer que

Vt € [0,1], T(t) =™ (t) et N(t) = ™™ Ny(t).
Rép.— Posons § = acos2mnt. On a
Ty (t) = (cos @ + isin )Ty = cos Ty + cos O Np.

Or

(¢ 1

T(t) = ”7/575;' = —h(t,nt) = (cosd Ty(t) + sinh Ny(t)) = cosd Ty + cos § Ny.
5y r

D’ou la premiere égalité. La deuxieme égalité découle de la premiere puisque Ny = ¢Tj et

N =iT.

4) On note kg la courbure algébrique de . Déduire des formules de Frenet

que
dT AN
—(t) = rhug(N(1) et —(t) = —rhay (DT (1).

Rép.— La courbe v est paramétrée a vitesse constante r donc ¢ — 8(t) := v (L) est
paramétrée par la longueur d’arc. On a d’une part 6”(t) = r%*y” (1) et d’autre part, en

™
appliquant la formule de Frenet

5"(8) = kary (i) N (:) .

5" () = Futy ()N ()

Ainsi

en posant u = L. Puisque 7/(u) = rT'(u) on a v”'(u) = rT'(u) et en fin de compte
T'(u) = rkqig(w)N(u). Un raisonnement similaire conduit & N'(u) = —rkqiqg(uw)T (u).

5) On note k2, , la courbure algébrique de ~p. Montrer que

Vt € [0,1], rkay(t) = —2mnasin(2mnt) + kg, (t).

Rép.— De 4
T(t) _ ewz cos 27mtTO(t)

on déduit

T'(t)

—%man Sin(27mt) i COS 27rntT (t) + eia cos QTI'TLtTé (t)
= —2imansin(2mnt)el® OS2 Ny (t) 4 gl cos 2””%219 (t)No(t)
(—2imansin(2nt) + kalg( ))N(t)
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ainsi

rkaig(t) = —2mnasin 2mnt + kzglg(t).

6) Donner un exemple de choix de 7y et des parametres « et r conduisant a
une courbe paramétrée fermée v dont la courbure algébrique a pour expres-
sion

kaig(t) = 1 + sin 27nt

ou n est un entier pair non nul.

Rép.— Soit
62i7rt

Y0(t) = o
Cette courbe est paramétrée par la longueur d’arc, elle est fermée et satisfait a la condition
de la question 2. b. Sa courbure algébrique est constante et vaut kgl 4 = 2m. La courbe v
est donc fermée et sa courbure algébrique vaut

2mnasin 2mnt 27
kag(t) = ——————+ —.

r r
ce qui force le choix r = 27 puis o = — 2,
n

7) Montrer que Ind(y) = Ind(yo).

Rép.— D’apres la formule de I'indice on a

Tnd(y) = - / Kt (w) | () | = — / Pty (u)du

d’ou, d’apres la question précédente,

1 1
Ind(v) = _/o (—2mnasin2mnu + kY, (u)) du = —/O kg (w)du = Ind(vo).

8) Montrer qu’il existe une application C* :

H: [0,1] x[0,1] — C
(v,t) — H(v,t)

telle que ¢ — H(0,t) est la courbe 7, t — H(1,t) est la courbe v et pour
tout v €]0, 1, t — H(v,t) est une courbe réguliere fermée (qu’on notera =,).



Rép.— Pour tout v € [0, 1], on définit

f” : [07 1} — C
t — Ty (t) + 1Yy (t) — petvocos2mt
puis
o) = o (0)To ) + 9, (6 No(u).
Et on pose

H(v,t) :=~(0) +/0 hoy (w, nu)du.

Il est évident que H est C* sur [0,1]%. Remarquons que hg(u,t) = Tp(u) car xo(t) = 1
et yo(t) = 0. Donc H(0,.) est la courbe . Il est aussi évident que H(1,.) = . Notons
désormais v, := H(v,.). On a ||v,(t)|| = r donc 7, est réguliere. D’apres la question 2.b,

elle est également fermée.



