
Université Claude Bernard Lyon 1
M1 – Géométrie : Courbes et surfaces
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Les documents sont autorisés mais les calculettes sont interdites (car inu-
tiles). Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour l’attribution d’une
note.

Le QCM. – On répond par vrai ou faux, sans justifier.

1.– Soient γ : I −→ R3 une courbe paramétrée régulière et δ = π ◦ γ où
π : R3 −→ R2 est la projection (x, y, z) 7−→ (x, y). Si t ∈ I est un point
régulier de δ alors kγ(t) ≤ kδ(t).

Rép.– Faux. Si γ(t) = (0, t, t2) alors kγ > 0 mais δ(t) = (0, t) et donc kδ ≡ 0.

2.– Soient γ : I −→ R3 une courbe paramétrée régulière et δ = π ◦ γ comme
ci-dessus. Si t ∈ I est un point régulier de δ alors kγ(t) ≥ kδ(t).

Rép.– Faux. Si γ est une paramétrisation régulière d’un cercle et que le support de γ

est dans un plan oblique par rapport π alors l’image de δ est une ellipse dont la courbure

aux sommets du grand axe est plus grande que kγ .

3.– L’enveloppe de la famille de droites d’équation x− cos(t)y− sin(t) = 0,
t ∈ [0, 2π], est l’hyperbole équilatère x2 − y2 = 1.

Rép.– Vrai, le vérifier avec les formules du cours.

4.– Soit γ(t) = (1 + cos t, sin t(1 + cos t)) avec t ∈ [0, 2π]. L’aire enclose par
γ vaut π.

Rép.– Vrai, appliquer la formule de Green-Riemann pour le vérifier.
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5.– L’indice de γ : R −→ R2 donnée par

t 7−→
(

1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
vaut l’infini.

Rép.– Faux, pour parler d’indice la courbe doit être fermée ! Notez que γ′ n’est pas

surjective sur le cercle unité.

6.– Soient α > 0 et γ : I −→ R2 une courbe fermée simple d’indice
Ind(γ) = 1. Si pour tout t ∈ I on a kalg(t) ≥ α alors l’aire enclose par
γ est plus petite ou égale à π

α2 .

Rép.– Vrai. De

Ind(γ) =
1

2π

∫
I

kalg(t)‖γ′(t)‖dt

on déduit

1 ≥ α

2π

∫
I

‖γ′(t)‖dt

et donc, si L = Long(γ) on a L ≤ 2π
α .Notons Cint la composante bornée du complémentaire

du support de γ. L’inégalité isopérimétrique L2 ≥ 4πAire(Cint) implique

Aire(Cint) ≤
L2

4π
≤ π

α2
.

7.– Soit α une 1-forme non nulle de R2. Si dα = 0 alors pour tout f ∈
C∞(R2) on a d(fα) = 0.

Rép.– Faux, on a
d(fα) = df ∧ α+ fdα = df ∧ α

et donc
d(fα)(x,y)(X,Y ) = df(x,y)(X)α(x,y)(Y )− df(x,y)(Y )α(x,y)(X)

pour tout (x, y) ∈ R2 et (X,Y ) ∈ R2 ×R2. Puisque α est non nulle, il existe (x0, y0) ∈ R2

et Y un vecteur non nul de R2 tel que α(x0,y0)(Y ) = 1. Soit X ∈ ker α(x0,y0) non nul, on a

d(fα)(x0,y0)(X,Y ) = df(x0,y0)(X).

Il suffit donc de choisir f telle que df(x0,y0)(X) 6= 0 pour contredire l’égalité d(fα) = 0.

Par exemple f(.) = 〈X, .〉 convient.
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8.– Soit A ∈M2(R). Si A∗(dx ∧ dy) = dx ∧ dy alors A ∈ SO(2).

Rép.– Faux. Considérer

A =

(
λ 0
0 λ−1

)
avec λ 6= 0 et 6= ±1.

9.– L’ensemble {γ : I −→ R2 | γ est régulière} est un R-espace vectoriel.

Rép.– Faux, l’application nulle n’est pas régulière.

10.– Soient ϕ : R2 −→ R2, (x, y) 7−→ (ex, ey) et γ : I −→ R2 une courbe
régulière. Alors ϕ ◦ γ est régulière.

Rép.– Vrai. Pour tout (x, y) ∈ R2 on a

dϕ(x,y) =

(
ex 0
0 ey

)
et en particulier ker dϕ(x,y) = {0}. Donc γ′(t) 6= 0 implique (ϕ◦γ)′(t) = dϕγ(t)(γ

′(t)) 6= 0.

Problème. – Soient α ∈ ]− π
2
, π
2
[, r > 0 et :

f : [0, 1] −→ C
t 7−→ x(t) + iy(t) = reiα cos 2πt.

1) Déterminer les points réguliers de f. Quel est le support de f ?

Rép.– On a
f ′(t) = −2iπrα sin(2πt)eiα cos 2πt

d’où
‖f ′(t)‖2 = 2πrα| sin(2πt)|.

Par conséquent, si α = 0, tous les points sont singuliers. Si α 6= 0, la courbe est régulière

en tout point sauf en t = 0, t = 1
2 et t = 1. Le support de f est un arc de cercle de

centre l’origine, de rayon r, contenant le point (r, 0) et dont les extrémités sont les points

(r cosα,±r sinα).

2) Soit γ0 : [0, 1] −→ C une courbe C∞ fermée et paramétrée par la longueur
d’arc. On note T0 = γ′0 et N0 = iT0. Puis, pour tout (u, t) ∈ [0, 1]2 on définit

h(u, t) := x(t)T0(u) + y(t)N0(u).
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Soit n un entier pair non nul. Pour tout t ∈ [0, 1] on pose

γ(t) = γ0(0) +

∫ t

0

h(u, nu)du.

a) Montrer que la courbe γ est paramétrée à vitesse constante.

b) Montrer que si, pour tout t ∈ [0, 1
2
], on a γ′0(t + 1

2
) = −γ′0(t) alors γ

est fermée, i.e. γ(0) = γ(1).

Rép.– a) Pour tout t ∈ [0, 1], on a γ′(t) = h(t, nt) et donc ‖γ′(t)‖ = r.
b) Notons que γ(1) = γ(0) si et seulement si∫ 1

0

h(u, nu)du = 0.

On va montrer que
∫ 1

2

0
h(u, nu)du = −

∫ 1
1
2
h(u, nu)du. D’une part on a

h(u+
1

2
, n.(u+

1

2
)) = h(u+

1

2
, nu)

car n est pair et t 7→ x, t 7→ y sont 1-périodiques. D’autre part

T0(u+
1

2
) = −T0(u) et N0(u+

1

2
) = −N0(u)

donc

h(u+
1

2
, n.(u+

1

2
)) = −h(u, nu)

et par conséquent
∫ 1

0
h(u, nu)du = 0.

Un exemple de courbe γ avec n = 10 et Supp γ0 = un cercle

On suppose désormais que γ0 satisfait à la condition de la question 2. b.
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3) On note T (t) = γ′(t)
‖γ′(t)‖ et N(t) = iT (t). Montrer que

∀t ∈ [0, 1], T (t) = eiα cos 2πntT0(t) et N(t) = eiα cos 2πntN0(t).

Rép.– Posons θ = α cos 2πnt. On a

eiθT0(t) = (cos θ + i sin θ)T0 = cos θ T0 + cos θ N0.

Or

T (t) =
γ′(t)

‖γ′(t)‖
=

1

r
h(t, nt) = (cos θ T0(t) + sin θ N0(t)) = cos θ T0 + cos θ N0.

D’où la première égalité. La deuxième égalité découle de la première puisque N0 = iT0 et

N = iT.

4) On note kalg la courbure algébrique de γ. Déduire des formules de Frenet
que

dT

dt
(t) = rkalg(t)N(t) et

dN

dt
(t) = −rkalg(t)T (t).

Rép.– La courbe γ est paramétrée à vitesse constante r donc t 7→ δ(t) := γ
(
t
r

)
est

paramétrée par la longueur d’arc. On a d’une part δ′′(t) = 1
r2 γ
′′ ( t

r

)
et d’autre part, en

appliquant la formule de Frenet

δ′′(t) = kalg

(
t

r

)
N

(
t

r

)
.

Ainsi
1

r2
γ′′(u) = kalg(u)N(u)

en posant u = t
r . Puisque γ′(u) = rT (u) on a γ′′(u) = rT ′(u) et en fin de compte

T ′(u) = rkalg(u)N(u). Un raisonnement similaire conduit à N ′(u) = −rkalg(u)T (u).

5) On note k0alg la courbure algébrique de γ0. Montrer que

∀t ∈ [0, 1], rkalg(t) = −2πnα sin(2πnt) + k0alg(t).

Rép.– De
T (t) = eiα cos 2πntT0(t)

on déduit

T ′(t) = −2iπαn sin(2πnt)eiα cos 2πntT0(t) + eiα cos 2πntT ′0(t)
= −2iπαn sin(2πnt)eiα cos 2πntN0(t) + eiα cos 2πntk0alg(t)N0(t)

= (−2iπαn sin(2πnt) + k0alg(t))N(t)
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ainsi
rkalg(t) = −2πnα sin 2πnt+ k0alg(t).

6) Donner un exemple de choix de γ0 et des paramètres α et r conduisant à
une courbe paramétrée fermée γ dont la courbure algébrique a pour expres-
sion

kalg(t) = 1 + sin 2πnt

où n est un entier pair non nul.

Rép.– Soit

γ0(t) =
e2iπt

2π
.

Cette courbe est paramétrée par la longueur d’arc, elle est fermée et satisfait à la condition
de la question 2. b. Sa courbure algébrique est constante et vaut k0alg ≡ 2π. La courbe γ
est donc fermée et sa courbure algébrique vaut

kalg(t) = −2πnα sin 2πnt

r
+

2π

r
.

ce qui force le choix r = 2π puis α = − 1
n ,

7) Montrer que Ind(γ) = Ind(γ0).

Rép.– D’après la formule de l’indice on a

Ind(γ) = −
∫ 1

0

kalg(u)‖γ′(u)‖du = −
∫ 1

0

rkalg(u)du

d’où, d’après la question précédente,

Ind(γ) = −
∫ 1

0

(
−2πnα sin 2πnu+ k0alg(u)

)
du = −

∫ 1

0

k0alg(u)du = Ind(γ0).

8) Montrer qu’il existe une application C∞ :

H : [0, 1]× [0, 1] −→ C
(v, t) 7−→ H(v, t)

telle que t 7→ H(0, t) est la courbe γ0, t 7→ H(1, t) est la courbe γ et pour
tout v ∈]0, 1[, t 7→ H(v, t) est une courbe régulière fermée (qu’on notera γv).

6



Rép.– Pour tout v ∈ [0, 1], on définit

fv : [0, 1] −→ C
t 7−→ xv(t) + iyv(t) = reivα cos 2πt

puis
hv(u, t) := xv(t)T0(u) + yv(t)N0(u).

Et on pose

H(v, t) := γ0(0) +

∫ t

0

hv(u, nu)du.

Il est évident que H est C∞ sur [0, 1]2. Remarquons que h0(u, t) = T0(u) car x0(t) ≡ 1

et y0(t) ≡ 0. Donc H(0, .) est la courbe γ0. Il est aussi évident que H(1, .) = γ. Notons

désormais γv := H(v, .). On a ‖γ′v(t)‖ = r donc γv est régulière. D’après la question 2.b,

elle est également fermée.
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