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M1 — Géométrie : Courbes et surfaces
Corrigé du controéle partiel du 19 novembre 2014

Les documents sont autorisés mais les calculettes sont interdites (car in-
utiles). Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour l'attribution
d’une note.

Le QCM. — On répond par vrai ou faux, sans justifier.

1.— Soient v : I — S? C R3 une courbe réguliere de la spheére et 7 :
(x,y,2) — (z,y) la projection orthogonale sur (Ozxy). Alors la courbe 7o~y
est réguliere.

Rép.— Faux. Considérer v : [0,27] — S? C R3 donnée par () = (cos 6, 0,sin ).

2.— Soient y : I — S? C R? une courbe de lasphereet 7 : (z,y,2) — (z,y)
la projection orthogonale sur (Ozy). Alors Long(m o) < Long(y).

Rép.— Vrai. On a
(o) I? =2 +y? <a” + 42+ 22 = ||

d’ott Long(m o «y) < Long (7).

3.— Soient v : I — S? C R? un lacet birégulier de la sphére. Alors sa torsion
7 ne s’annule jamais.

Rép.— Faux. Considérer v : [0,27] — S? C R3 donnée par () = (cos ,sin6,0).

4.— Soit la courbe polaire p(f) = tan § avec § € [—7/2,7/2]. Laire enclose
par v vaut .

Rép.— Faux. Soit D le domaine enclos par . D’apres la formule de Green-Riemann, on

a
1 7T/2 1 71'/2 0
Aire(D) = = / P’ df = - / tan? = df.
2 —m/2 2 —m/2 2



Notons que pour 6 € [—7/2,7/2], on a 0 < tan? § < 1. Donc Aire(D) <
avoir Aire(D) = 7.

™
5 et on ne peut

Remarque.— Le calcul précis de Aire(D) nécessite de déterminer une primitive de p?. On

rg _ tan® § o L a1 20 o0 (0) - _ i
atan’ § = ———=2 d’ou l'on déduit 3 tan? § = tan’ & — (%) et Aire(D) =2 — Z.

5.— Soient 71,7, : I — R? deux courbes birégulieres dont la torsion est
identiquement nulle. Alors, partout ou elle est définie, la torsion de v, + 7o
est nulle.

Rép.— Faux. Considérer v (t) = (2cost,sint,0) et y2(t) = (—cost,0,t) avect € | -7, T[.

Alors 71 + 72 est une hélice, sa torsion est constante et non nulle.

6.— Soit A € My(R). Alors A*(dxAdy) = dxAdy si et seulement si det A = 1.

Rép.— Vrai. Soit

On a
A*(dx N dy) = A*de N A*dy = (adz + Bdy) A (ydx + ddy) = (ad — By)dx A dy.

7.— Soient

yn: I — C* ot Yo: I — C*
0 — pi(0)e” 6 — p(B)e

deux courbes polaires régulieres. Alors le produit 7.7 : I — C est une
courbe réguliere.

Rép.— Vrai. Pour tout 6 € I, on a
1(0)72(8) = p1(6)p2(6)e™”.

Or p1,p2 : I — R* car 1,72 : I — C*, donc p1ps : I —> R* et ~1y5 est réguliere.

8.— Soient v : I — R? une courbe réguliere fermée. Alors Ind(—v) =
Ind(y).

Rép.— Vrai. Notons § = —v. On peut toujours supposer que y est paramétrée par la
longueur d’arc. D'une part, on a n44(8) = Rotr/2(8’), donc naig(B) = —naig(y) puisque

2



B’ = —'. D’autre part, 8" = kaig(8)naig(B), soit encore —v" = kaiy(8)(—7a1g(7)). Donc
kaig(B) = kaig(7y). La formule

zmm:%[mmmmw

permet de conclure.

9.— Soit v : I — R? une courbe fermée simple réguliere. On suppose qu’il
existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢ € I, kyy(t) > ¢ et on note A laire enclose
par 7. Alorson a: A < 7.

Rép.— Vrai. Puisque 7 est un lacet simple régulier et que kqq est positif, le théoréme
des tangentes tournantes permet d’affirmer que

/Ikazg(t)nv’(t)ndt = 27.
Par conséquent
cL=c [ IOl <2
I

ot L = Long(¥) ; soit encore ¢?L? < 472, L’inégalité isopérimétrique assure que 47 A < L?
ainsi 4271 A < 472 d’ou finalement

™
A< a2
10.— Soit une courbe polaire C'*°
v: R — C
0 — p(6)e?

ol p: R — R est 2m-périodique. Alors

27 2 27
(/ P2+ p? d@) > 27r/ p*db.
0 0

Rép.— Vrai. D’apres les hypotheses, 7|0,2-) est une courbe fermée simple. Soit D
ladhérence de la composante bornée de C \ ([0, 27]). On note L = Long(dD) et A =

Aire(D). On a L = f027r Vp%+ p? df et, avec la formule de Green-Riemann,

1 27 )
A= de.
2/0 p

L’inégalité isopérimétrique L? > 4w A s’écrit
2 2 2
(/ Vp?+p? d9> > 27r/ p2db.
0 0
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Probleme. — Soient [ un intervalle de R et p : I — R une fonction C*.
Pour tout a # 0, on note
Yo: I — C
0 — (p(0) +a)e.
Une telle courbe ~, s’appelle une conchoide de pole l'origine O et de module

a.

Une conchoide de cercle. Le péle est l'origine et le module vaut deux fois le rayon.

1) i) Montrer que ~, est réguliere si et seulement si —a n’est pas une valeur

critique pour p.
ii) On suppose que 6 € [ est un point singulier de ~,. Montrer que si
p"(0) # 0 alors 6 est un point de rebroussement de premiere espece de 7.

Rép.— i) Puisque ||7.]|? = (p + a)? + p'?, le point 6 est singulier si et seulement si

{ p(0) = —a
pe) = 0
ce qui signifie précisément que —a est une valeur critique de p.

ii) On a .
Y0 (0) = (0'(0) +i(p(0) + a))e’®



puis

Y O) = (p"(0)+ip'(9))e” +i(p'(0) + i(p(0) + a))e”
= (¢"(0) = p(0) — a+2ip(9))e”
et
Y(0) = (p"(0) - (9)+2w”(9))ei9+i(p“(9)— p(0) —a+2ip'(0))e
= (p"(0) = 3p'(0) +i(3p"(0) — p(6) — a))e”

En un point singulier, p(6) = —a et p'(0) = 0. Ainsi
TO) = " () et (0) = (5(8) + 3ip" (6))e.

Si p”’(6) # 0, ces deux vecteurs sont linéairement indépendants, ce qui montre que 6 est

un point de rebroussement de premiere espece de ,.

2) Soit
r« 1 — C
0 — 7.(0)+iv.(0).

i) Montrer que la courbe I' ne dépend pas de a € R*.

ii) Soit # un point régulier de 7,, a # 0. On note N,y la droite normale
de 7, en 6. Montrer que l'intersection N,y NI'(]) n’est jamais vide.

iii) Soit 6 € I. On note Ay = {a € R* | v, est régulicre en #}. Montrer
que si Ay n’est pas vide, il en est de méme de 'intersection

() Nao-

a€Ay
Rép.— i) Pour tout § € I, on a
L) = 7a(0) +iv,(0) _
= ( (6 )+a) (0 (0) +i(p(6) + a))e”

ip'(6)e”

Ainsi I" est indépendant de a.
ii) Une paramétrisation ¢ de N, g est donnée par

p: R — C
A 7,(0) + My (0)

Notons que ¢(1) =T'(6). Donc I'(0) € N, o NT'(I) ce qui montre que cette intersection est
non vide.

iii) D’apres la question précédente, le point I'(f) appartient a N, ¢ pour tout a € Ay. Par
conséquent I'(0) € (N, 4, Na,o-



3) Soit § € I et a € Ay.

i) Montrer que N,y passe par l'origine si et seulement si v,(6) = O ou
') =0.

ii) On suppose que a € Ay est telle que —a € Ay et que les droites N,
et N_, ¢ ne passent pas par O. Montrer que les trois droites Ngg, N_q¢ et
(7—a(@)7a(#)) dessinent un triangle non plat.

iii) Montrer que la hauteur issue de N, 9 N N_, ¢ passe par 'origine O.

Rép.— i) La droite normale N, g passe par l’origine si et seulement s’il existe A € R telle
que vq(0) + iy, (0) = O. Or

Ya(0) + M (0) = (p+a)e” +iXp' +i(p + a))e”
(L= N)(p+a)+irp')e?

Donc v, (0) + iy, (0) = O si et seulement si

A= 0 A= 1 ©® = —a
S e R L

Le premier cas signifie y(6) = O, le second, I'(#) = 0 et le troisieme cas, que le point 6 est
singulier. Ce dernier cas est impossible car a € Ay.

ii) Notons que la droite (y_q(6)7.(0)) passe nécessairement par l'origine, précisément
O € |v-a(8),7a(0)[. Puisque 7,(0) € Nyg et v_o(0) € N_, 9 et que ces deux droites ne
passent pas par 'origine, on a

(W’fa(e)%u(a)) N Naﬂ = {'Ya(a)} et (’77(1(9)7(1(9)) N Nfa,G = {’Yfa(e)}

Donc N, g et N_g ¢ sont soit paralleles, soit sécantes en un point. Or, d’apres la question
2. iii, le point I'(f) € Ngp N N_gq9. Donc Ny g et N_, g sont sécantes et les trois points
Ya(0), 7—a(0) et T'(0) forment un triangle non plat.

iii) On a Nog N N_gg = T(0) = ip (0)e'? et 74,(0) — v—a(0) = 2pe’®. Ainsi les droites
(OT'(0)) et (v-a(0)7a(0)) sont perpendiculaires.

4) Les conchoides de Nicoméde sont les concholdes obtenues en choisissant

0 1
cosf
On note
Y ] - %7 %[ — C )
7 —  p(0)e®
i) Quelle est la nature de y(] — 3, 5[) 7

ii) Montrer qu’il existe une seule valeur de a € R* pour laquelle v, est
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singuliere. Montrer que pour cette valeur la courbe 7, n’admet quun seul
point singulier.

iii) Montrer que ce point singulier est un point de rebroussement de
premiere espece.

Rép.— i) Le support p(] — 5, 5[) est une droite verticale d’équation = = 1 (cf. le premier
chapitre du cours).
ii) D’apres la question 1, v, est singuliere ssi p(f) = —a et p/'(8) = 0. Ici

sin 6
"9 = —= _
p'(0) p—y 0 = 0
L —a 1 = —a
cos @
Ainsi a = —1 est la seule valeur pour laquelle 7, est singuliere. Le point singulier est § = 0.

iii) On a
20+ 2sin%0
gy — €08
P (0) cos3 6

d’ott p”(0) =1 # 0. D’apres la question 1.ii, le point singulier est un point de rebrousse-

ment de premiere espéece.

5) i) Montrer que
"0
TG B
0—+5 |17 (0)]

ii) On note ¢,(#) l'angle entre 7, (0) = x,(0) + iy, (0) et I'horizontale. On
Pl Ml
Ta¥a ~ Ta¥a 1, courbure algébrique de ~,. Montrer que,
(22 + yxz)g
en tout point régulier 6, on a

Fa(0) 17 (0)]] = £4(0).

iii) Soit a # —1. Montrer qu’il existe k € Z tel que

note également k, =

/] Fa(0)]|72(0)]|d6 = k.

Rép.— i) On a

Yo _ o L pta) i
[17all Vo2t (p+a)?2 p2+(p+a)?



’

On s’intéresse d’abord au terme ——-——. On suppose dans un premier temps que
Vp?+(pta)?
6 > 0 ainsi p’(6) > 0. On a

/

p - 1

1
2 + +a \/ cos cos 0+a cos? 6
\/p P ) 1+ ( ) I+ sin 6 )
Par conséquent

/

P

p?+ (p+a)?

im .
0—%
Si 6 < 0 alors p'(8) < 0 et un calcul similaire montre que

/

lim P

=—1.
02=% \/p? + (p+a)?
Avec la méme technique, on montre ensuite que

p+a
im =
055 o7 (0 1 0
Puisque limg_, 4 = el

+4 on en déduit que

a0)
0—x5 [, (0)]
ii) On remarque que
Va(0) = [17a(0)] cos pa(8) + ill74 (0)]] sin pa(8)
Ainsi
1,0 // /
k:a — aya (lyll
(22 +y2)3

[17e Il cos a (|74 | sin wa + @07, || cos ¢q)

[l sin a ([l ]l" cos pa
_ Y

Iall?
el

— Palallsinga)

iii) D’apres la question précédente, on a

hm
X—=>=-3Y

/ aO) P 6)]d0 = Jim 2 (Y) -

li X
lmg @a( )
D apres la questlon i, il existe deux entiers relatifs k+ et k_ tels que

lim ¢, (0) = T4 kimet lim ¢,(0) =
6—= 2 60

—g-l-k_ﬂ'
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ainsi,

/ " ka(O),(O)]|d6 = kym — k.

us
2

6) Dans cette question, on suppose que a < —1.
i) Montrer que pour tout # € ] — %, 5[, on a 2p* — (p+ a)p” > 0.
ii) En déduire que pour tout 6 € | — 7, 7[, on a k4(¢) > 0.
iii) Montrer que () est verticale pour une unique valeur de 6 € | -7, 7[.

iv) En déduire que

/]_ ka(0)[174(6) ]| d6 = 27

3.5l

Rép.— i) On a

sin® 0 1 1+ sin?0
N 20054 0 (cos@ ) cos3 0
sin” @ 1 1+sin®0 1+sin?6
costl  cosf cos3O cos3 6
- sin29_ 1 1+ sin?0
cos*f  costd cos3 6
o —cos20 1+sin%0
cost 0 cos3 0
S 1 —cosf +sin®0
cos3 6
2sin? % +sin’ 6
cos3 8
0.
ii) On a
ka:(p+a)2+2p’2*(pta)p”> (p+a)’ 50
((p+a)? +p)2 ((p+a)* + )2
iii) Un calcul direct montre que
vioo= (p'cos®— (p+a)sinb) +i(p'sind + (p+ a)cosh)

1
= —asinf+i| ——+acosb ).
cos? 0
Par conséquent, v/, (0) est verticale si et seulement si —asinf = 0, c’est-a-dire : § = 0
(puisque 0 € | — 3, Z[).
iv) Pour fixer les idées, on choisit ¢, telle que limg_, = ¢,(0) = 7. D’apres la question ii,
pq est strictement croissante. Ainsi, il existe k € N* telle que limg_% wa(0) = 5 +kmet

on a ™ T ™ T
e (1= 550) =I5 5+l
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Soit v : I — R? une courbe fermée simple biréguliere et paramétrée par la longueur
d’arc. Alors la formule de I'indice de rotation implique que la longueur Long(v') de /' est
un multiple de 27. Notons que 7, est verticale en les points § € | — 7, 5[ ot ¢, prend les
valeurs

g—kﬂ',...,g—&— (k —1)m.

Or, d’apres la question iii, 7, est verticale en un seul point de | — 7, Z[. Donc, on doit
avoir k = 2. Finalement, d’apres la question 5. iii,

/] . fa@li )]s =2

7) Soit 6y € | =7, §[. Dans cette question on suppose que a = ﬁ. Résoudre
I’équation
Ya(0) = y(o)

ot § € | — 7, %[ est I'inconnue et ot y(f) = p(#)sinf est la composante ver-

Culture.— La résolution de cette équation est I’étape clef du raisonnement
qui permet d’établir que les conchoides de Nicomede sont des trisectrices, i.e.
elles permettent la trisection des angles.

Rép.— On a

Ya(0) —y(0o) = (p(0) +a)siné — p(fo) sin by
1 2 sin Oy
= 1 0 -
( costl  cosby ) sin cos by
sin 6 cos 6y + 2 sin f cos @ — sin 6y cos

cos By cos 6
~ sin(f — 6p) + sin 20
N cos By cos 0

Par conséquent,

Yo (0) —y(0p) =0 <= sin(fy —0) = sin20

Op—0 = 20 + 2k
— ou
Op—0 = m — 20 + 2kmw
6y = 30 + 2k
— ou
0y = T —0+2km
Puisque 6 € | — 7, 7], il ne reste qu'une solution : 6y = 36.
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8) Donner 'allure du support de 7, avec a = —2.

Rép.—

12"
+11
+1.0
+0.9
+0.8
+0.7
+0.6
+0.5
+0.4

F0.3

+0.1)

-0.8
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