Université Claude Bernard Lyon 1 PCSI L1 - UE Math 2

Corrigé du controle terminal 2 du mercredi 23 juin 2021

Reglement — Une feuille recto-verso manuscrite de notes est autorisée ainsi que la feuille formulaire Repéres
mobiles et champs vectoriels. Les calculatrices sont interdites. Les téléphones portables doivent étre éteints. Le
bareme des exercices est indiqué entre crochets. Les réponses doivent étre justifiées.

Exercice 1 [8 pts] — Cet exercice est en deux parties relativement indépendantes.

On considere la fonction de deux variables f définie sur R? par f(z,y) = exp(h(x,y)) out h : R> — R est une
fonction de deux variables.

PARTIE 1.

a) [1 pt | Montrer que

of oh of oh

%(l‘,y) :%(x,y)f(x,y) et ?y(x7y):aiy(xay)f($7y)

b) [1 pt | En déduire que (xg,yo) est un point critique de f si et seulement s’il est un point critique de h.

c) [0.5 pt | Montrer que
0% f 0h oh of

d) [1 pt ] Ecrire les dérivées partielles d’ordre 2

O*f O*f
m(l‘,y) et Tyg(l‘,y)

en fonction des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de h et des dérivées partielles d’ordre 1 de f.
e) [1 pt | Déduire des questions a), b) et ¢) qu’en un point critique (xg, yo) la matrice hessienne de f s’écrit

Hy(xo,y0) = f(z0,y0)Hn(z0,%0)

PARTIE II.

a) [1 pt ] On suppose désormais que h(z,y) = y* — 22 + zy + = — y. Montrer que f(z,y) = e"®¥) admet
un unique point critique (zg,yp) que 'on déterminera. Indication : on pourra utiliser le résultat de la
question b) de la premieére partie.

b) [1 pt | Déterminer la matrice hessienne de h en (zg, yo).

c) [0.5 pt | Calculer f(zo,y0) out f(x,y) = exp(h(z,y)).

d) [0.5 pt | En utilisant la question e) de la premiére partie, déterminer la matrice hessienne de f en (zg, yo).
e) [0.5 pt | En déduire la nature du point critique (zg, yo)-



Rép.— PARTIE .- a) De f = e", on déduit

O (4. = 9P ny) _ Oh O (4. = 0 nwy) _ Oh

b) Puisque f ne s’annule pas (c’est une exponentielle) on en déduit que

(%(zo,yo),%(xmyo)) =(0,0) < <%(mo,y0)7 %Z(wo,yt))) = (0,0).

¢) & d) Le calcul des dérivées secondes donne

o2 f 9 (o _ 9%h on,  of
@("I’.ay) ~ oz (%(mvy)f(%y)) = @(m,y)f(x,y) + %(m7y)%(mvy)
82 f 9 [(on _ 9%h oh,  Of
ayam(x,y) = & (%(w,y)f(x,y)) = m(x,y)f(w,y) + %(w,y)afy(w,y)
82 f 0 [on _9%h oh af
s = o (S@nien) = 2@l + e Tey
0% f 0 (oh _ h oh . of
Tyg(zay) = oy (*y(%’ﬁf(%?ﬁ) = Tyz(xvy)f(%y) + @(x,y)%(ﬁ,y)
e) En un point critique (xo,yo) on a
oh oh
%(1507?/0) = @(wo,yo) =0
et donc o 2
h
ij;‘(mmyo) = @(wo»yo)f(l’myo)
? 5%h
Wafx(ﬂfoyy()) = m(ﬂfo,y())f(xo,y())
2 82
M(iﬂo,yo) = m(ﬂﬂo,yo)f(xowo)
o? 0%h
G (out) = S (a0, 30 (v, ).
PARTIE II.— a) On a
%(a@y) = 0 —2x+y+1 = 0 y = 2x-—1 y = 2x-—1
U (z,y) = 0 = 2y+xr—1 = 0 = 22z —1)4+z—-1 = 0 50 -3 = 0
oy \7?
d’ou
T = 3 et = 1
=5 V=5

On obtient ainsi un unique point critique (%, é)
b) Un simple calcul montre que

Cette matrice ne dépend pas du point (z,y).

¢) Le calcul direct conduit &
W(3 LY (LY _(3y 31,8 1 _1
5'5)  \5 5 55 5 5 5
31\ a1y
r(33)=en

-2 1
Hy(wo,90) = f(x0,y0)Hn(z0,y0) = €'/° ( 1 2 )
det (61/5 < _12 ; )) = _5e2/® < 0.

- — -
Exercice 2 [4.5 pts] — On considére le champ de vecteurs 7(x, y,2) =227 +y>j +2%k.

d’ou

d) Ainsi, en utilisant d)

e) On a

Il s’agit donc d’'un point col.



a) [2 pts | Calculer la circulation de 7(3:, y,2) le long du chemin 7 : [0,1] — R?® donné par
V(t) = (t,8,1%)
b) [1 pt | Le champ 7(38,,1;, z) est-il irrotationnel 7 Est-il conservatif ?

c) [1 pt ] Déterminer un potentiel ¢ : R3 — R de 7(:1:, Y, 2).

d) [0.5 pt | Calculer la circulation de 7(3:, y,2) le long de 'ellipse E paramétrée par t — (cost,cost,sint)
avec t € [0, 2m].

Rép.— a) On a
(V) = / (V (1)), 7/ (1))t
or t2 .
V(1(1), 7' () = (( t* ) , ( 2t )) =12 4+ 2t° + 365
t8 32
D’ou

GRNEAE Gl R
36 91,

1
o, (V) = / (t* 4 2t° 4+ 3t%)dt = {
0
b) Le calcul montre que
_>
otV =10
ainsi 7 est irrotationnel. Puisque ce champ est défini sur R, le lemme de Poincaré permet de conclure qu'’il est conservatif.
¢) On cherche ¢ tel que

3
3 T
’ -z o(z,y,2) = S +caly2)
9¢  _ €T = = s Yy y
5 = olwy,2) = S +al2) ¢(@y,2) g Ta?) 3
90 = 42 c 3 = ¥
A B 7 = v T aws = Lrar T et = el
£ = 22 ? — 2 Des 2 () 23
z oz =z c2(2 = — +tc
3
3 3 3
N T Y z
d =2 4+Y 4% 4.
ot §(,y,2) = 5 + T+ 5 +e

d) L’ellipse étant une courbe fermée et puisque le champ 7 est conservatif, on a Cg (7) =0.

Exercice 3 [4 pts] — On considere le champ de vecteurs V de R?
donné par
V(2,y,2) = y7 + a7.
a) [2 pts | Calculer le flux de V au travers du quart de cylindre C'

paramétré par

f(u,v) = (cosu, sinu, v), u € [O,g], v € [0,1].

b) [1 pt | Le champ 7 est-il incompressible 7 Admet-il un potentiel
vectoriel 7
c) [1 pt ] Calculer le flux de V au travers de la sphere S paramétrée
par
(u,v) — (sinu cos v, sin usin v, cos u)

avec (u,v) € [0, 7] x [0, 27].

Rép.— a)On a

o o —sinu 0 cos U
8—5 N a—fj = COS U A 0 = sinu
0 1 0



Ainsi

of of sinu cosu
(V(f(u,v)),%/\%):( co;u , 512u ) = 2cosusinu.

Le flux de 7 au travers de la surface C' paramétrée par f est donc
/2 1 /2 1
@c(v) = / / (7(f(u, v)), of A %Mudv = / / 2 cos usinududv = [sin2 u] 2.
u=0 Jv=0 Ou v u=0 Jv=0 0

b) Le calcul de la divergence de 7 donne div 7 = 0 ce qui montre que le champ est incompressible. Puisque le champ 7 est défini
sur R? le lemme de Poincaré assure Pexistence d’un potentiel vectoriel 4 pour V.
¢) Puisque la sphere est une surface fermée, le théoréeme d’Ostrogradski s’applique et on a

o5(V) = / / /B div V dzdydz

ol B est la boule unité (= le solide dont le bord est S). Or V étant incompressible, on a div V =0ce qui montre que @5(?) =0.

Exercice 4 [3.5 pts] — Soient R > 0 et H > 0. On considére le cylindre plein
Q={(x,y,2) |2 +y* <R> 0<z< H}

ayant pour densité de masse

(H = )R~ /2" + )

RH

a) [1 pt ] Ecrire en coordonnées cylindriques I'ensemble € et la densité de masse .

(e, y,z) =

b) [1 pt | Déterminer la masse totale M du cylindre plein en fonction de H et de R.
c) [0.5 pt | Calculer le volume V' de €2 et exprimer M en fonction de V.
d) [1 pt ] On note G(x¢, ya, 2¢) le barycentre du cylindre. Exprimez zg en fonction de H. On ne demande

pas de déterminer zg et yg.
Rép.— a) On a

H—-2z)(R—r).

Q={(r,p,2) | 0<r <R, OS@SQW,OSZSH}QtN(T,(ﬁ,G)ZR%(

b) On a
1 H r2r R on [H [R )
M = ///Q w(z,y, z)dedydz = R, L:O /T:()(H —2)(R—r)rdrdpdz = RH /z:O /T:O(H —2)(Rr —r7)drdz

o { . 22:|H|:R7‘2 r3r_ 2r H*R® 7HR?
0

d’ou

" RH 2 6 6

M=
RH 2 3

¢) Le volume V' du cylindre est donnée par
V = Vol(Q) = Aire(Base) x Hauteur = nR*H

ainsi

M=-V.
d) On a

1 1 H r2r (R o H (R , ,
26 = 1 ///Q zu(z, y, z)dzdydz W EH /z:O /<p:0 /r-:o z( 2)(R — r)rdrdedz VR /220 /7-:0( z—2°)(Rr — r°)drdz

d’olt

o {Hﬁ zTH{R?J 7’3]R or H3R® nH?R?
0

“““MRH| 2 3|,l 2 3], MRH 6 6  18M
Puisque 6M = 7R2H on déduit
H

Pour des raisons de symétrie z¢ = yg = 0 mais ceci n’est pas demandé dans ’énoncé.



