Université Claude Bernard Lyon 1 PCSI L1 - UE Math. Complémentaires

Corrigé du controle terminal, session 2 — Jeudi 22 juin 2023 — Durée 1h

Reglement — Une feuille recto-verso manuscrite de notes est autorisée ainsi que la feuille formulaire Repéres
mobiles et champs vectoriels. Les calculatrices sont interdites. Les téléphones portables doivent étre éteints. Le
bareme des exercices est indiqué entre crochets. Les réponses doivent étre justifiées.

Exercice 1 [7 pts] — On considére le champ de vecteurs donné par
— —
7(‘T7y’ Z) = (3%2 73?/2) i *6$y‘] .

a) [0.5 pt] Le champ V est-il constant le long de l'axe (Oz)? Justifier.

b) [1 pt] Montrer que le champ V est conservatif,

c) [1.5 pt] Déterminer un potentiel ¢ : R? — R de V.

d) [1 pt] Montrer que le champ 7 admet un potentiel vectoriel.

e) [1.5 pt] Déterminer un potentiel vectoriel U de V. On cherchera un tel potentiel sous la forme

U (x,y,2) = Alw,y, 2)7 + B(x, y, 2)7.

%
f) [1 pt] On considere un champ conservatif W que l'on écrit sous la forme

T ) PRR) PR
W(x,y,z) - 8x(x7yaz)l =+ ay(x?yaz)] + 6Z($7yvz)k

%
ot f:R3 — R. Montrer que W est incompressible si et seulement si le laplacien Af de f

B 0*f 0*f 0%*f
C0x2  Oy? 022

Af

est nul.
g) [0.5 pt] Calculer le laplacien de ¢. Le résultat vous semble-t-il cohérent ?

Rép.— a) L’expression analytique de 7 ne fait pas intervenir la variable z donc 7 est constant le long de 'axe (Oz).
b) Le calcul du rotationnel donne rot V' = 0. L’ensemble de définition de 7 est R® qui est simplement connexe, le lemme de

Poincaré implique que 7 est conservatif.
¢) On cherche une fonction ¢ telle que

2 = 3P -3y o(z,y,2) = 2 =3y%z+aly2) o(z,y,2) = 2° =3z +ei(y,2)
% = —6uy e —bry+ 5L = —6ay & & =0
a _ el _ 9% —
52 =0 o2 =0 2 =
3 2
r,y,z) = z°—=3y‘z+ci(y,z )
¢( Yy ) Y l(y ) ¢(x’ v, 2:) — B_ 3y2:r T e (Z)
e aly,z) = c(z) ey
¢ - 0 0z =0

Oz
d’ott ¢(z,y,2) = 2* — 3%z +c.
d) Un calcul immédiat montre que div 7 = 0 donc 7 est incompressible. L’ensemble de définition de 7 est R® qui est contractile.



Le lemme de Poincaré montre alors que 7 admet un potentiel vecteur.
e) On doit résoudre

. % A 3z° — 3y
rot ﬁ = 7 = 6% A B = —6xy
o 0
B 0
c’est-a-dire le systeme
-5 = 327 -3y A = —bayz+ Ca(z,y) A = —6ayz+ Ca(z,y)
52 = —Gay & B = 3@y -2%)z+Cs(zy) < B = 3% —2H)z+Cr(z,y)
9B _ 94  _ 9B _9A _ 9Cp _9Ca _
oz Oy Ox oy oz oy

11 suffit de choisir Cp = Ca = 0 pour satisfaire au dernier systéme. Ainsi
U= —6xyz7 + 3(y> — 2)z7

est un potentiel vecteur de 7
f) Le champ W est incompressible si et seulement si div W =0. Or

o OW. | OW, | OW. Of\ 0 (0f\ .0 (0f\ &f 0*f  0°f
dvW=" "%, T o 8z<8x>+8y<6y to\5z) T ez Ty Tz A

_)
AinsidiviV =0 < Af=0.
Remarque.— Une réponse évitant le calcul en s’appuyant sur le formulaire est tout a fait recevable pour cette question.
g) D’apres la question d), on a ¢(x,y, z) = x> — 3y*x + ¢ ainsi

2 2 2
0¢ M-ﬁ-@—(ﬁac—Gac-l-O—O

A¢ = By 022

—
La nullité du laplacien implique que 7 = grad ¢ est incompressible ce qui est cohérent avec les questions ¢) et d).

Exercice 2 [6.5 pts] — On considéere le champ de vecteur V de R? défini par
Viey) = (@—y)7+@+y)7
ainsi que les deux chemins v : [0,1] — R? et o : [0,1] — R? donnés par
y1(t) = (e' cost,efsint) et o(t) = (e'sint, e’ cost)

a) [2 pts] Calculer la circulation C,, ( 7) de V le long de ;.
b) [1 pt] Calculer la circulation CV2(7 de V le long de ~s.

c) [1 pt] Soit v(t) = (x(t),y(t)) une ligne de champ de V. Ecrire les deux équations différentielles du
premier ordre satisfaites par z(t) et y(¢) (on ne demande pas de les résoudre).

d) [1 pt] Dire pour chacun des deux chemins 7; et 2 s’ils sont des lignes de champ de 7 ? On justifiera sa
réponse.

e) [0,5pt] Déduire de la question c) que si v : I — R? est une ligne de champ alors
17/ (D17 = 2(22(1) + y*(1))-

f) [0,5pt] Déduire des questions c) et e) que si y(t) est une ligne de champ alors la circulation 67(7) de V
le long de ~ vaut

(V) =2 / 22(t) + 2(t) dt.

1

g) [0,5pt] Calculer la circulation C,, (7) avec la formule établie en f). Le résultat vous semble-t-il cohérent ?



Rép.— a) On a d’une part
71(t) = ((cost — sin t)e', (cost + sin t)et)

et
7(71 (t)) = ((cost —sin t)e', (cost + sin t)et) .
Ainsi
(7(71(15)), (1)) = ((cost — sin t)® + (cost + sin t)2) et = 2¢*
et

Cn(P) = [ (Flu) A= [ 2 =[], = <1

0
b) D’autre part
() = ((cost + sint)e’, (cost — sint)e’)
et
V (12(t)) = ((sint — cost)e’, (cost + sint)e’) .
Par conséquent
(V0,3 () =0 et Cp(V)=0.

=0
¢) L’équation des lignes de champs est donnée par 7" (t) = 7(7(1&)), soit en coordonnées

{ '(t) = x(t) —y(t)

= (1) +yt)
d) Le calcul montre que seul v; satisfait aux équations des lignes de champs, autrement dit, seul v; est une ligne de champ.
e) D’apres les équations établies en c) on a

I @I = () + 5% (1) = ((t) — y(8)* + (x(t) + y(t))* = 22°(8) + 2 ().

f) L’équation des lignes de champs 7' (t) = V('y(t)) impliquent

V), 7)) = (7', 7' 0) = 1702 = 22°(t) + 22 (t)

d’ou le résultat demandé.
g) Le chemin 71 (t) = (x1(¢),y1(t)) est une ligne de champ d’apres d). Donc

C (V) =2 / 2(0) + 2(2) dt

I
d’apres f). Or 23(t) + yi(t) = €** et donc

Cy, (7) = /262t dt = [th]; =e*—1

I
comme en a). Le résultat est donc parfaitement cohérent.

Exercice 3 [6.5 pts] — On considere la paramétrisation de la sphere S de centre O et de rayon R = 1 donnée
par
f(6,) = (sinfcos p,sinfsin p,cosd), 6 € [0,7], ¢ € 0,27,

ainsi que la calotte polaire (pole Nord)

/5

2
L= {(wy.2) 2" +yi 42" =12 > 5}
a) [1 pt] Faire un dessin soigneux montrant le repére standard (O, 7,7, k ), la sphere S ainsi qu’un point M
sur cette sphere de coordonnées sphériques (r = 1,6, ¢).
b) [1 pt] Comment doit-on choisir 0 et ¢ pour que M soit dans la calotte X7
c¢) [1 pt] Montrer que le vecteur normal r?f au point (6, ¢) de la sphere est donné par

sin @ cos
nf(0, ) =sind | sinfsing
cosf



d) [2 pts] Calculer le flux @g(v) du champ de vecteurs

7(:1:,?;,2) = —yT+a]+ Va2 +y2k

au travers de la calotte X orientée par w -
Indication. — Dans le calcul, on pourra utiliser le fait que (sin3 0) = 3 cos fsin? 6.

e) [1.5 pt] Quel est le flux @5(7) de ce méme champ de vecteurs au travers de la sphere S ?

Rép.— a) Ce dessin figure dans le cours. Notez que dans cette question on ne demande pas de figurer la calotte X.
b) Pour assurer z > ? il faut que cos € > ? autrement dit que 6 € [0, §]. Aucun condition n’est nécessaire pour ¢. Au bilan, il

faut donc choisir § € [0, §] et ¢ € [0, 27].

¢) On a
cos 6 cos ¢ —sin@sin @ sin 6 cos ¢
ﬁfzﬁ/\gz cosfsing | A sin 6 cos ¢ =sinf | sinfsingp
' 90 Oy .
—sinf 0 cos 6

d) Par définition, le flux de 7 au travers Y est donnée par

By (V) = / ; / :Omf(e,so),7<f<e,w>>d@de.

7(f(6’,g0)) = —sinfsing7 +sinfcosp7 + \/(singcos ©)2 + (sinfsin )2 k
= —sinfsingp7 +sinfcospy + |sinf|k
= —sinfsinp7 +sinfcospy +sinbk

car 6 € [0, 7] et par conséquent |sinf| = sin . Le produit scalaire avec V donne

sin 6 cos ¢ —sin@sinp
(ﬁﬁ(@,ap),?(f(@,ap)) = sinf(| sinfsingp |, sinfcosey |)
cosf sin 0
= cos@sin? 0.

Ainsi s o
@z(v) = /4 / cos 0 sin” Bdpdd.
6=0 J p=0

On a alors, grace a l'indication,

™

oy (V) = 27r/4

6=0

5:%(\/5)3:m/§
6

200 — 2 | i V2
cos @ sin” 0dO = 2w {3 sin 9} 3 >

0

e) Il y a deux fagons de traiter cette question.
PREMIERE FAGON.— On peut reprendre la démarche précédente et refaire les calculs en considérant non plus 6 € [0, 7] mais

0 € [0,7]. On a alors
T 27
dg (7) = / / cos 0 sin® Odpdf
6=0 J p=0

et le calcul montre que <I>s(7) =0.
SECONDE FAGON.— On peut aussi remarquer que V est un champ incompressible
T z - a 2 2
divvzav ov, 0V, 0(-y) Oz VvVt +y —0

8a:+(97y+8z_ ox +37y+ 0z

et utiliser le théoréeme d’Ostrogadski. On obtient

os(V) = / / /B divV dadydz = 0

ou on a noté B est la boule de centre I'origine et de rayon 1.



