Oral 1 géométrie
Lecon n°10 : Géométrie vectorielle dans le plan et dans I'espace.
Niveau : Lycée. (De la seconde a la terminale.)

Prérequis : Repérage dans le plan et dans I'espace, translation, produit scalaire, projeté orthogonal et
positions relatives de droites et de plans dans I'espace.

Plan:

(V< Toi =10 | T OO P R PPTPTRPPPPPR 2
1. DEfINItioN d/UN VECTEUL ....eiiiiiiiiiiiie ettt e ettt e e e e e st e e e e e e e e s e saaereees 2
2. COoOrdONNEES ' UN VECLEUL ...eeitiiiiiiiiiiiiteee e e e ettt e e e e e ettt et e e e e s sttt b et e e e e e s ssabbbaeeeeeeesasnnnns 2
3. Opérations sur les vecteurs et relation de Chasles.........cccceeeiiii 3
4. ColiNGarité de JEUX VECTEUIS ....uuiiiiiiieiiiiiiitieee e ettt e e ettt e e e e e ettt e e e e e e s e s abbbaeeeeeeens 4

[I.  Géométrie vectorielle dansle plan......ccccooiiiiiii 4
1. NOrmes et 0rthogONAlItE ......oviviiiiiiiiiiiiiiiiieeeee ettt e e e e aseeesaaesaessessassasssesssesenrrenes 4
2. Vecteur directeur et VECTEUN NOIMAl......uiiiiiiiiiiiiiiiiie ettt e s e st ee e e e s e 4
3. Equation cartésienne de droite dansle plan........cccccoiiiii 5

Il Géométrie vectorielle dans I'espace .......ccoeeeeiieiiiiii 5
B 6o T o1 =1 =T 1 YOO PPPPPPPPPPRt 5
2. Parallélisme de droites et de plans dans I'@SPace..... ... 5
3. Vecteur normal a un plan et orthogonalité............ccooooi i 6
4. Equation cartésienne de plan et représentations paramétriques de droites et de plans dans
(T oL Lol TP PPPPPPPPPPRt 6

V. (0073 ol (11 o FOA P PUPRR PP 7

O o Y ol Tl e =T o] o] [ Tot= 14 o] o VNP PP PPPPPPPRE 7



Vecteurs
1. Définition d’un vecteur

Définition 1 vecteurs entre deux points : A chaque translation est associé un vecteur. Pour A et B deux
points, le vecteur AB est associé a la translation qui transforme A en B.

Remarque 1 : A est I'origine du vecteur et B son extrémité.
Définition 2 vecteur : Un vecteur noté U est déterminé par :

- Unedirection
- Unsens
- Unelongueur

Définition 3 vecteurs particuliers :

1) Vecteur nul noté 0 : Translation qui transforme un point en lui-méme.
2) Vecteurs opposés : Le vecteur opposé au vecteur AB est le vecteur BA associé a la translation
qui transforme B en A. Donc 4B =- BA.

3) Vecteurs égaux : Soient A, B, C et D quatre points du plan. Les vecteurs AB et CD sont égaux si
la translation qui transforme A en B transforme C en D.

Propriété 1 : Soit A, B et C trois points du plan. Les vecteurs AB et CD sont égaux si et seulement si le
quadrilatere ABDC est un parallélogramme

2. Coordonnées d’un vecteur
Dans la suite, on choisit un plan P muni d’un repére orthonormé (O, |, J).

Définition 4 coordonnées d’un vecteur : On considére un vecteur 1 du plan. Les coordonnées du vecteur

% sont les coordonnées du point A tel que = OA. Autrement dit: Si% = OA et A(x;y)alors @ (x; y).

Propriété 2 : On considére deux points distincts du plan A(x,; y4) et B(xg; yg). Les coordonnées du
vecteur AB sont (Xxg — x4; V5 — ¥4). On a donc ﬁ(xg — X4 VB — Va)

Remarque 2 : Dans I'espace, cette propriété reste vraie. On considere les points distincts A(xA; Ya: ZA)

et B(xg; ¥p ; Zg ). Les coordonnées du vecteur AB sont (Xg — X4V —YVa; Za — Zg)-

Ona:0i(1; 0); OJ0; 1) et G0 ; 0).
Propriété 3 : On considére deux vecteurs U (x; y) et ¥ (X' ; y'). On dit que U = ¥ si et seulement six=x
ety=y.

Remarque 3 : Cette propriété est aussi vraie dans I'espace.



3. Opérations sur les vecteurs et relation de Chasles

Définition 5 vecteur produit par k : On considére un vecteur U(x ; y) du plan et un réel k. Les coordonnées
du vecteur ki sont (kx ; ky).

Propriété 4 :

somme de vecteurs : On considére deux vecteurs U (x ; y) et ¥ (xX'; V). Le vecteur U + ¥ a pour

coordonnées (x+x';y+y').Ona U+ v (x + X, y+Yy').

produit de vecteurs par des réels : Soient k et k' deux nombres réels et U et ¥ deux vecteurs.

1) ku+Ku=(k+k)u

2) K(KE) = (k) &

3) k(d+V)=ku+kv

4) kii=0sietseulementsik=0oud=0

Remarque 4 : Soustraire un vecteur, c’est additionner son opposé.

Relation de Chasles : On considére trois points distincts A, B et C du plan,on a: AB +BC = AC.

Relation de Chasles AE + BC = AC

e
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Exemple 1 : Simplifierﬁ +BC + CA.

Regle du parallélogramme : On considere A, B, C et D, quatre points distincts du plan. ABCD est un

parallélogramme si et seulement si AB + AD = AC.

Régle du parallélogramme




4. Colinéarité de deux vecteurs
Définition 6 vecteurs colinéaires : Deux vecteurs U et ¥ sont colinéaires s’ils ont la méme direction.
On dit aussi que les vecteurs U et ¥ sont colinéaires s'il existe un réel k tel que U = k.

—
Remarque 5 : Pour tout vecteur %, on a 0 =0 X U : Le vecteur nul est colinéaire a tous les vecteurs.
Propriété 5 : Deux vecteurs U (x; y) et ¥ (X' ; y’') sont colinéaires si et seulement si xy’-x’y =O0.

Propriété 6 : On considére cing points distincts du plan A, B, C, D et I.

1) Deux vecteurs AB et CD sont colinéaires si et seulement si les droites (AB) et (CD) sont
paralleles.

2) Lespoints A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
3) lestle milieu de [AB] si et seulement si les vecteurs TA et1B sont Opposés.

Exemple 2 : On considére les points A(-2; 3); B(0; 2); C(1; 0); D(4; -5). Les droites (AB) et (CD) sont-elles
paralléles ?

I Géométrie vectorielle dans le plan
Dans la suite, on choisit un repére euclidien orthonormé (O, 7 , J).

1. Normes et orthogonalité

Définition 7 norme d’un vecteur 1 : Soit U un vecteur et A, B deux points du plan tels que i = AB.la

norme de U est la longueur AB et se note | ||| = | |ﬁ| | = AB.

Propriété 7 sur les normes :

1) Lanorme du vecteur U (a; b) est donnée par: | |U | |=Va? + b?
2) Onconsidére un vecteuru etunréelk,ona: ||k ||=|k|||u ||

Définition 8 vecteurs orthogonaux : On considére deux vecteurs U et ¥ et quatre points distincts du

plan A, B, Cet D tels que & = AB et B = CD. On dit que les vecteurs % et ¥ sont orthogonaux si les
droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

Propriété 8 : Deux vecteurs U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si <u, v > =0.

Conséquence : Deux droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si <A—B),C—D) >=0.

2. Vecteur directeur et vecteur normal

—

Définition 9 vecteur directeur d’une droite : On considére un vecteur U et une droite (d). On dit que u
est un vecteur directeur de (d) s’il existe deux points distincts A et B appartenant a (d) tel que u = AB.

Exemple 3 : Soit la droite (d) d’équation y =2x-1. Déterminer deux vecteurs directeurs de la droite (d).

Définition 10 vecteur normal a une droite : On dit que le vecteur 7 est normal a une droite (d) si 1 #

0 etsi 7 est orthogonal a la direction de (d).

Propriété 9 : Soit (d), une droite passant par le point A, de vecteur normal 7 et M un point du plan
distinct de A, le point M appartient a (d) si et seulementsi<n, AM >=0.



3. Equation cartésienne de droite dans le plan

Définition 11 équation cartésienne de droite : Toute droite (d) a une équation de la forme : ax + by +c =
Ooua, b et c sont des réels avec (a, b) # (0, 0). Une telle équation est appelée équation cartésienne de
la droite (d).

Propriété 10 :

1) On considére deux réels a et b non tous nuls, une droite (d) de vecteur normal i(a ; b) admet pour
équation cartésienne de la forme ax + by + ¢ = 0 ou ¢ est un nombre réel a déterminer.

2) La droite (d) d’équation cartésienne ax + by + c = 0 admet le vecteur U(-b ; a) pour vecteur directeur.
3) La droite (d) d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 admet le vecteur 1i(a ; b) pour vecteur normal.

Exemple 4 : Déterminer I'équation cartésienne de la droite (d) de vecteur directeur 1 (-1 ; 2) et
passant par le point A(2,5).

Propriété 11 : Soient deux droites (d) d’équation cartésienne ax + by +c =0 et (d’) d’équation cartésienne
a’x+b'y+c’=00Ua,b,a etb’ sontdes entiers non tous nuls et c et ¢’ sont des réels a déterminer. (d)
et (d’) sont paralléles si et seulement si ab’—a’b = 0.

Exemple 5 : Les droites (d) : 2x-y +3=0 et (d’) : -4x+2y +1=0 sont-elles paralléles ?
Il Géométrie vectorielle dans I'espace
On se place a présent dans I'espace euclidien muni d’un repére orthonormé (0, T, 7, Tc)).
1. Coplanarité

—

Définition 12 vecteurs coplanaires : Soit trois vecteurs non nuls 1, Vet W, on dit que U, U et w sont
coplanaires si et seulement il existe trois réels a, B, ytelsque : au + Bv +y w=0.

Remarque 6 : On dit aussi que W = a1 + B ¥ quand les vecteurs U et ¥ ne sont pas colinéaires.
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2. Parallélisme de droites et de plans dans 'espace

Définition 13 parallélisme de deux plans dans I'espace : Deux plans de I'espace sont paralléles s’ils ne
sont pas sécants.

Propriété 12 : A, B et C étant trois points distincts non alignés de I'espace, le plan (ABC) est I'ensemble

des points M de l'espace tels que : AM = o AB + BA—C) avec a et B des réels. On dit que AB et AC
dirigent le plan (ABC).



3. Vecteur normal a un plan et orthogonalité

Définition 14 droites orthogonales : On dit que deux droites de I'espace (d) et (d’) sont orthogonales
guand une parallele de (d) est perpendiculaire a une paralléele de (d’).

Définition 15 droite orthogonale a un plan : On dit qu’une droite (d) est orthogonale a un plan (P) quand
(d) est orthogonale a toutes droites de (P).

Définition 16 vecteur normal a un plan : Un vecteur 7 est dit normal & un plan P s'il est non nul et
orthogonal a tous les vecteurs contenus dans P.

Propriété 13 : Une droite (d) est orthogonale a toute droite d’un plan P si et seulement si elle est
orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.

4. Equation cartésienne de plan et représentations paramétriques de droites et de plans
dans I'espace

Définition équation cartésienne d’un plan P- Théoréme :

Un plan P de vecteur normal 7 (a; b ; c) non nul admet une équation cartésienne de la forme ax + by
+cz +d = 0 avec d un réel a déterminer et a, b et ¢ des réels non tous nuls. Réciproquement, si a, b, c
sont non tous nuls, I'ensemble des points M(x ; vy ; z) tels que ax + by+cz +d avec d un réel, est un plan.

Définition 17 représentation paramétrique de le droite (d) passant par le point A(x, ; Ya; Z4) et de
vecteur directeur u(a; B; V) :

X = Xy + ta
C’est le systéme d’équation : {y = y4 + tB olu t est un réel.
Z= Zy+ ty

Propriété 14 :
On considére une droite (d) passant par le point A(xy, Va4, Z4) et de vecteur directeur u(a, B, v).

Le point M(x, y, z) distinct de A appartient a la droite (d) si et seulement s’il existe un réel t tel que :
X=x,+ta

Y= yat+tp.
Z= Zy+ty

Définition 18 représentation paramétrique du plan P passant par le point A(x4, V4, Z4) et de vecteur
directeur u(a, B, y) et v(c, B, Y). :

xX=x4+ta+ t'a
C'est le systéme d’équation : {y = y4 +tB + t'B’ ou t et t’ sont des réels.
z= 2z, +ty+ ty

Propriété 15 : On considére le plan P passant par le point A(x, ; V4 ; Z4) de vecteurs directeurs u(a; B ;

y) et B(o’; B Y).

Le point M(x; y; z) distinct de A appartient au plan P si et seulement s'il existe deux réels t et t’ tels
X=x4+ta+ t'a

que:qy = ya+tB+t'p.
z=z4+ty+ ty



V.

Conclusion

1. Exercice d’application

Amérique du sud 2017. Enseignement spécifique

EXERCICE 2 (4 points) (commun i tous les candidats)

On considére un cube ABCDEFGH. E

1) a) Simplifier le vecteur AC + AE. G
b) En déduire que AG.BD — 0.
¢) On admet que AC.BE —0.

Démontrer que la droite (AG) est orthogonale au
plan (BDE).

2) L'espace est muni du repére orthonormé (A ; Hﬁ E, E}

a) Démontrer quune équation cartésienne du plan (BOE) est » +y+ 2 —1 =10,
b) Déterminer les coordonnées du point d'intersection K de la droite (AG) et du plan (BDE).



