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Régularité
Définition.— On appelle COURBE PARAMETREE de classe
Kk
Ck, k > 0, toute application ~ : | < R2 ou R3, o1 / est un
intervalle de R ou une réunion d’intervalles deux-a-deux
disjoints. Lensemble I' := ~(/) s’appelle le SUPPORT de ~v

e Si / est un intervalle I' est connexe, si I est un segment, I
est compacte.

e Sauf mention explicite du contraire, dans ce cours / sera
un intervalle de R.

e Les courbes paramétrées C° peuvent s’éloigner trés
fortement de ce que l'intuition suggeére.
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Une trajectoire brownienne
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Une courbe de Péano-Hilbert
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La courbe dite du « dragon de Lévy »
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e Dans ce cours, on suppose que ~ est CX avec k au
minimum plus grand ou égal a 1. En cas de doute,
considérer que k = +oo.

Régularité

¢ Ne pas confondre la courbe paramétrée avec son support.

Un exemple.— Les supports de

Yo - R — ]Rz
, 1—t2 2t
— <1+t21+t2>
et
" ]—7T,7T[ — R?
6 — (cosé,sind)

sont les mémes : le cercle unité dont on a enlevé le point
(_1 ) 0)
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Définition.— On dit que 71 : J — R3 est un
CK-REPARAMETRAGE (k > 1) de g : | — RS g'il existe un
Ck-difféomorphisme ¢ : J — [tel que 14 = g o .

e Rappelons qu’une application ¢ est un
Ck-difféomorphisme si elle est bijective et que ¢ et o~ sont
toutes les deux C*.

e Dans I'exemple précédent, v¢ est un reparamétrage C*
de o avec (f) = tan §.

e Si 4 est un CK-reparamétrage de ~, alors les deux
courbes paramétrées ont méme support. La réciproque est
fausse méme pour k = 0!
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e On définit une relation d’équivalence entre les courbes
paramétrées C* de la facon suivante :

Yo~k <= 7 estun CK—reparamétrage de .

Définition.— Une classe d’équivalence s’appelle une
COURBE GEOMETRIQUE Ck.

Exemple.— Soient

: R — R? ot N R — R?
t — (1,13 t — (21,813

Ona vy =74 o p avec ¢(t) = £ donc ¥4~ 0.
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Exemple.— Soient

w: R — R? ot 2 R — R?
t — (413 t — (15,19

Onayy =209 avec y(t) = ts.Or 1 n'est un
Ck-difféomorphisme pour aucun k > 1, ainsi

Vk € N*, 72 ok Y.

Définition.— On appelle COURBES GEOMETRIQUES
ORIENTEES C* les classes d’équivalence pour la relation

Yokt <= 71 =00y Ol ¢ est un CK—difféomorphisme

tel que ¢’ > 0.
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Définition.— Une courbe paramétrée v : | — R? ou R® est
dite REGULIERE en t € [ si+/(t) # 0. Dans ce cas, la droite
passant par v(t) et de vecteur directeur +/(t) est appelée la
TANGENTE de la courbe paramétrée ~ en t. Si de plus  est
injective, on parle de la tangente en ~(t).

e Une courbe paramétrée peut ne pas avoir de tangente au
sens de cette définition alors que son support, vu comme
un graphe, peut admettre une tangente (au sens de la
tangente d’un graphe).

Exemple.— Soit v : R — R? donnée par ~(t) = (3, 1°).
Puisque +/(0) = 0, cette courbe paramétrée n’a pas de
tangente en t = 0. Pourtant son support est le graphe de
f(x) = x qui lui admet une tangente horizontale en x = 0.
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Définition.— Une courbe géométrique est dite REGULIERE
si 'un de ses représentants ~ : | — R? ou R3 est régulier
en tous points.

e Cette définition est cohérente puisque si
71 :J — R? ou R®

est un autre représentant alors v1 = yg o p etvj = ¢’y 0 .
Puisque ¢ est CK-difféomorphisme, ' # 0 et

7(t) =0 <= +'(¢(t)) = 0.
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Définition.— Soit v : / — R3. Tout plan contenant la
tangente s’appelle PLAN TANGENT. Si de plus R® est muni
d’un produit scalaire, alors le plan perpendiculaire a la
tangente s’appelle PLAN NORMAL et toute droite
perpendiculaire a la tangente s’appelle une DROITE
NORMALE.

Définition.— Soit v : / — R3. Un point t € / pour lequel
v'(t) et v"(t) sont linéairement indépendants est dit
BIREGULIER. En un tel point t, on appelle PLAN
OSCULATEUR le plan ~(t) + Vect(+/(t),~"(t)). Si v est
injective, on parle de plan osculateur au point ~(t).
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Y'(t)

Plan normal

Plan osculateur
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e Soit v : | — R? ou R3 une courbe paramétrée de classe
C>® et fp € I. On note p > 1 le plus petit entier tel que
~(P)(ty) # 0 et g > p le plus petit entier tel que

dim Vect(vP)(ty), 79 (ty)) = 2.

e Si les entiers p et g existent alors la courbe prend au
voisinage de fy 'une des formes suivantes :
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@ (l())/ Y@ (ty)
Y(p)(l)
q pair AT // '

Point ordinaire Point de rebroussement
de 2nd espéce

y(q) (lo)
: (WV U

fY(p)(l )
g impair /1"y //‘\\\\ ’

Point d’inflexion Point de rebroussement
de 1ére espéce
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Démonstration.— On suppose d’abord que
VP (t) = ... =419 (1) = 0.
e Le développement limité de ~ s’écrit :

A (1) = ’Y(fo)+(t_pfO)p’Y(p)(to)Jr(t_q!tO)q’Y(q)(fo)Jro((f—To)q)

d’ou le tableau.
e Le cas général procede du méme principe O

Remarque.— Attention, les entiers p et q peuvent ne pas
exister méme si v est C>°. Penser a ~(t) = (t,0). Réfléchir
également au cas des courbes paramétrées C*> mais non
analytiques.
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Giuseppe Peano (1858-1932)

o Mathématicien italien essentiellement intéressé par la
formalisation des mathématiques.

e Découvre de nombreux contre-exemples, « sa » courbe
en est le plus célébre.

e Pionnier de la méthode axiomatique moderne : il met au
point une axiomatisation de I'arithmétique qui porte
aujourd’hui son nom.

e Consacre la fin de sa vie a la mise au point et a la
promotion du /atino sine flexione un latin a la grammaire
trés simplifiée, qu’il voyait comme une langue pour les
échanges internationaux, en particulier scientifiques.

e Protagoniste indirect de la crise des fondements des
mathématiques au travers de l'influence de son oeuvre sur
Bertrand Russell.
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¢ On note

¢: RZ — R2
(r,0) — (rcosé,rsind)

et M un point de R?.

Définition.— Tout couple (r, ) tel que ®(r,8) = M s’appelle
un SYSTEME DE COORDONNEES POLAIRES de M.

o Notons que ¢ n’est pas injective.

e On pose

Q=Rix]|-m7[ et U=R?\{(x,0)cR?|x<0}.
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Lemme.— Lapplication ® : Q — U est un
C*°-difféomorphisme.

Démonstration.— En exercice. Lapplication réciproque est
donnée par

o1 U — Q
r=/x2+ y2
xy) — 0 = 2arctan _y
X+/x2+y?
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Courbes en polaire

Définition.— Une courbe est dite DEFINIE
PARAMETRIQUEMENT EN COORDONNEES POLAIRES si elle
est donnée sous la forme

t— ~(t) = (r(t)cosd(t), r(t)sinb(t)).

Une courbe paramétrée est dite POLAIRE si elle s’écrit sous
la forme
0 — v(0) = (r(#)cos b, r(0)sing).

Exemple 1.— La cardioide r(#) = 1 + cos @
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e Exemple 2.— Equation polaire des droites. Soit D une

droite du plan ne passant pas par 'origine O. On note P
l'image de O par la projection orthogonale sur D.

Courbes en
polaire

~N

A& D
0 S

e Soit (h, ) les coordonnées polaires de P. On a
OQ = rcos(f — ) et

McD < Q=P < 0Q=h < rcos(d —a) = h.
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Courbes en polaire
Lemme.— Une équation polaire de D est donnée par

m 7r h
bela—=a+=[, r)=——.
V0 € o 2’a+2[’ r(9) cos(f — «)

Question (laissée a votre sagacité).— Que se passe-t-il si
la droite D passe par I'origine ?

Exercice.— Le dessin ci-dessous peut-il étre le support
d’'une courbe polaire ?
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Proposition.— Une courbe polaire C' est réguliére ssi

Courbes en r2 + (r/)z 7é 0.

polaire

En particulier une courbe polaire C' a, au plus, un point
singulier qui est nécessairement a l'origine.

Démonstration.— Un calcul direct montre que
IV (0)I2 = r?(8) + (r')2(6)-

Donc
Y(@)=0 = r(0)=0

i. e. le point singulier est a l'origine.
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Exercice.— Le dessin ci-dessous peut-il étre le support
d’'une courbe polaire ?

Courbes en
polaire

Réponse.— Ouien C° nonen C'.

e En revanche, ce support est celui d’'une courbe
paramétrée C' (et méme C>).
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DEFINITION.— On dit que le support I' d’'une courbe
paramétrée injective est 'TENVELOPPE D’UNE FAMILLE DE
DROITES F si 'ensemble des tangentes a la courbe est F.

7N

Observation naive.— Tout support I' de courbe paramétrée
réguliere injective v est donc I'enveloppe de la famille de
droites constituée par ses tangentes.

e Le probleme se pose donc dans l'autre sens : étant
donnée F comment déterminer ~ ?
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e Soient a, b, ¢ € C'(/) telles que

vtel, (a(t),b(t)) # (0,0).
Ainsi, pour t € [, 'équation
alt)yx+b(t)y +c(t)=0
définit une droite D;. On pose F = (Di)¢e).
Proposition.— S/
vtel, §(t)=a(t)b'(t)— b(t)d(t) #0

alors la courbe enveloppe de F est le support de
t— (1) = (x(1), (1)) ou

c(

_ 1 b)) c(t) _
X(t)_é(t)‘ b/(t) C,(t) 'a y(t)—_m
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Démonstration.— Cherchons une courbe enveloppe qui
soit le support d’'une courbe paramétrée ~ telle que

_>
Vtel ~(t)e D et ~(t)e D
e Ces conditions conduisent aux deux équations

{a(t)x(t)+b(t)y(t)+c(t) -0
a()x'(t) + b(t)y'(ty = 0

e En dérivant la premiere équation et compte tenu de la
seconde, ce systéme est équivalent au systeme

a(tyx(t) +b(t)y(t)+c(t) = 0
{ amx)+botyt)+cdi) = 0

dont la résolution fournit les expressions de x(t) et y()
données dans la proposition.
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Exercice.— Trouver I'enveloppe de la famille de droites
(Dt)tefo,1) du dessin ci-dessous.

Dy
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Léquation de Clairaut.— Soit g € C'(/) et (Dy):c/ la famille
de droites d’équation

y=1tx+g(t)

etsoienty : | S5 R etT = {(x,y(x)) | x € I}. SiT est
courbe enveloppe de (D;):c; alors y satisfait a I'équation
différentielle

y=xy'+9(y).

e La réciproque est délicate. Elle conduit a la notion de
solution générale et de solution singuliere de I'équation de
Clairaut.
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Démonstration.— Soit t € / et (x, y(x)) un point de I' ou la
tangente est Dy alors

(xy(x))e Dy = yx)=tx+g(t) (1)
Tyl =D = y'(x) =t (2)
r
g(t)\
(x)
T(x,,v(X)) r

e En éliminant t dans (1) grace a (2) on obtient I'équation
de Clairaut. O
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Exemple.— On considére la famille des équerres infinies
dont I'un des cbtés est astreint a passer par un point A et
dont I'angle droit est sur une droite horizontale. Soit F la
famille de droites déduite des positions de I'autre coté.

S NA NS

o |l s’agit de montrer que I'enveloppe est une parabole.
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y(x)
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e Lhypothénuse du triangle 2 est la tangente a I en
(x,y(x)) donc, si x # a,

(Au fait que se passe-t-il si x = a?)

e Le cumul des deux égalités précédentes donne y'(x) = a,
d’ou en reportant dans (1) :

et
y(x) =x/'(x) - (Y(x))? (2
qui est I'équation de Clairaut de notre probleme.
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e Si 'on dérive (2) il vient

Y'(x) =y () +xy"(x) = 2y"(x)y'(x)
d’ou
0 = y"(x)(x - 2y'(x)).
o x —2y'(x) =0 < y(x) = 1x2 + cte et en remplagant
dans (2) on voit que nécessairement cte = 0.

e )/ (x)=0 < y(xX)=ax+ et gn remplagant dans (2)

on voit que nécessairement § = —a*~.
e Réciproquement y, = ax — o2 et y(x) = 1x2 sont
solutions de (2) mais ce ne sont pas la toutes les solutions,
d’autres peuvent étre obtenues par raccordement.
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Une solution obtenue par raccordement

e Les solutions linéaires y,, sont appelées SOLUTIONS
GENERALES de I'équation de Clairaut, la solution
y(x) = 1x2 est elle dite SOLUTION SINGULIERE.
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e Un des plus grands mathématiciens de son temps.

e Lit son premier mémoire a I'’Académie des sciences alors
gu’il n’a pas treize ans et devient académicien a dix-huit
ans.

Alexis Clairaut
o Participe a I'expédition en Laponie destinée a vérifier
I'aplatissement de la Terre aux poles.

e Résout au moyen d’une approximation au troisieme ordre
le probléeme du mouvement de I'apside de la Lune et
conforte ainsi la théorie de Newton.

e |l a pour éleve la marquise du Chételet avec laquelle il
réalisera la premiére traduction en francgais des Principia de
Newton.
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Clairaut et du Chéatelet
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Voltaire jaloux ?

o

« La marquise du Chételet est bien meilleure éléve que Voltaire »
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