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Objectif de la formule de Green-Riemann.— Déterminer
I'aire circonscrite par une courbe plane a partir du simple
parcours de celle-ci.

Exemple 1 : la méthode de I'arpenteur.— Soit D un
domaine du plan réunion de carrés de c6té 1 et de
coordonnées entiéres.

Un domaine formé de 12 carrés
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¢ On effectue une addition ou une soustraction a chaque
aréte verticale rencontrée le long du parcours. Dans cet
exemple, on démarre au point A.

_2 L
[~ [
A |_.2'__|6 12

1234567

e La premiére aréte est horizontale, elle compte 0.

¢ On monte ensuite d’'une case sur la verticale n°2, on
compte +1 x 2.

e Puis vient une horizontale qui compte O.
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e puis la verticale n°3 descendante de longueur 2, on la
compte —2 x 3.

e la suivante compte 0.

e |a verticale n°4 monte de trois cases, on compte +3 x 4,
etc...

o On additionne le tout, le nombre obtenu donne l'aire de la
figure

Aire(D)=2-6+12-5+7+6-2-2=12.

e La méthode de I'arpenteur est une conséquence directe
de la formule de Green-Riemann.
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Exemple 2 : la cycloide ou roulette de Pascal.— Il s’agit
de la trajectoire suivi par un point d’'un cercle qui roule sans
glisser sur une droite.
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e En prenant le rayon du cercle égal a 1, on obtient
paramétriquement :

[ x(t) = t—sint
t'_>7(t)_{y(t) = 1—cost
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e La détermination de l'aire sous une arche de cycloide a
occupé un grand nombre de mathématiciens au XVlleme
siécle. La question a finalement été résolue par Roberval.

v Ve 4 -0

e L'aire sous une arche de cycloide est de 3.

e La formule de Green-Riemann permet —entre autres— de
retrouver facilement le résultat de Roberval.
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Définition.— Une FORME DIFFERENTIELLE DE DEGRE 1 sur
un ouvert U C R? est une application

aus (R2)*.

e On note Q' (i) 'espace vectoriel des formes différentielles
de degré 1 sur . On note aussi parfois A'(R?)* au lieu de
(R?)".

o Sif:u cR2 <5 Ralors df € Q'(U).

e Soit (e1, €2) la base standard de R2. On note
traditionnellement dx := e et dy := €5.

e Sia € Q'(U) alors il existe P, Q € C=(U) telles que

xy) = P(x,y)dx + Q(x, y)dy.
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Formes différentielles de R?
e On pose

A2(R?)* = { formes bilinéaires alternées B : R? x R?> —; R}
Rappelons que B est alternée si
V(x,y) e R xR?,  B(x,y) = —B(y,X).

Exemple.— Le déterminant de deux vecteurs dans la base
standard de R?.

B: R2xR? — R
(u,v) +— det(u,v).

Définition.— Une FORME DIFFERENTIELLE DE DEGRE 2 sur
un ouvert & C R? est une application

wd <5 N2(R?)*.
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e L'espace vectoriel des formes différentielles de degreé 2
sur U est noté Q2(U).

e Siw € Q?(U) alors il existe f € C>(U) telle que
Wix,y) = f(x,y)det.

e Par convention, une forme différentielle de degré 0 sur ¢/
est une fonction  : U €5 R ainsi QO(U) = C=(U).

e I N’y a pas de forme différentielle de degré > 2 sur
U cR?
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Définition.— Soient o, 5 € Q'(U). Le PRODUIT EXTERIEUR
de « par S est la 2-forme différentielle

a B U — N(R?)*
définie pour tout (x, y) € U, pour tout (u, v) € R? x R?, par
A By (U V) = ) (U) By (V) = xy) (V) By (1)
e Onadet = dx Ady. Ainsi w € Q?(U) s’écritw = f dx A dy.
eBiensliraAnf=—-ANaetdoncaAa=0.
e Si o = ay1dx + apdy et 5 = B1dx + [2dy alors

a B = (182 — apBy)dx A dy.
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Formes différentielles de R?
¢ Notons que la différentielle usuelle est une application
R-linéaire d : Q) — Q' ().

Définition.— La DIFFERENTIELLE EXTERIEURE est une
extension de la différentielle usuelle a Q(U/),k > 0. Elle est
encore notée

d: QKu) — QW)

et définie comme suit :

o Si a(xy) = P(x,y)dx + Q(x, y)dy alors

oQ oP
da(xy) = (GX(X,}’) - ay(X,y)> dx A dy

e Si w(x,y) = f(x,y)dx A dy alors dw := 0.
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Proposition.— Soit A € QX(U/), 0 < k < 2. Onad(d)\) = 0.
Démonstration.— Supposons A € Q%(/) i.e. A = f est une
fonction. Alors

of of
dfixy) = &(X’ y)ax + @(x, y)ay

et

92f 92f
A(el) = (51 (V) ~ 1 603)) S

Puisque f € C>(U), le lemme de Schwarz implique
d(df) =0.

e Si ) e Q' (U) alors d\ € Q3(U4) et donc d(d\) = 0.
e Si\e Q®U)alorsd\ =0 O
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Exercice.— Montrer que si f € C®(U) et o € Q' () alors

d(fa) = df Ao+ fda.
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Blaise Pascal (1623-1662)

e Mathématicien, physicien, philosophe, moraliste et
théologien !

e |l invente en 1645 la Pascaline : une machine a calculer
dont il construira une vingtaine d’exemplaires.

e Enfant précoce, il publie un traité de géométrie projective
a seize ans!

e |l résout le « probleme des partis » et donne ainsi
naissance au calcul des probabilités.

e Aprés une expérience mystique, il délaisse les
mathématiques et la physique et se consacre a la réflexion
philosophique et religieuse.
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e Soient (ey, €2) la base standard de E? orienté, dx = ej,
dy = e; les formes différentielles associées.

Définition.— La 2-forme wy = dx A dy s’appelle la FORME
VOLUME canonique de 2.

Lemme.- La 2-forme wqy ne dépend pas de la b.o.n. directe
choisie pour la définir.

Démonstration.— En effet, si €, = Ryey, e, = Rye, alors

dx' = (e))* = cos fe; + sinfe;
dy’ = (e,)* = —sinfe] + cosbe;.
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e Par conséquent
dx’ Ady’ = (cosfdx + sinfdy) A (—sinfdx + cosfdy)

= cos?fdx A dy — sin® Ody A dx
= dxAdy

Proposition.— Lapplication
o Q®(U) — C®(U)
w — f
ou
_ w(e1 , 62)
wo(e1, €2)
est un isomorphisme d’espace vectoriel.
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Intégration des formes

différentielles
Démonstration.— |l suffit de remarquer que toute forme
bilinéaire alternée de R? est proportionnel & un déterminant.
[l

Définition.— Soit D une partie quarrable de E? et
w € Q?(U) alors 'INTEGRALE DE w SUR D est le nombre

/w::/fdxdy
D D

e Formellement cette définition peut étre vue comme un
simple jeu d’écriture :

/w:/fwoz/fdx/\dy:/fdxdy.
D D D D

ol f = d(w).
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e Soit~y : / C% U c R? une courbe paramétrée et

a € QYU).

DEFINITION.— La 1-forme v*a € Q'(/) définie par
VX eR, (va)(X)= aﬂ/(t)(d’yt(X))

est appelé le TIRE EN ARRIERE de « par 7.

Exemple.— Soient/ = R?\ {(0,0)},

y: R — U ot _ xdy — ydx
t —— (cost,sint) Yon) = X2 4 y2 -
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e On note encore ¢ le vecteur de la base o.n. directe de E
orienté. On a

.\ = p cos t(cos t) — sin t(—sin f)
= 1) = =1.
(v a)i(€) O"y(t)(’Y( ) o2t +sin? t

e On note dt = @*. Ainsi (y*); = dt.

Définition.— Soient v = | <5 U c R2 eta € Q'(U). L
INTEGRALE CURVILIGNE de « le long de ~ est le nombre

/a:: /fy*a.
5y /

Exemple (suite).— Soit / = [0, 27]. alors

2m 2w
/a:/ va = dt = 2r.
¥ 0 0
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Proposition.— Lintégrale curviligne est indépendante des
reparameétrages préservant I'orientation.

Démonstration.— Soit o : J — [/ un reparamétrage tel que
o >0etd=~v0¢p.0Ona

Intégration
des formes

différentielles /st*a _ /ja6(s)(5/(s))ds
- /J o o(s) ((8) 7 (0(5))) s
_ /J 0 () (7 ((8))¢ (8)dIs
- // (7 (D)t

ou bien sir t = (). O
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Définition.— Une courbe paramétrée v : [a, b] — R? ou R3
de classe CX, k > 1, est dite FERMEE si pour tout

j€{0,...,k}ona . .
() =19 (b).
e On dit aussi que ~ est un LACET basé en ~(a) = ~(b).

Proposition.— Si o = df et~ de classe C' fermée alors

/a:O.
.

Démonstration.— On a

/Wa:/wdf:/:fy*(df):/abdfv(,)(y’(t))dt

b
= [y at=fos(b) = for(a) =0
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Exemple.— Soit v : [0,27] — R2?, t — (costsint) et
a = xdy + ydx. Alors

27
/a:/ Ya=0
¥ 0

cara = df avec f : R2 — R, (X,y) — xy.

Remarque.— La démonstration de la proposition laisse
clairement apparaitre que le résultat perdure pour v fermée
CK-par morceaux, k > 1.
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Gilles Personne de Roberval
(1602-1675)

e Mathématicien, physicien, inventeur de la balance a deux
fléaux dite « balance de Roberval ».

e D’origine modeste, il naquit dans le champ ou sa mére
faisait la moisson...

e Résout le probleme de la quadrature de la cycloide.

e Occupe simultanément trois chaires au Colleége royal : une
de philosophie et deux de mathématiques : celle de Pierre
de La Ramée et celle de Pierre Gassendi!

¢ Une foi absolue dans le seul témoignage des sens.
Célébre pour son caractére entier et querelleur. Ses cours
ont beaucoup de succes bien qu'il terrifie ses éléves par
son ton impérieux et magistral.
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0
Définition.— Un lacet ~ : [a, b] %> R2 ou RS est dit simple
si v restreinte a [a, b[ est injective.

Définition.— Un COMPACT D C R? est dit A BORD si sa
frontiére D = D\ D est une réunion disjointe d’'un nombre
fini de supports ', ..., I, de lacets simples et de classe C'
par morceaux et si pour tout point régulier p € T, il existe un
voisinage U de p et un difféomorphisme ¢ :  — R? tel que

¢(DNU) = {(x,y) e R? |x < 0}.

Un compact a bord
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¢ Notons qu’'un compact a bord est quarrable car il est
compact et son bord est de mesure nulle.

Définition.— Soit  : [a, b] — D C E2 un lacet simple
régulier par morceaux. On dit que v est ORIENTE
POSITIVEMENT si pour tout t €], tx1[, lorsque I'on
compléte 7/(t) en une base (/(t), w(t)) orthogonale directe
pour l'orientation de 2, alors le vecteur w(t) « pointe &
lintérieur de D ».
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e « Pointer a l'intérieur de D » signifie que pour toute courbe

a: 1 — Dtelle que a(0) = ~(t) et &/(0) #+/(t) on a

('(0), w(t)) > 0.
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e |l est clair que 9D peut toujours étre bordé positivement,
c’est-a-dire qu’il existe 1, ..., vn lacets simples régulier par
morceaux orientés positivement dont la réunion des
supports est 9D.

Un compact élémentaire bordé par des lacets simples orientés
positivement
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Lemme (admis).— Si~ et 6 sont deux lacets simples
orientés positivement et de méme support C 9D alors il
existe un reparamétrage continu, C' par morceaux, ¢ tel
que v = 0 o . En particulier pour toute 1-forme « définie sur
un ouvert contenant T on a

La:[sa.

e Rappelons qu’en général, deux courbes paramétrées
régulieres de méme support ne définissent pas la méme
courbe géométrique.

e Siv1,...,7n sont des lacets qui bordent positivement D et
si a est une 1-forme définie sur un ouvert contenant 9D on

note
/ o= / .
oD+ Y1 - v
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Théoréme (formule de Green-Riemann).— Soient D c E?
compact & bord, U un ouvert de R? contenant D et

a € Q' (U). Alors
o= / da.
D+ D

Autrement dit, en écrivant o = Pdx + Qdy, a

/ Pdx + Qdy = / (85() - 8P> dxdy.
D+

Corollaire.— On a

Aire(D) = / xdy = — ydx = 1/ xdy — yadx.
oD+ oD+ 2 Jop+
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Exemple : I'aire d’'une arche de cycloide.— Soit

v: [0,47] — R2

¢ L (t,0) site[0,2n]
(4r —t+sint,1 —cost) site [2m, 4]

Clairement D est un compact a bord et + le borde
positivement. On a donc

4
Aire(D) = — - ydx = — A y(t)x'(t)dt
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¢ Or, pour t € [0,27] on a y(t) = 0, par conséquent

4r 4m
Aire(D) = — [ y()xX'(t)dt = — / (1—cos t)(—1--cos t)a.
2

2 g

e Soit

2w 2w
Aire(D) = / (1 — cos t)?dt = / (1 + cos? t)dt = 3.
0 0

La valeur trouvée par Roberval en 1634 !

Exercice.— Montrer que la formule de I'arpenteur dérive de
la formule de Green-Riemann.
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Idée de la démonstration de la formule de
Green-Riemann.— Etudions un exemple assez général
dans lequel D est défini par les deux inégalités

as<x<b, pi(x)<y<px)

ol 1, o sont continues sur [a, b] et C'-par morceaux.

y

9,(a) %0
a

? D @, (b)
9, (a)
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e Le bord de D peut étre vu comme la juxtaposition des
supports de 4 courbes paramétrées

Yy
¥

........ 9,(b)
0, (b)

9,(a)

9,(a)

u]
o)

I

ul
it
)
»
i)
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Rl e Le théoréme de Fubini permet d’écrire

oP b e gp
—(x, y)dxd :/ / —(x,y)dy | dx
/Day( y)dxdy : <W) ay X Y) y>

b
- / P(x, 2(x)) — P(x, 1(x))0kx.

e D’autre part

[ﬁ P dx = /ab P(x, p1(x))dx

La formule de
Green-
Riemann

de:/ P dx =0.
Y2 Y4

et

a b
/de:/b P(X,(pg(X))dX:—/ P(x, v2(x))dx.
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oP
—(x,y)dxdy = — Padx.
Lﬁﬂ y)dxdy -

e Symétriqguement, si on change (x, y) en (y, x) et compte
tenu du renversement d’orientation :

/ (x,y)axdy = [ Qdy.
ox oD+

La formule de ) Finalement

Green-
Riemann

oQ oP >
—(x,y) — —(x, dxdy = Pdx + Qdy.
L (Grwn-5own)aay = [ y
e Pour des compacts a bord plus généraux, la
démonstration consiste a les découper en compacts du type
précédent. O
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e Physicien britannique, son travail est peu reconnu par la
communauté mathématique au cours de sa vie.

¢ Autodidacte, le jeune George Green ne passe qu’un an
environ a I'école, entre 8 et 9 ans.

e |l travaille dans le moulin de son pere et commence a
étudier les mathématiques. La maniéere dont il obtient des
informations sur les développements de cette science n’est
pas claire pour les historiens.

Groen ot e Il publie ses premiers résultats sur la base d’une

A souscription de 51 personnes, dont la plupart faisaient
partie de ses amis et ne pouvaient probablement pas
comprendre ses travaux.
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George Green (1793-1841)

e e mathématicien Edward Bromhead I'encourage et lui
permet d’entrer a 'université de Cambridge... comme
étudiant a 40 ans!

e |l publie en les domaines de 'optique, de I'acoustique et
de 'hydrodynamique. C’est Lord Kelvin qui fera connaitre
ses travaux mathématiques.

e Son moulin a été restauré. Il sert maintenant de musée
consacré a sa vie et a son travail.
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George Green (1793-1841)

Le cratere Green sur la Lune
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Riemann

W Bl e Un génie des mathématiques qui meurt précocément a 39
ans.

e Révolutionne la conception de la notion de géométrie,
ouvre la voie aux géométries non euclidiennes et a la
théorie de la relativité générale.

e Met au point la théorie des fonctions d’'une variable
complexe, il introduit notamment le concept des surfaces
qui portent son nom ainsi que la sphére de Riemann.

o Etudie la répartition des nombres premiers au moyen de
sa fameuse fonction zéta.

Green et
Riemann

e La célébre hypothése de Riemann sur les zéros non
triviaux de la fonction zéta fait partie des fameux 23
probléemes de Hilbert ainsi que des 7 problémes du
millénaire.
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Brassicacées

Un raifort de I'ordre des Brassicacée, un ordre créé par
Edward Bromhead qui était aussi botaniste...
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