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Applications différentiables
Définition.– Soient p ∈ S, U un ouvert de Rn contenant p
et φ : U −→ Rn un difféomorphisme qui linéarise S :

φ(U ∩ S) ⊂ Rm × {0}.

On note U := φ(U ∩ S) puis f = φ−1
|U et u tel que f (u) = p.

Une application h : S −→ Rq est dite DE CLASSE Ck en p
(k ≥ 1) si h ◦ f est de classe Ck en u.

• Cette définition ne dépend pas du choix du
difféomorphisme qui linéarise S. En effet, soient φ1 et φ2
deux tels difféomorphismes et

f1 = (φ−1
1 )|U1

et f2 = (φ−1
2 )|U2

,

alors
f−1
2 ◦ f1 = (φ−1

2 ◦ φ1)|U1

est un Ck -difféomorphisme.
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Applications différentiables
• Puisque

h ◦ f1 = h ◦ (f2 ◦ f−1
2 ) ◦ f1

= (h ◦ f2) ◦ (f−1
2 ◦ f1)

on déduit que h ◦ f1 est différentiable en u ssi h ◦ f2 est
différentiable en (f−1

1 ◦ f2)(u).

• Ceci montre également que h : S −→ Rn est de classe Ck

en p si h ◦ f est de classe Ck en u où f : U −→ S ⊂ Rn une
immersion injective telle que f (u) = p

Exemple.– Soit S une C2-sous-variété de dimension 2 de
R3. Si elle existe, l’application normale n : S −→ R3 est de
classe C1.

• En effet, soit f : U −→ S est une immersion injective de
classe C2 alors n ◦ f = N et

N(u, v) = ± fu ∧ fv
‖fu ∧ fv‖

(u, v).
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Applications différentiables

Définition.– Soit h : S −→ Rq de classe C1. On définit la
DIFFÉRENTIELLE en p ∈ S de h par

∀X ∈
−−→
TpS, dhp(X ) := (h ◦ γ)′(0)

où γ : ]− ε, ε[−→ S est telle que γ(0) = p et γ′(0) = X .

• Cette définition ne dépend pas de l’application γ que l’on
a choisie.

• En effet, soit γ̃ : ]− ε, ε[−→ S tel que γ̃(0) = p et γ̃′(0) = X .

• On considère un difféomorphisme φ linéarisant S et on
note δ = φ ◦ γ et δ̃ = φ ◦ γ̃. On a bien sûr

δ̃(0) = δ(0) et δ̃′(0) = δ′(0).
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Applications différentiables
• L’application h ◦ φ−1 est de classe C1 (au sens d’une
application entre ouverts d’espace de Banach) par définition
du caractère C1 de h.

• On a donc

d(h ◦ γ̃) = d(h ◦ φ−1) ◦ d(φ ◦ γ̃) = d(h ◦ φ−1) ◦ d δ̃

d’où
(h ◦ γ̃)′(0) = d(h ◦ φ−1)

δ̃(0)(δ̃
′(0)).

• Similairement

(h ◦ γ)′(0) = d(h ◦ φ−1)δ(0)(δ
′(0)).

• Puisque δ̃(0) = δ(0) et δ̃′(0) = δ′(0) on a nécessairement

(h ◦ γ̃)′(0) = (h ◦ γ)′(0).
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Applications différentiables

Proposition.– L’application

dhp :
−−→
TpS −→ Rq

est linéaire.

• La démonstration est laissée en exercice. L’argument est
proche de celui utilisé pour montrer que

−−→
TpS est un

sous-espace vectoriel.
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Definition.– Soient S ⊂ R3 une sous-variété de dimension
2 et n : S −→ R3 une normale unitaire. Pour tout p ∈ S,
l’opposé de la différentielle de n est appelé l’ OPÉRATEUR

DE WEINGARTEN de S.

Wp = −dnp :
−−→
TpS −→

−−→
TpS.

Cet opérateur change de signe selon le choix de la normale
unitaire.
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Courbures

Définition.– On appelle COURBURE DE GAUSS en p et on
note K (p), le déterminant det(Wp) de l’endomorphisme de
Weingarten. On appelle COURBURE MOYENNE et on note
H(p) sa demi-trace 1

2 tr(Wp).
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Courbures
Proposition.– L’endomorphisme de Weingarten est
auto-adjoint. En particulier, il est diagonalisable dans une
base orthonormée.

Démonstration.– Il faut montrer que

∀ p ∈ S, ∀ X ,Y ∈ Vect(n(p))⊥, 〈dnp(X ),Y 〉 = 〈X ,dnp(Y )〉.

• Soit (e1,e2) une base de Vect(n(p))⊥. Par (bi)linéarité, il
suffit de montrer la relation pour les couples (e1,e1),
(e2,e2) et (e1,e2). Seul le dernier cas est non trivial.

• Soit f : U → S une paramétrisation et (eu,ev ) la base
canonique de R2. On choisit

e1(p) = df(u,v)(eu) =
∂f
∂u

(u, v)

e2(p) = df(u,v)(ev ) =
∂f
∂v

(u, v).
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Courbures

• On a
dnp(e1) = d(n ◦ f )(u,v)(eu)

= dN(u,v)(eu)

=
∂N
∂u

(u, v)

• De même
dnp(e2) =

∂N
∂v

(u, v).

• Ainsi

〈dnp(e1),e2〉 = 〈∂N
∂u

(u, v),
∂f
∂v

(u, v)〉
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• De 〈N, ∂f
∂v
〉 = 0, on déduit

〈∂N
∂u

(u, v),
∂f
∂v

(u, v)〉 = −〈N(u, v),
∂2f
∂u∂v

(u, v)〉

• Finalement

〈dnp(e1),e2〉 = −〈N(u, v),
∂2f
∂u∂v

(u, v)〉.

• De même

〈e1,dnp(e2)〉 = −〈N(u, v),
∂2f
∂v∂u

(u, v)〉.

• L’égalité recherchée se déduit du caractère C2 de f . �



CM-R2 :
Courbures

V. Borrelli

Applications
différentiables

Courbures

Le mathémati-
cien de la
séance

Le Theorema
egregium

Francesco
Brioschi
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Définition.– Les valeurs propres de Wp sont appelées les
COURBURES PRINCIPALES et notées λ1(p) et λ2(p)
(éventuellement λ1(p) = λ2(p)). Les vecteurs propres sont
appelés les DIRECTIONS PRINCIPALES.

• En particulier K = λ1λ2 et H =
λ1 + λ2

2
.

Définition.– La forme bilinéaire
−−→
TpS ×

−−→
TpS −→ R

(X ,Y ) 7−→ 〈Wp(X ),Y 〉

est appelée la SECONDE FORME FONDAMENTALE, elle se
note IIp.

Propriété.– Puisque Wp est auto-adjoint, IIp est symétrique.
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Courbures

• Soit f : U → S une paramétrisation. On pose

L = −〈Nu, fu〉 = 〈N, fuu〉 N = −〈Nv , fv 〉 = 〈N, fvv 〉

M = −〈Nu, fv 〉 = −〈Nv , fu〉 = 〈N, fuv 〉

• La matrice de II dans la base B(f ) = (fu, fv ) est donc

MatB(f )(II) =

(
L M
M N

)
.

• En particulier

II(X ,Y ) = (Xu,Xv )

(
L M
M N

)(
Yu
Yv

)
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Courbures
• La relation

∀X ,Y ∈ TpS, IIp(Y ,X ) = 〈Y ,Wp(X )〉

s’écrit sous forme matricielle dans la base (fu, fv )

(Yu,Yv )

(
L M
M N

)(
Xu
Xv

)
=

(Yu,Yv )

(
E F
F G

)(
a11 a12
a21 a22

)(
Xu
Xv

)
où (

a11 a12
a21 a22

)
est la matrice de Wp dans la base (fu, fv ).
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Courbures
• Ainsi (

L M
M N

)
=

(
E F
F G

)(
a11 a12
a21 a22

)
• La paramétrisation f étant régulière on a EG − F 2 > 0. La
matrice de la première forme fondamentale dans la base
(fu, fv ) est donc inversible et(

a11 a12
a21 a22

)
=

(
E F
F G

)−1( L M
M N

)
=

1
EG − F 2

(
G −F
−F E

)(
L M
M N

)
=

1
EG − F 2

(
GL − FM GM− FN
EM− FL EN − FM

)
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Proposition.– La matrice de l’opérateur de Weingarten W
dans la base B(f ) = (fu, fv ) est

MatB(f )(W ) =
1

EG − F 2

(
GL − FM GM− FN
EM− FL EN − FM

)
.

En particulier

K =
LN −M2

EG − F 2 et H =
1
2

EN + GL − 2FM
EG − F 2

et les courbures principales λ1, λ2 sont les solutions de

λ2 − 2Hλ+ K = 0

(éventuellement λ1 = λ2 en cas de racine double).
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Courbures
Démonstration.– Il suffit de calculer la trace de

1
EG − F 2

(
GL − FM GM− FN
EM− FL EN − FM

)
pour obtenir H. Pour le calcul du déterminant, il est plus
malin de partir de l’expression(

E F
F G

)−1( L M
M N

)
pour obtenir directement celle de K . Enfin, Wp étant
auto-adjoint pour Ip, il est diagonalisable dans R. On est
donc assuré que le polynôme caractéristique

λ2 − 2H(p)λ+ K (p) = 0

possède deux racines réelles ou une double. �
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Courbures

Proposition.– En tout point p ∈ S, on a :

H2(p) ≥ K (p).

Démonstration.– Le polynôme caractéristique

P(λ) = λ2 − 2H(p)λ+ K (p) = 0

possède deux racines réelles ou une double, par
conséquent son discriminant ∆(P) est positif ou nul, or

∆(P) = 4(H2(p)− K (p)).

�
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Exemple 1 : le plan.– Soit

f : R2 −→ R3

(u, v) 7−→ (u, v ,0).

une paramétrisation du plan horizontal. Un calcul direct
montre que E = G = 1, F = 0, puis L =M = N = 0. Donc
Wp = 0 pour tout p ∈ P := f (R2). Par conséquent
K (p) = H(p) = 0 et λ1(p) = λ2(p) = 0. Enfin, toute
direction de P est direction principale.
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Courbures

Exemple 2 : le cylindre.– Soit

f : R2 −→ R3

(u, v) 7−→ (cos(u), sin(u), v).

une paramétrisation de S = {(x , y , z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1}.
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• On a déjà vu que E = G = 1 et F = 0.

• On a
N(u, v) = (cos(u), sin(u),0)

d’où
L = 1, M = N = 0.

• Dans la base B(f ) = (fu, fv ) la matrice de Wp est(
1 0
0 0

)

d’où K (p) = 0, H(p) =
1
2
, λ1(p) = 1 et λ2(p) = 0.

• Les directions principales sont données par fu et fv .
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Exemple 3 : la sphère.– Soit

f : R×]0, π[ −→ R3

(u, v) 7−→ (cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v)).

une paramétrisation de la sphère privée des pôles Nord et
Sud.
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• On a déjà vu que E = sin2(v), F = 0 et G = 1.

• On a
N(u, v) = −f (u, v)

d’où
L = sin2(v), M = 0, N = 1.

• Dans la base B(f ) = (fu, fv ) la matrice de Wp est(
1 0
0 1

)
.

• Par conséquent Wp = Id d’où K (p) = 1, H(p) = 1 et
λ1(p) = λ2(p) = 1.

• Toute direction est direction principale.



CM-R2 :
Courbures

V. Borrelli

Applications
différentiables

Courbures

Le mathémati-
cien de la
séance

Le Theorema
egregium

Francesco
Brioschi

Courbures

Exercice 1.– Refaire ces calculs pour une sphère de rayon
R et constater que

Wp =
1
R

Id , K (p) =
1

R2 et H(p) =
1
R
.

Exercice 2.– Refaire également ces calculs pour un
cylindre dont la base un cercle de rayon R.
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Julius Weingarten (1836-1910)
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Julius Weingarten (1836-1910)

• D’origine très modeste, il n’obtient pas de poste
universitaire à la hauteur de son talent.

• Il est connu pour ses recherches sur les familles de
surfaces isométriques entre elles.

• Une surface S pour laquelle il existe une fonction F (., .)
telle que

∀p ∈ S, F (λ1(p), λ2(p)) = 0

est appelée surface de Weingarten.
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Julius Weingarten (1836-1910)

Quelques surfaces de Weingarten



CM-R2 :
Courbures

V. Borrelli

Applications
différentiables

Courbures

Le mathémati-
cien de la
séance

Le Theorema
egregium

Francesco
Brioschi

Julius Weingarten (1836-1910)

Jean Darboux et Luigi Bianchi

Ses potes !



CM-R2 :
Courbures

V. Borrelli

Applications
différentiables

Courbures

Le mathémati-
cien de la
séance

Le Theorema
egregium

Francesco
Brioschi

Le Theorema egregium
Theorema egregium (Gauss 1827).– Soient S1 et S2 deux
sous-variétés de dimension 2 de courbure de Gauss K1 et
K2. Si Φ : S1 → S2 est une application isométrique alors

∀p ∈ S1, K1(p) = K2(Φ(p)).

• On l’a constaté pour le cas du plan et du cylindre. Ces
deux surfaces sont isométriques (même première forme
fondamentale) et leur courbure de Gauss est effectivement
la même (=0). En revanche, les courbures moyennes sont
différentes.

• Le plan et la sphère n’ont pas la même courbure de
Gauss (l’une est nulle, l’autre non), donc ils ne sont pas
isométriques.
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Le Theorema egregium
• Il n’existe pas de carte plane C3 non menteuse de la
Terre !

• La réciproque du Theorema egregium est fausse. Deux
sous-variétés de dimension 2 peuvent avoir la même
courbure sans être isométriques.

Exercice.– Soient

f : R∗+ × R −→ R3

(u, v) 7−→ (u sin(v),u cos(v), ln(u)).

et
g : R∗+ × R −→ R3

(u, v) 7−→ (u cos(v),u sin(v), v).

Montrer que les surfaces f (R∗+ × R) et g(R∗+ × R) ont même
courbure de Gauss mais qu’elles ne sont pas isométriques.
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Le Theorema egregium
Démonstration.– C’est un long calcul qui exprime K en
termes de E , F et G et de leurs dérivées. Il existe une
démonstration plus conceptuelle mais elle n’est pas
accessible à ce niveau du cours.

• Puisque

N =
fu ∧ fv√
EG − F 2

la formule

K =
LN −M2

EG − F 2

s’écrit

K (EG − F 2)2 = 〈fuu, fu ∧ fv 〉〈fvv , fu ∧ fv 〉 − 〈fuv , fu ∧ fv 〉2

= det(fuu, fu, fv )det(fvv , fu, fv )− det2(fuv , fu, fv ).
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Le Theorema egregium

• D’autre part, on a

det(X ,Y ,Z ).det(X ′,Y ,Z ) = det(X ,Y ,Z ).det t (X ′,Y ,Z )

= det((X ,Y ,Z )t (X ′,Y ,Z ))

= det

 X .X ′ X .Y X .Z
Y .X ′ Y .Y Y .Z
Z .X ′ Z .Y Z .Z


et

det2(X ,Y ,Z ) = det

 X .X X .Y X .Z
Y .X Y .Y Y .Z
Z .X Z .Y Z .Z
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Le Theorema egregium

• En remplaçant, on trouve

K (EG − F 2)2 =

∣∣∣∣∣∣
〈fuu, fvv 〉 〈fuu, fu〉 〈fuu, fv 〉
〈fu, fvv 〉 E F
〈fv , fvv 〉 F G

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
〈fuv , fuv 〉 〈fuv , fu〉 〈fuv , fv 〉
〈fu, fuv 〉 E F
〈fv , fuv 〉 F G

∣∣∣∣∣∣
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Le Theorema egregium

• D’autre part∣∣∣∣ a �
F A

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ a′ ♠
♣ A

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a− a′ + a′ �
F A

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ a′ ♠
♣ A

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ a− a′ �
F A

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ a′ �
0 A

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ a′ ♠
♣ A

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ a− a′ �
F A

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ 0 ♠
♣ A

∣∣∣∣
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• Au bilan
K (EG − F 2)2 =

∣∣∣∣∣∣
〈fuu, fvv 〉 − 〈fuv , fuv 〉 〈fuu, fu〉 〈fuu, fv 〉

〈fu, fvv 〉 E F
〈fv , fvv 〉 F G

∣∣∣∣∣∣

−

∣∣∣∣∣∣
0 〈fuv , fu〉 〈fuv , fv 〉

〈fu, fuv 〉 E F
〈fv , fuv 〉 F G

∣∣∣∣∣∣
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• En dérivant E = 〈fu, fu〉 on obtient 〈fuu, fu〉 =
1
2

Eu.

• De même

〈fvv , fv 〉 =
1
2

Gv , 〈fuv , fu〉 =
1
2

Ev et 〈fvu, fv 〉 =
1
2

Gu.

• Dérivons maintenant F = 〈fu, fv 〉, on obtient

Fu = 〈fuu, fv 〉+ 〈fu, fuv 〉

d’où
〈fuu, fv 〉 = Fu −

1
2

Ev .

• De même
〈fvv , fu〉 = Fv −

1
2

Gu.
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• Reste le terme le plus délicat :

〈fuu, fvv 〉 − 〈fuv , fuv 〉.

Pour le traiter on va dériver les relations précédentes.

• On a
∂

∂v
〈fuu, fv 〉 = 〈fuuv , fv 〉+ 〈fuu, fvv 〉

∂

∂u
〈fvv , fu〉 = 〈fvvu, fu〉+ 〈fuu, fvv 〉

∂

∂v
〈fuv , fu〉 = 〈fvvu, fu〉+ 〈fuv , fuv 〉

∂

∂u
〈fuv , fv 〉 = 〈fuuv , fv 〉+ 〈fuv , fuv 〉
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• Par conséquent

〈fuu, fvv 〉 − 〈fuv , fuv 〉 =

1
2

(
∂

∂v
〈fuu, fv 〉+

∂

∂u
〈fvv , fu〉 −

∂

∂v
〈fuv , fu〉 −

∂

∂u
〈fuv , fv 〉

)
.

• En remplaçant, il vient

〈fuu, fvv 〉 − 〈fuv , fuv 〉 = −1
2

Guu + Fuv −
1
2

Evv .

• Ainsi K ne s’exprime qu’en fonction de E , F , G et de leurs
dérivées premières et secondes. �
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• Au passage nous venons d’établir la formule de
Brioschi :

K =
1

(EG − F 2)2

∣∣∣∣∣∣
−1

2Guu + Fuv − 1
2Evv

1
2Eu Fu − 1

2Ev

Fv − 1
2Gu E F

1
2Gv F G

∣∣∣∣∣∣

− 1
(EG − F 2)2

∣∣∣∣∣∣
0 1

2Ev
1
2Gu

1
2Ev E F
1
2Gu F G

∣∣∣∣∣∣
... qui n’est pas à apprendre par cœur, on s’en doute !
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Le Theorema egregium chez
Dr. Nozman !

La courbure de Gauss par Dr. Nozman
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Francesco Brioschi (1824-1897)

• Homme politique et mathématicien : il joua un rôle de
premier plan dans la formation de l’État italien.

• Convaincu de la nécessité de régénérer l’université et en
particulier l’enseignement scientifique et technique sur le
modèle de la Révolution française, Brioschi fut impliqué
dans des émeutes et fut brièvement incarcéré.

• Au cours de la période d’unification de l’Italie, il devient
ministre de l’instruction publique.

• Il s’impliqua largement dans le fonctionnement des
institutions scientifiques, s’assura la la collaboration
d’Enrico Betti et de Luigi Cremona. Il encouragea la
carrière de jeunes scientifiques dont Eugenio Beltrami.
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Surface de Beltrami ou pseudo-sphère.
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