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¥ Borel Applications différentiables
— Définition.— Soient p € S, U un ouvert de R” contenant p
aitereniables €t ¢ : U — R" un difféomorphisme qui linéarise S :

#(UNS) c R™ x {0}.

On note U := ¢(U N S) puis f = ¢,/ et u tel que f(u) = p.
Une application h: S — R est dite DE CLASSE CXen p
(k > 1) si ho f est de classe CX en u.

¢ Cette définition ne dépend pas du choix du
diffomorphisme qui linéarise S. En effet, soient ¢4 et ¢»
deux tels difféomorphismes et

hi=(07 D et R=(0;

alors
oy = (0" 0 1)y

est un CK-difféomorphisme.
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Applications différentiables
e Puisque
hofi = ho(fhofy')of
= (hoh)o(fy'of)
on déduit que ho f; est différentiable en u ssi ho f, est
différentiable en (£, o f)(u).

e Ceci montre également que h: S — R” est de classe CK
enpsihofestdeclasse CKenuouf:U{ — S cC R"une
immersion injective telle que f(u) = p

Exemple.— Soit S une C?-sous-variété de dimension 2 de
R3. Si elle existe, I'application normale n: S — RS est de
classe C'.

e En effet, soit f : «/ — S est une immersion injective de
classe C? alors no f = N et

fu A,

N(u,v) = £— Ny

7 _(u,v).
Ton &)
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Définition.— Soit h: S — RY de classe C'. On définit la
DIFFERENTIELLE en p € S de h par

VX € T,8, dhy(X) == (ho~)(0)
ou v :]—e¢,e[— Sesttelle que v(0) = pet+/(0) = X.

o Cette définition ne dépend pas de I'application v que I'on
a choisie.

e En effet, soit 7 :] —¢,e[— Stel que 7(0) = pet7/(0) = X.

e On considere un diffeomorphisme ¢ linéarisant S et on
note 6 = gpo~yetd=¢o5.On abien sir

5(0) =46(0) et 4'(0) = d'(0).
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Applications différentiables
e Lapplication ho ¢~ est de classe C' (au sens d’une
application entre ouverts d’espace de Banach) par définition
du caractére C' de h.

e On a donc
d(ho¥) =d(ho¢™")od(¢07) =d(hog ") ods
d’ou
(hoF)(0) = d(ho ¢~ ) (5’(0))

e Similairement
(hov)'(0) = d(ho ¢~ ")s0)(5'(0)).
e Puisque 4(0) = §(0) et §'(0) = &'(0) on a nécessairement

(ho7)'(0) = (ho)(0).
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Proposition.— L'application
dhp : Tp8 — RY
est linéaire.

e La démonstration est laissée en exercice. Largument est

proche de celui utilisé pour montrer que Tp§ est un
sous-espace vectoriel.
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Definition.— Soient S ¢ R® une sous-variété de dimension
2 et n: S — R3 une normale unitaire. Pour tout p € S,
'opposé de la différentielle de n est appelé I' OPERATEUR
DE WEINGARTEN de S.

Wy = —dny: Tp8 — T,8.

Cet opérateur change de signe selon le choix de la normale
unitaire.
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Définition.— On appelle COURBURE DE GAUSS en p et on
note K(p), le déterminant det(W,) de 'endomorphisme de
Weingarten. On appelle COURBURE MOYENNE et on note
H(p) sa demi-trace tr(Wp).
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Proposition.— Lendomorphisme de Weingarten est
auto-adjoint. En particulier, il est diagonalisable dans une
base orthonormée.

Démonstration.— Il faut montrer que
YpeS, ¥VX,Ye Vect(n(p):, (dnp(X),Y)=(X,dnp(Y)).

e Soit (ey, &) une base de Vect(n(p))*. Par (bi)linéarité, il
suffit de montrer la relation pour les couples (eq, e1),
(€2, e2) et (ey, e2). Seul le dernier cas est non trivial.

e Soit f : Y — S une paramétrisation et (e, e,) la base
canonique de R?. On choisit
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dnp(ey) = d(no f)(u,v)(eu)
= dN(u,v)(eu)
ON

= %(Ua V)
e De méme ON
e Ainsi

(dnp(eq),€) = <(2)IL\II(U7 V), SC(U, v))
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of .
e De (N, W> = 0, on déduit
ON of i
(55 (U V) 5 (U v) = =(N(, V), 5o (u,v))
e Finalement
dnp(et),e2) = —(N(u, v ﬁ(u v))
( ,0( 1)7 2) — — (7 )’8U8V 5 .
e De méme
(er.dnp(e2)) = —(N(w.v). 2 (u,v)
1 p\C2)) — ; 7avau ) .

e ’égalité recherchée se déduit du caractére C? de f.
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Définition.— Les valeurs propres de W, sont appelées les
COURBURES PRINCIPALES et notées A\1(p) et A2(p)
(éventuellement A¢(p) = A2(p)). Les vecteurs propres sont
appelés les DIRECTIONS PRINCIPALES.

A1+ Ao

e En particulier K = A et H= 5

Définition.— La forme bilinéaire

ﬁ‘xﬁ% R

(X.Y) = (Wp(X),Y)

est appelée la SECONDE FORME FONDAMENTALE, elle se
note /lp.

Propriété.— Puisque W, est auto-adjoint, I, est symétrique.
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e Soit f : U/ — S une paramétrisation. On pose
Courbures

L=—(Ny,fu) = (N, fus) N =—(Ny,f) = (N,fn)
M = _<NUa fv> = _<NV7 fu> = <N7 fuv)
e La matrice de Il dans la base 5(f) = (f,, f,) est donc
L M
MatB(f)(I/) = ( M N ) .

e En particulier

(X, y):(xu,xv)(ﬁ /j\vA > < :C)
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e La relation
Courbures VX, Y € TpS, (Y, X) = (Y, Wp(X))

s’écrit sous forme matricielle dans la base (f, f,)

mm(@ ﬁ)(ﬁ)
v (F6) (a2 (%)

ou
( ay an
a1 a2

est la matrice de W, dans la base (f,, f,).
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e Ainsi
Courbures L M - E F ai Ao
M N a F G do1 do2
e La paramétrisation f étant réguliére on a EG — F? > 0. La

matrice de la premiere forme fondamentale dans la base
(fu, f,) est donc inversible et

a1 aie B E F - L M
o1 Aao2 o F G M N
G
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Proposition.— La matrice de I'opérateur de Weingarten W
dans la base B(f) = (f,, f,) est

1 GL—-FM GM—-FN
MatB(f)(W) ( ) .

“EG-F2\ EM—-FL EN-FM
En particulier

LN - M?

) o H_ JEN+GL—2FM

EG— F? ~2 EG-F?

et les courbures principales M, Ao sont les solutions de
M _2HAN+K=0

(éventuellement Ay = \» en cas de racine double).
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Démonstration.— |l suffit de calculer la trace de

1 GL—-FM GM—-FN
EG-F2\ EM—-FL EN-FM

pour obtenir H. Pour le calcul du déterminant, il est plus
malin de partir de I'expression

EF\ ' (L M
F G M N
pour obtenir directement celle de K. Enfin, W), étant

auto-adjoint pour /p, il est diagonalisable dans R. On est
donc assuré que le polyndme caractéristique

M2 —2H(p)A + K(p) =0

possede deux racines réelles ou une double.
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Proposition.— En tout pointp € S,ona:

H?(p) > K(p).

Courbures

Démonstration.— Le polynéme caractéristique
P(\) = X2 —2H(p)A + K(p) = 0

posséde deux racines réelles ou une double, par
conséquent son discriminant A(P) est positif ou nul, or

A(P) = 4(H*(p) — K(p))-
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Exemple 1 : le plan.— Soit

f: R? — RS
(u,v) — (u,v,0).

une paramétrisation du plan horizontal. Un calcul direct
montreque E=G=1, F =0, puis L =M =N = 0. Donc
W, = 0 pour tout p € P := f(R?). Par conséquent

K(p) = H(p) = 0 et A {(p) = X\2(p) = 0. Enfin, toute
direction de P est direction principale.
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Exemple 2 : le cylindre.— Soit

f: R — R
(u,v) — (cos(u),sin(u), v).

une paramétrisation de S = {(x,y,z) € R®|x% + y2 = 1}.
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eOnadéjavuque E=G=1etF=0.

Courbures

eOna
N(u, v) = (cos(u),sin(u),0)
d’ou
L=1, M=N=0.

e Dans la base B(f) = (f,, f,) la matrice de W), est

10
00
_— 1
d'otl K(p) = 0, H(p) = 5, M(p) =1 et Ao(p) = 0.
e Les directions principales sont données par f, et f,.
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Exemple 3 : la sphére.— Soit

f: Rx]0,n[ — RS
(u,v) > (cos(u)sin(v),sin(u)sin(v), cos(V)).

une paramétrisation de la sphére privée des pb6les Nord et
Sud.
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e Onadéjavuque E=sin?(v), F=0etG=1.
Courbures

eOna
N(u,v) = —f(u,v)
d’ou
L=sin?(v), M=0 N=1.

e Dans la base B(f) = (f,, f,) la matrice de W) est

(01)

e Par conséquent W, = Id d'ou K(p) =1, H(p) =1 et
A1(p) = Az(p) = 1.
¢ Toute direction est direction principale.
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Exercice 1.— Refaire ces calculs pour une sphére de rayon
R et constater que

1 1

=ld, K(p)= g et H(p)=

Wp 52

Exercice 2.— Refaire également ces calculs pour un
cylindre dont la base un cercle de rayon R.
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Courbures
e D’origine tres modeste, il n’obtient pas de poste
universitaire a la hauteur de son talent.

e |l est connu pour ses recherches sur les familles de
surfaces isométriques entre elles.

e Une surface S pour laquelle il existe une fonction F{(.,.)
telle que
Vpe S, F(M(p),A2(p)) =0

est appelée surface de Weingarten.
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Julius Weingarten (1836-1910)

Quelques surfaces de Weingarten
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Julius Weingarten (1836-1910)

Jean Darboux

et

Ses potes!

Luigi Bianchi
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Theorema egregium (Gauss 1827).— Soient Sy et S, deux
sous-variétés de dimension 2 de courbure de Gauss K; et
K>. Sid : S — S, est une application isométrique alors

Vp e St Ki(p) = Ka(®(p)).

Le Theorema
egregium

e On I'a constaté pour le cas du plan et du cylindre. Ces
deux surfaces sont isométriques (méme premiere forme
fondamentale) et leur courbure de Gauss est effectivement
la méme (=0). En revanche, les courbures moyennes sont
différentes.

e Le plan et la sphere n’ont pas la méme courbure de
Gauss (I'une est nulle, 'autre non), donc ils ne sont pas
isométriques.
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o Il n’existe pas de carte plane C® non menteuse de la
Terre

e La réciproque du Theorema egregium est fausse. Deux
sous-variétés de dimension 2 peuvent avoir la méme
courbure sans étre isométriques.

Exercice.— Soient

f: R xR — RS
(u,v)  +—— (usin(v),ucos(v),In(u)).
et
g: R xR — RS
(u,v)  +—— (ucos(v),usin(v),v).
Montrer que les surfaces (R x R) et g(R*. x R) ont méme
courbure de Gauss mais qu’elles ne sont pas isométriques.
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Démonstration.— C’est un long calcul qui exprime K en
termes de E, F et G et de leurs dérivées. Il existe une
démonstration plus conceptuelle mais elle n’est pas
accessible a ce niveau du cours.

Le Theorema

egregium L] PUisque
funf,
VEG_F?
la formule
o LN - M?
 EG- F?
s’écrit

K(EG - F2)2 - <fuu7 fu VAN fv><fvv, fu VAN fv> - <fu\/7 fu VAN fv>2
= det(fuu7 fu, fv)det(fvv, fu, fv) - detz(fuv, fu, fv)
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e D’autre part, on a
det(X,Y,Z).det(X',Y,Z) = det(X,Y,Z).det(X",Y,Z)
oo = del((X,Y,2)'(X",Y,2))
XX XY XZ
= det| YX Y)Y YZ
ZX zZY ZZ

et

XX XY XZ
ZX ZY ZZ

det?(X, Y,Z)det( YX YY YZ
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e En remplagant, on trouve

(fuus fv)
(fu, fw)
(fv, fw)

(fuu, fu)

E
F

K(EG — F?)? =
(fuu, fv) (fuv, fuv)
F - <fU7 fUV>
G <fVa fUV>

(fuv; fu)
E
E

(fuv, )
F
G
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e D’autre part

a & |
* A

Le Theorema
egregium

4
L)

Le Theorema egregium

)
A

a-d+a &| |d &

* A & A
a-a ¢ a ¢ a &
x AlT|o Al & A
a-a ¢ 0 &

) ¢ Al | & A
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e Au bilan
K(EG - F?)? =
Le Thgorema
coregm <fUU7 fVV> - <fUV’ fUV> <fUU7 fu> <fUU7 fv>
<fU7 fVV> E F
(fv, fw) F G

(fu, fuv) E F

0 (fuv, tu)  (fuv, )
(fy, fuv) F G
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1
e En dérivant E = (fy, f;) on obtient (fyy, f;) = EE“'

e De méme

1

1
<fVV7 fv> = EGV7 (fuv, fu) = zEv et (fu, fy) =

5 Gu.

1
2
e Dérivons maintenant F = (f,, f,), on obtient
Fu = <fuu; fv> + <fu; fuv>
d’ou ]
(fuu7 fv> = Fu - EEV~

e De méme ’
<fVV7 fu> = Fv - éGu'
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¢ Reste le terme le plus délicat :

(fuu, fv) —

<fUV7 fUV>-

Pour le traiter on va dériver les relations précédentes.

eOna

(fuuv, tv) + (fuu, fv)
<fVVU7 fU) + <fUU7 fVV>
(fvus, fu) + (Fuv, fuv)

<fUUV7 fV) + <fUV7 fUV>
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e Par conséquent

<fuu7 fvv) - <fuw fuv> =

1/0 0 0 0
D) (8V<fuu, fv> + %va, fu> - @(fuw fU> - %<fuv, fV>) :

e En remplacant, il vient

1 1
<fuu7 fvv> - (fuw fuv) = _éGuu + Fuv - §Evv~
¢ Ainsi K ne s’exprime qu’en fonction de E, F, G et de leurs

dérivées premiéres et secondes. O
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¢ Au passage nous venons d’établir la formule de

Brioschi :
1 _%GUU—FF{.IJV_
K= — _ 1
(EG— F2)2 FleQGU
2 v
0
_(Egi F2)2 2Ev
2Gu

%Evv %Eu Fu_%Ev
E F
F G

2Ev 3G

E F

F G

... qui n’est pas a apprendre par cceur, on s’en doute !
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AUDCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS

SOCIETATI REGIAE OBLATAE D. VIII. OCTOER. MDCCCXXVIL
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Le Theorema egregium dans le
texte !

Supponamus, superficiem nostram curvam explicari posse in aliam superfi-
viem, curvam seu planam, ita ut cuivis puncto prioris superficiei per coordina-
tas . ¥, = determinato respondeat punctum determinatum superficiei posterio-
ris, cuius coordinatae sint &, 3, #. Manifesto itaque #, 3, & quogue conside-
rari possunt tamguam functiones indeterminatarum p, ¢. unde pro elemento
y(da'*4dy*+dz%) prodibit expressio talis

V(EdF 42 Fap. dg+ G'dg’)

denotantibus etiam E', ', G' functiones ipsarum p, 4. At per ipsam notionem
explicationis superficiei in superficiem patet, elementa in ufraque superficie cor-
respondentia necessario aequalia esse, adeoque identice fieri

E=F F=F G=4¢
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Le Theorema egregium dans le

texte !

Quodsi iam has expressiones diversas in formula pro mensura curvaturae in fine
art. praec. eruta substituimus, pervenimus ad formulam sequentem, e solis quan-
titatibus E. F, G atque earum quotientibus differentialibus primi et secundi or-

dinis concinnatam:
{(EG—FFyk = E(3-
4B
+F(§E.

+G (5.
—2(EG—FF)(83E o

d6¢ L 4F 4@ | e

:t_f_zﬁ;’ﬁ_i_{d}?} )

4G _ 4E 4G_,dE IF  AF F_,0F d6)
dg dg dp dg "dg dp'dg — ~dp dp
a6 _, 4B 4P ame)

dp ‘dp dg dg

ddF dd &
Yt A
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Le Theorema egregium chez
Dr. Nozman!

La courbure de Gauss par Dr. Nozman
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Francesco Brioschi (1824-1897)
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Francesco Brioschi (1824-1897)

e Homme politique et mathématicien : il joua un role de
premier plan dans la formation de I'Etat italien.

e Convaincu de la nécessité de régénérer l'université et en
particulier 'enseignement scientifique et technique sur le
modéle de la Révolution frangaise, Brioschi fut impliqué
dans des émeutes et fut brievement incarcére.

e Au cours de la période d’unification de I'ltalie, il devient
ministre de l'instruction publique.

e |l s’impliqua largement dans le fonctionnement des
institutions scientifiques, s’assura la la collaboration
d’Enrico Betti et de Luigi Cremona. Il encouragea la
carriére de jeunes scientifiques dont Eugenio Beltrami.
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Francesco Brioschi (1824-1897)

Surface de Beltrami ou pseudo-sphére.
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