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Résumé

Ce document est un polycopié de cours du module Géométrie enseigné lors du premier semestre du
Master 1 Mathématiques Générales (M1G) de Lyon, réalisé par Monsieur Vincent Borelli. L’entie-
reté du contenu du document a été fournie par M. Borelli pendant ses enseignements lors de I’année
scolaire 2020-2021.

Le but de ce polycopié est de fournir aux éléves de M1G un document de cours paralléle aux
diapositives qu’utilise M. Borelli lors de ses cours, ceci afin d’en faciliter les lectures. Ainsi, le contenu
est identiquement le méme et ne contient aucune note personnelle.

Ce document a été réalisé en collaboration par Mathilde Gaillard, Matthieu Jentile, Sébastien Pierris-
nard, Michael Yang et Jules Armand. Chacun des collaborateurs est issu de la promotion 2020-2021

du M1G et ont donc suivis les enseignements de M. Borelli.

Malgré les précautions de chacun des auteurs, il est possible que des erreurs se soient glissées ca
et 1a. Dans ce cas (ou pour toute autre remarque vis-a-vis de ce document), il est recommandé de
contacter M. Borelli, par exemple & ’adresse borrelli@math.univ-lyonl.fr.

Enfin, toutes les images présentes dans ce polycopié ne sont pas forcément libres de droits. Il n’est
donc pas autorisé au lecteur de les utiliser comme bon lui semble, si ce n’est pour une utilisation

personnelle.

Les collaborateurs sont profondément reconnaissants envers M. Borelli pour sa confiance en eux dans

I’élaboration de ce document.
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Chapitre 7

Courbures

Soient f : U — R3 une surface paramétrée réguliére et injective de support S ainsi que p = f(u,v).

I Application tangentes

Définition : Soit h: S — R".
On dit que h est DIFFERENTIABLE lorsque ho f : U{ — R” Dest.
On dit que h est DE CLASSE CF lorsque ho f : U — R™ est de classe CF.

Proposition-Définition 1 : Soient X € 7,5 et & 'unique vecteur de R? tel que df (uw) (§) = X.
L’application
dhy(X): T,8 — R™

est linéaire. On appelle cette application '’ APPLICATION TANGENTE de h en p.
Proposition 7.1 : L’application tangente dﬁp est indépendante d’un reparamétrage de f.

Démonstration :

Soit ¢ : V — U un reparamétrage de f. On pose g = f o ¢ et on note (u/,v’) le point tel que
o(u',v") = (u,v). En particulier p = f(u,v) = g(u/,v).

Soit 1 'unique vecteur tel que dg(,/ (1) = X. Puisque g = f o ¢, on a nécessairement
§=dpu wy ().

Ainsi,

d(h © g)(u’,v’) (77)

(E © f © 90)(u’,v’) (77)
( © f)ga(u’,v’) (dgp(u’,v’) (7]))
(E © f)(u,v) (E)

>

d
d
d
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Exemple :

Application normale : Il s’agit de 'application

n: S — R3

 fu(w) A foluw)
p o N(u0) =ty A o]

ou (u,v) est tel que f(u,v) = p. En particulier N =no f.
Il est clair que n est & valeur dans S2. Puisque, V(u,v) € S, V¢ € R?,

<dN(u,v)(§)7 N(u, U) > =0

On a
dny, : m — Vect(n(p) )L

Puisque ﬁ = Vect( n(p) )J‘, la différentielle dn, est un endomorphisme.
Définition : L’opposé¢ de la différentielle dn, est appelé ENDOMORPHISME DE WEINGARTEN.

Notation : W, désigne ’endomorphisme de Weingarten.
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IT Courbures

Définition : On appelle COURBURE DE GAUSS EN p le déterminant det (1V,,) de 'endomorphisme
de Weingarten.

1
On appelle COURBURE MOYENNE EN p la demi-trace 3 tr (W) de W),

Notation :
1) K(p) désigne la courbure de Gauss en p.

2) H(p) désigne la courbure moyenne en p.

Définition : On appelle COURBES GEOMETRIQUES ORIENTEES CF les classes d’équivalence de

la relation
Yo r;ﬂyl <= 71 =" 0y ol p est un Ck-difféeomorphisme tel que 0 >0

Proposition 7.2 : L’endomorphisme de Weingarten est auto-adjoint. En particulier, il est diago-

nalisable dans une base orthonormée.

Démonstration :
Il faut montrer que Vp € S, VX, Y € Vect (n(p))L,

(dny(X),Y ) = (X, dny(Y))

Soit (e1,e2) une base de Vect(n(p))J‘. Par (bi)linéarité, il suffit de montrer la relation pour les
couples (e, e1), (e2,e2) et (e1,e2). Seul le dernier cas est non trivial.

Soit (ey, €,) la base canonique de R2. On choisit

61(19) = df(u,v) (eu) = gi (u7 'U) et 62(p) = df(u,v) (ev> = g{; (u7 U)
On a
dnp(er) = d(no f)uw (€u)
= dN(u,v) (eu)
ON
= (97 (uv U)
Ainsi

De <N, 8f> = 0, on déduit

ov
<%JZ (u, ), gi (U7U)> - <N(u,v), a?jﬁfv (u U)>
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Finalement

De la méme maniére,

ON
dny(e2) = %(Ua v)
Il suit que
0*f
<617 dnp(€2)> = - N(“v U), v Ou (u,v)
L’¢galité recherchée se déduit du caractére C? de f. O

Définition : Les valeurs propres de W, sont appelées les COURBURES PRINCIPALES.
Les vecteurs propres de W), sont appelés les DIRECTIONS PRINCIPALES.

Par convention, les valeurs propres de W), sont notées \i(p) et Aa2(p).

Proposition 7.3 :

1) K(p) = il)\g.)\
2) H(p) = 022,

Propriété 7.1 : Puisque W), est auto-adjoint, 11}, est symétrique.
Par convention, on notera
L= *<Nu7fu> = <Na fuu> N = *<Nvafv> = <N7 fvv>

M = _<Nu7fv> - _<Nv7fu> = <N7 fUU>

La matrice de I, dans la base (f,, fy) est donc
L M
M N

IIP(Xay) = (Xquv) < /\E/l ﬁ ) ( }}ju )

La relation VX,Y € T,,S, I1,(Y,X) = <Y, W, (X) > s’écrit, dans la base (fy, f,), sous forme matri-

cielle
(Yu,Yv)<£ M><X“>:(yu7yv)<E F)(an alQ)(Xu)
M N Xv F G as] @99 Xv

ol ( o > est la matrice de W), dans la base (fy, fy). Ainsi

a21 Q22
L M ([ E F ai] a2
M N ) \F @ a1 a2

En particulier
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La paramétrisation f étant réguliére on a FG — F? > 0. La matrice de la premiére forme fonda-

mentale dans la base (fy, fy) est donc inversible et
ailr a2 i E F - L M
azr a2 F G M N

_ 1 G -F L M
- EG-F2\ _F E M N

_ 1 GL—FM GM —FN
 EG-F?2\ EM—-FL EN —-FM

Proposition 7.4 : La matrice de 'opérateur de Weingarten W), dans la base (fy, f,) est

1 GL—FM GM—-FN
EG—F?\ EM—~FL EN —-FM

Corollaire 7.1 :

LN = M?
DE@)=FeF
1 EN +GL —-2FM

3) A1(p) et Xa(p) sont les solutions de A2 — 2H (p)A + K(p) = 0 (éventuellement \;(p) = Aa(p) en

cas de racine double).

Démonstration :
1) 11 suffit de calculer la trace de

1 GL—FM GM—-FN
EG—-F?\ EM—~FL EN —-FM

2) Pour le calcul du déterminant, il est plus malin de partir de I’expression

(Fe) (&%)

pour obtenir directement celle de K.
3) W) étant auto-adjoint pour I, il est diagonalisable dans R. On est donc assuré que le polynéme

caractéristique A2 — 2H (p)A + K (p) = 0 posséde deux racines réelles ou une double. O
Proposition 7.5 : Vp € S, H?(p) > K(p).

Démonstration :
Le polynéme caractéristique

PA) =X —2H(p)A+K(p) =0

posséde deux racines réelles ou une double. Par conséquent son discriminant A(P) est positif ou nul.
Or A(P) =4(H%(p) — K(p)). O
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Exemple :
1) Plan :

Soit
f: RZ — R3
(u,0) — (u,v,0)
Un calcul direct montre que E = G =1, F = 0, puis L = M = N = 0, donc Vp € P := f(R?),
W, = 0. Par conséquent K(p) = H(p) =0 et \; = Ay = 0. Enfin, toute direction de P est direction

principale.

2) Cylindre :

Soit
fioOR2 R3
(u,v) +— (cos(u), sin(u), v)
On adéjavuque E=G=1et F=0. N(u,v) = (cos(u), sin(u), v) don L=1et M =N =0.
Dans la base (fy, fy) la matrice de W), est
10
00

Ton K(p) =0, H(p) = 3, M(p) = 1 et Aalp) = 0.

Les directions principales sont données par f, et f,.

3) Sphére : Soit

f: RxJo,n[ — R3

(u,v) —  (cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v))



8 CHAPITRE 7. COURBURES

On a déja vu que E = sin?(v), F = 0et G = 1. N(u,v) = —f(u,v) d’ott £ = sin?(v), M =0 et

N =1
Dans la base (fy, fy) la matrice de W), est
1 0
01
Par conséquent W), =1d d'ott K(p) =1, H(p) =1 et A\i(p) = Xa(p) = 1.
Enfin, toute direction est direction principale.

Exercices :

1) Refaire ces calculs pour une sphére de rayon R et constater que

1 1 1

2) Refaire également ces calculs pour un cylindre dont la base un cercle de rayon R.
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III Le mathématicien de la séance

Julius Weingarten (1836-1910)

D’origine trés modeste, il n’obtient pas de poste universitaire & la hauteur de son talent.

Il est connu pour ses recherches sur les familles de surfaces isométriques entre elles.

Jean Darboux (Pote) Luigi Bianchi (Pote)

Une surface S pour laquelle il existe une fonction F(.,.) telle que
Vp e S, F()q(p),)\z(p)) =0

est appelée SURFACE DE WEINGARTEN.

<) o,

Quelques surfaces de Weingarten
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IV Le Theorema egregium

Théoréme 7.1 (Theorema egregium (Gauss, 1827)) : Soient f1 : U — R3 et fo : U — R3 deux
surfaces paramétrées de classe C3. Si f; et fo sont isométriques alors elles ont méme courbure

de Gauss.

Démonstration :
C’est un long calcul qui exprime K en termes de E, F' et G et de leurs dérivées. Il existe une

démonstration plus conceptuelle mais elle n’est pas accessible & ce niveau du cours.

Puisque
— fu /\ fU
VEG — F?2
la formule N )
K_ LN — M
EG — F?
s’écrit

K(EG = F*% = (fuu, fu N fo) (Fous Fu A fo) = (Fuvs Fu A fo)?
= det(qu7 fuafv) det(fvva fu, fv) - det(fuv, fus fv)2

Par ailleurs, on a

det(X,Y,Z) - det(X',Y, Z) = det(X,Y, Z) - det! (X', Y, Z)
= det ((X,Y, 2)"(X",Y, Z))
XX XY XZ

=det| YX' YY YZ
zX' zZY ZZ

De plus,
XX XY XZ

det(X,Y,Z)?=det| Y.X YY Y.Z
ZX ZY 7.7

En remplacant, on trouve

<fuu>fvv> <fuuafu> <fuuafv> <fU’U7fUU> <fUU7fu> <fuvafv>

K(EG_F2)2 = <fu’fvv> E F - <fu7fuv> E F
<fv7fvv> F G <fv7fuv> F G
D’autre part
a ¢ B a & B a—a +a ¢ B a &
*x A & Al * A & A
la—d ¢ a ¢ B a &
I | 0 A & A
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la— a ¢ 0 &
% A & A
Au bilan
<fuua fU’U> - <fuv7fuv> <fuu:fu> <fuu:fv> 0 <fuv7fu> <f7.l/U7f'U>
K(EG - F?)? = (fus fov) E F o |=| (fusfw) E F
<fv’fvv> F G <fvafuv> F G

1 1 1
En dérivant E = (f, , fu) on obtient (fyy, fu) = 3 E,. De méme (fy,, fo) = B Gu, {fuv, fu) = §Ev

1
et <fmu fv) = iGu
Dérivons maintenant F' = (f,, f,). On obtient Fy, = (fuu, fo) + (fus fuv), d0U

1
<fuu7 fv> :Fu_ 7Ev
2
De méme )
v Ju) — v — 5 Uy
(oo fi) =Fo =2 G
Il reste le terme le plus délicat : (fuu, , fov) — (fuv, fuv). Pour le traiter on va dériver les relations
précédentes.
On a

O s 1) = U £+ s )
O oo £) = oo £ ()
O o £ = o Fid + (o )
O £2) = U £)+ U Fuo)

Par conséquent

0 0
<fmu fm)> - <fuv7 fuv) = % < <fuua fv> u<fvva fu) - %<fuv7 fu> - %Oﬂm}? fv))

En remplacant, il vient

1 1
<fu'u7 fvv> - <fuv; fuv) - _5 Guu + Fm; - §Evv

Ainsi K ne s’exprime qu’en fonction de E, F; G et de leurs dérivées premiéres et secondes. O

Au passage nous venons d’établir la formule de Brioschi :

1 7%GUU+P}U7%E’UU %Eu Fu*%Ev 1 10 %Ev %Gu
3Gy F G G, F G

.. qui n’est pas & apprendre par cceur, on s’en doute!
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Exemple :
1) On a constaté le théoréme précédent pour le cas du plan et du cylindre : ces deux surfaces
paramétrées sont isométriques (méme premiére forme fondamentale) et leur courbure de Gauss est

effectivement la méme (nulle). En revanche, les courbures moyennes sont différentes.
2) Le plan et la sphére n’ont pas la méme courbure de Gauss (I'une est nulle, 'autre non), donc les

deux surfaces ne sont pas isométriques. Il n’existe pas de carte plane C3 non menteuse de la Terre!

REMARQUE : La réciproque du Theorema egregium est fausse. Deux surfaces paramétrées peuvent

avoir la méme courbure sans étre isométriques.
Exercice : Montrer que
f: REXR — R3
(u,v) —  (usin(v), ucos(v), In(u))

et
g: R xR — R?
(u,v) —  (ucos(v), usin(v), v)

ont méme courbure de Gauss mais qu’elles ne sont pas isométriques.
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Le Theorema egregium dans le texte!

DISQUISITIONES GENERALES

CIRCA SUPERFICIES CURVAS

AUCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS

SOCIETATL REGIAE OBLATAE D. VIIl. OCTOER. MDCCUXXVIL

Supponamus, superficiem nostram curvam explicari posse in aliam superfi-
ciem, curvam seu planam, ita ut cuivis punecto prioris superficiei per coordina-
tas .y, # determinato respondeat punctum determinatum superficiei posterio-
ris, cuins coordinatae sint &, ¥, #. Manifesto itaque ', ¥, 2 quoque conside-
rari possunt tamguam functiones indeterminatarum p, ¢, unde pro elemento
y(da'*4-dy*+d=") prodibit expressio talis

V(Edp -2 Fdp.dg+ G'dg’)

denotantibus etiam E', F', G' functiones ipsarum p, ¢. At per ipsam notionem
explicationis superficiei in superficiem patet, elementa in utraque superficie cor-
respondentia necessario aequalia esse, adeoque identice fieri

BE=F FP=F G=06

Quodsi iam has expressiones diversas in formula pro mensura curvaturae in fine
art. praec. eruta substituimus, pervenimus ad formulam sequentem, e solis quan-
titatibus E, F, G atque earum quotientibus differentialibus primi et secundi or-
dinis coneinnatam :

dE d6 dF d& d &2
A{(EG—FFPk = Elg 57— 25 a5 i)

dF d6& dE d@ dE 4dF dF dF 5 0F 4G
PG e oy N a TGN TG )

G (E e dE AP , dE?
f {dﬂ'fir dp 'dg t (dv”

g ddE ddF | dd@
—2(BEG—FF)({5 — g+ 50)

Le Theorema egregium chez Dr. Nozman !

La courbure de Gauss par Dr. Nozman
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V Francesco Brioschi

Francesco Brioschi (1824-1897)

Homme politique et mathématicien : il joua un role de premier plan dans la formation de I’Etat

italien.

Convaincu de la nécessité de régénérer l'université et en particulier I’enseignement scientifique et
technique sur le modéle de la Révolution frangaise, Brioschi fut impliqué dans des émeutes et fut

briévement incarcéré.
Au cours de la période d’unification de I'Italie, il devient ministre de 'instruction publique.

Il s’impliqua largement dans le fonctionnement des institutions scientifiques, s’assura la collabora-
tion d’Enrico Betti et de Luigi Cremona. Il encouragea la carriére de jeunes scientifiques dont

Eugenio Beltrami.

Surface de Beltrami ou pseudo-sphére



