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À cette adresse :

http://math.univ-lyon1.fr/

homes-www/borrelli/Espace_etudiant
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Coordonnées du plan

On note pO,~i ,~j q un repère orthonormé direct du plan affine
euclidien R2.

‚ On appelle coordonnées cartesiennes de P, le couple

px , yq P R2 tel que ~v “
ÝÑ
OP “ x~i ` y~j ”

ˆ

x
y

˙

.

Autrement dit, x “ }
ÝÝÑ
OP 1} et y “ }

ÝÑ
OP

2
} sont les longueurs

des projections orthogonales de ~v dans les directions~i et~j .

x

y ~v

O

P

P1

P2
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Coordonnées du plan

‚ On appelle coordonnées polaires de P ‰ O le couple
pρ, ϕq P R` ˆ r0,2πr tel que x “ ρ cosϕ et y “ ρ sinϕ.

En particulier,
$

’

&

’

%

ρ “ }
ÝÑ
OP} “

a

x2 ` y2

ϕ t.q. tanϕ “ y
x si x ‰ 0 ou cotϕ “ x

y si y ‰ 0
`

par ex. ϕ “ arctan y
x si x , y ą 0

˘

x

y ρ ϕ

O

P

P1

P2
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Coordonnées de l’espace

On note pO,~i ,~j ,~k q un repère orthonormé direct de l’espace
affine euclidien R3.

‚ On appelle coordonnées cartesiennes de P, le triplet

px , y , zq P R3 tel que ~v “
ÝÑ
OP “ x~i ` y~j ` z~k ”

¨

˝

x
y
z

˛

‚.

Autrement dit, x “ }
ÝÝÑ
OP 1}, y “ }

ÝÑ
OP

2
} et z “ }

ÝÑ
OP

3
} sont les

longueurs des projections orthogonales de ~v dans les
directions~i ,~j et ~k .
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Coordonnées de l’espace

‚ On appelle coordonnées cylindriques de P ‰ p0,0, zq,
le triplet pρ, ϕ, zq P R` ˆ r0,2πrˆR tel que

$

&

%

x “ ρ cosϕ
y “ ρ sinϕ
z “ z

En particulier
$

’

&

’

%

ρ “ |
ÝÝÑ
OQ| “

a

x2 ` y2

tanϕ “
y
x
, si x ‰ 0

z “ z
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Coordonnées de l’espace

‚ On appelle coordonnées sphériques de P ‰ O, le triplet
pr , ϕ, θq P R` ˆ r0,2πrˆr0, πs tel que

$

&

%

x “ r cosϕ sin θ
y “ r sinϕ sin θ
z “ r cos θ

En particulier si px , y , zq ‰ p0,0,0q,
$

’

’

’

&

’

’

’

%

r “ |
ÝÑ
OP| “

a

x2 ` y2 ` z2

tanϕ “
y
x

si x ‰ 0

θ “ arccos
z

a

x2 ` y2 ` z2
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Opérations entre fonctions

Soient deux fonctions f ,g : Df ,Dg Ă Rn ÝÑ Rm et λ P R. On
définit les fonctions suivantes :

somme :
`

f ` g
˘

px1, ..., xnq “ f px1, , ..., xnq ` gpx1, ..., xnq, de
domaine Df`g “ Df X Dg ;
zéro : 0px1, ..., xnq “ p0, ...,0q,
de domaine D0 “ Rn ;
opposée de f :

`

´ f
˘

px1, ..., xnq “ ´f px1, ..., xnq, de
domaine D´f “ Df ;
produit de f par le scalaire λ :
`

λf
˘

px1, ..., xnq “ λf px1, ..., xnq, de domaine Dλf “ Df .
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Opérations entre fonctions

Si f et g sont des fonctions réelles (m “ 1), on définit
également les fonctions suivantes :

produit :
`

fg
˘

: px1, ..., xnq “ f px1, ..., xnqgpx1, ..., xnq,
de domaine Dfg “ Df X Dg ;
un : 1px1, ..., xnq “ 1, de domaine D1 “ Rn ;

inverse de f :
´1

f

¯

px1, ..., xnq “
1

f px1, ..., xnq
, de

domaine D1{f “
!

px1, ..., xnq P Df | f px1, ..., xnq ‰ 0
)

.
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On choisit λ “ 3, Df “ Dg “ R2 et

f px , yq “ x2 ´ y2, gpx , yq “ x2 ` y2.

On a
»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

pf ` gqpx , yq “ 2x2

p3f qpx , yq “ 3f px , yq

pfgqpx , yq “ x4 ´ y4

1
f
px , yq “

1
x2 ´ y2 si x ‰ ˘y .
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Une proposition

Proposition.– Les opérations d’addition, produit par
scalaire et multiplication entre fonctions à plusieurs
variables ont les mêmes proprietés que leurs analogues
entre fonctions à une variable (elles sont commutatives,
associatives et distributives).

En particulier, l’ensemble des fonctions à plusieurs
variables FpRn,Rmq muni de l’addition et du produit scalaire
est un espace vectoriel sur R de dimension infinie.
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Composition

Définition.– Soient deux fonctions

f : Df Ă Rn ÝÑ Rm et g : Dg Ă Rm ÝÑ Rp.

Si If Ă Dg , on définit la composée de f et g par

g ˝ f : Df Ă Rn ÝÑ Rp

x “ px1, ..., xnq ÞÝÑ gpf pxqq
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Cas particuliers

On note
f : R2 ÝÑ R px , yq ÞÑ f px , yq une fonction réelle de
deux variables,
g : R ÝÑ R, z ÞÑ gpzq une fonction reélle d’une
variable,
h : R2 ÝÑ R2, pu, vq ÞÑ hpu, vq “

`

h1pu, vq,h2pu, vq
˘

une fonction vectorielle
γ : R ÝÑ R2, t ÞÑ pγ1ptq, γ2ptqq une fonction vectorielle
d’une variable.
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Cas particuliers

Les composées g ˝ f , f ˝ h et f ˝ γ se calculent comme suit

‚
`

g ˝ f
˘

px , yq “ gpf px , yqq i.e. on pose z “ f px , yq et
g ˝ f : R2 ÝÑ R.

‚
`

f ˝ h
˘

pu, vq “ f phpu, vqq i.e. on pose
"

x “ h1pu, vq
y “ h2pu, vq

et f ˝ h : R2 ÝÑ R

‚
`

f ˝ γ
˘

ptq “ f pγptqq i.e. on pose
"

x “ γ1ptq
y “ γ2ptq

et

f ˝ γ : R ÝÑ R.
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Un exemple

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

f px , yq “ x2 ´ y

gpzq “ exp z

hpu, vq “ p2u,u ` vq

γptq “ pcos t , sin tq
ùñ

»

—

—

—

—

–

`

g ˝ f
˘

px , yq “ gpx2 ´ yq “ exppx2 ´ yq

`

f ˝ h
˘

pu, vq “ f p2u,u ` vq “ 4u2 ´ pu ` vq

`

f ˝ γ
˘

ptq “ f pcos t , sin tq “ cos2 t ´ sin t
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Changement de variables
Un changement de variable s’écrit comme une composée.

Proposition – Soit

h : Rn ÝÑ Rn, u ÞÑ hpuq “ pxq

une application décrivant un changement de variables des
px1, ..., xnq vers les pu1, ...,unq et

f : x “ px1, ..., xnq ÝÑ f pxq

une fonction. Son expression dans les variables
u “ pu1, ...,unq est donnée par la fonction composée

f̃ “ f ˝ h.

et on a
y “ f pxq “ f

`

hpuq
˘

“ f̃ puq
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Coordonnées polaires

L’application qui décrit le changement de variable est

h : r0,8rˆr0,2πr ÝÑ R2

pρ, ϕq ÞÑ hpρ, ϕq “ pρ cosϕ, ρ sinϕq

La composée

f̃ pρ, ϕq “ pf ˝ hqpρ, ϕq “ f pρ cosϕ, ρ sinϕq.

exprime f en fonction des coordonnées polaires pρ, ϕq.
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Coordonnées cylindriques

L’application qui décrit le changement de variable est

h : r0,8rˆr0,2πrˆR ÝÑ R3

pρ, ϕ, zq ÞÑ hpρ, ϕ, zq “ pρ cosϕ, ρ sinϕ, zq

La composée

f̃ pρ, ϕ, zq “ pf ˝ hqpρ, ϕ, zq “ f pρ cosϕ, ρ sinϕ, zq.

exprime f en fonction des coordonnées cylindriques
pρ, ϕ, zq.
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Coordonnées sphériques

L’application qui décrit le changement de variable est

h :r0,8rˆr0,2πrˆr0, πs Ñ R3

pr , ϕ, θq ÞÑ pr cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θq

La composée

f̃ pr , ϕ, θq “ pf ˝ hqpr , ϕ, θq
“ f pr cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θq.

exprime f en fonction des coordonnées sphériques pr , ϕ, θq.
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Exemple

Passage en coordonnées polaire.– On cherche une
expression de

f : R2 ÝÑ R, px , yq ÞÝÑ f px , yq “ x2 ` y2 ` 2x

en coordonnées polaires. Pour cela il suffit de faire la
composée f ˝ h où hpρ, ϕq “ pρ cosϕ, ρ sinϕq c’est-à-dire à
remplacer x et y dans f par ρ cosϕ et ρ sinϕ.

On obtient

f̃ pρ, ϕq “ f pρ cosϕ, ρ sinϕq
“ pρ cosϕq2 ` pρ sinϕq2 ` 2ρ cosϕ
“ ρ2 ` 2ρ cosϕ.
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Exercice

Énoncé.–Exprimer la fonction f : R3 ÝÑ R2 donnée par
f px , y , zq “

`

a

x2 ` y2, z2
˘

en coordonnées cylindriques et
sphériques.

Réponse.– En coordonnées cylindriques :

f̃ pρ, ϕ, zq “ f pρ cosϕ, ρ sinϕ, zq “
`

ρ, z2˘

En coordonnées sphériques :

˜̃f pr , ϕ, θq “ f pr cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θq

“
`

r sin θ, r2 cos2 θ
˘

.
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