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Adresses utiles

A cette adresse :

http://math.univ-lyonl.fr/

homes—-www/borrelli/Espace_etudiant
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Coordonnées du plan

On note (0,7,7) un repére orthonormé direct du plan affine
euclidien R?.

¢ On appelle coordonnées cartesiennes de P, le couple
(x,y)eR? telque V=0P = xi+y] = (;)

Autrement dit, x = H@)’H ety = HOP H sont les Iongueurs
des projections orthogonales de v dans les directions i etj.
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¢ On appelle coordonnées polaires de P + O le couple
(p,p) eRT x [0,27] telque x = pcosyp ety = psinp.

En particulier,

p=10P| = /X2 +y2

_y . _ .
® t.q.tango—;SIX;éOOUCotgo—%SIyaéO
(par ex. o = arctan%si X,y>0)
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Exemples

+ calculs avec formules

x = 3cos(br/4) =
y = 3sin(5r/d) =

37 /4

=1

@ = v2cos(3n/4) = 3@
y=2sin(31/4) = ‘42‘@

z =0 cos(37/2) =0
y =0 sin(37/2) =0

——

coordonnées
cartesiennes
B=(-1,1)
¢ =(0,0)
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A=(23)

B=(2,0)

C = (0,3)

— dessin

+

Exemples

calculs avec formules

p=Vi+9=+13
ta.nxp:%
{p:\/'iJrU—Z
tamp:%:ﬂ
p=+/0+9=3
cosp=20=0

sin g

—

coordonnées
polaires

p=12
{022

p=3
efr:t,
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Coordonnées de I'espace

On note (O, 1,], k) un repére orthonormé direct de I'espace
affine euclidien R3.

e On appelle coordonnées cartesiennes de P, le triplet

X
(x,y,z)eR3 telque V=0P = xi +yj+zk = (y)

z
Autrement dit, x = |OP'|, y = |OP"| et z = |OP" | sont les
longueurs des projections orthogonales de Vv dans les
directions i, j et k.
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Coordonnées de I'espace

e On appelle coordonnées cylindriques de P # (0,0, z),
le triplet (p, ¢, 2z) e RT x [0,27[xR  tel que

X = pcosyp
y =psing
zZ=2
En particulier
p=10Q] = /x? + y2

y .
t == 8ix#0
any X #
zZ=2z
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e On appelle coordonnées sphériques de P = O, le triplet
(r,p,0) e Rt x [0,27[x[0, 7] tel que

X = rcospsind
Y = rsingpsinf
Z =rcosf

En particulier si (x, y,z) # (0,0,0),

r=|0P| = +/x2+y2 + 22
_ Y
tangp-XSIX;éO

V4

NS

6 = arccos
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cylindriques — dessin + calculs avec formules —» coorconnees
Piir) cartesiennes
ou sphériques
z
p= x = 3cos(m/3) 33
A { p=m/3 V., y = 3sin(n/3) A:(fﬁi 2)
Y 2
z2=2 / z=2
z
p=v2 : = VBcos(n/4) = YL =1
B { p=mn/4 —f y =+/2sin(r/4) = g =1 B=(1,1,-3)
z=-3 / Y z=-3
>
r=42 N T =+/2 cos(m/2) sin(r/4) =0
C < p=m/2 A, y = /2 sin(n/2) sin(m/4) =1 C=(0,1,-1)
0 =3m/4 / v 2 =+/2 cos(3m/4) = —1
z
z o\ o
r= x = cos(w/3) sin(7/6) = % -
D { p=r/3 . y = sin(n/3) sin(w/6) = ‘/T? D= (i \/TE \/73)
0 =m/6 1/ Y z = cos(m/6) = 3?
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cartesiennes cylindriques sphériques
: p=VI+1=v2 p=v2 r=+3
tanyp = —1 - =
A=(-1,1,1 - G A ¢ =3r/4 A p=3m/4
=1L ; r=VIFIF1=+3 {f:fﬂ/ {g:j%/
z cosf = %
3
z p=v9+0=3 .
B = (3,0,0) tang = § = 0 s 1000 sl
o ] r=4/9+0+0=3 = ©=
0 z=0 0=m/2
z cosl =3 =0
p=+0+1=1
: cosp =0 p= r=+2
C=(0,1,1) AN sinp =1 C p=m/2 C p=m/2
/ v r=y/0+1+1=+2 z= 0=m/d
x 1

cosf = 7
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Opérations entre fonctions

Soient deux fonctions f,g : Dy, Dg c R" — R™ et A € R. On
définit les fonctions suivantes :

somme :

(f+9) (X1, s Xn) = F(X1,, ..., Xn) + G(X1, ..., Xn), de
domaine Dy, g = D n Dy;

zéro: 0(xy,...,xn) = (0,...,0),

de domaine Dy = R";

opposéede f: (—f)(x1,...,xn) = —f(X1, ..., Xpn), de
domaine D_; = Dy;

produit de f par le scalaire )\ :

(M) (X1, ..., Xn) = M (X1, ..., Xp), de domaine Dy = D.
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Opérations entre fonctions

Si f et g sont des fonctions réelles (m = 1), on définit
également les fonctions suivantes :

produit :  (fg) : (x1,...,Xn) = f(X1, ..., Xn)9(X1, ..., Xn),
de domaine Diy = Dy n Dy ;

un: 1(xq,...,Xp) = 1, de domaine D; = R";

. 1

inverse de f : ( (X1, o0y Xp) = m de

domaine D; ; — { s eDf|f(x1,...,Xn)sﬁO}.
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On choisit A = 3, Dy = Dy = R? et

Ona

f(x,y) = x* = y?,

~| =

1
(XJ’):W

Exemples

ax,y) = x* + y2.

(fg)(x,y) =x*—y

(f+9)(x.y) = 2x?

B (x,y) = 3f(x,y)

4

Si X # LY.
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Une proposition

Proposition.— Les opérations d’addition, produit par
scalaire et multiplication entre fonctions a plusieurs
variables ont les mémes proprietés que leurs analogues
entre fonctions a une variable (elles sont commutatives,
associatives et distributives).

En particulier, 'ensemble des fonctions a plusieurs
variables F(R",R™) muni de I'addition et du produit scalaire
est un espace vectoriel sur R de dimension infinie.
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Composition

Définition.— Soient deux fonctions
f:DfcR"—R" et g:DygcR" —RP.
Si Is = Dy, on définit la composéee de f et g par

gof: DfcR” — RP
X=(X1,....,Xn) — g(f(x))
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fonctions On note
f:R%2 — R (x,y) — f(x,y) une fonction réelle de
deux variables,
g:R— R, z— g(z) une fonction reélle d’une
variable,
h:R? — R2, (u,v) — h(u,v) = (hi(u,v), ha(u, v))
une fonction vectorielle
v : R — R?, t— (y1(),72(t)) une fonction vectorielle
d’une variable.



CM 2 -
Composées et
coordonnées

V. Borrelli

Opérations
entre
fonctions

Cas particuliers

Les composeées go f, fo het f oy se calculent comme suit

e (gof)(x,y) =g(f(x,y))i.e. onpose z = f(x, y) et
gof: R2 — R.

e (foh)(u,v) = f(h(u, v)) i.e. on pose { ;Z Z;EZ 8
etfoh:R2 — R

o (for)(t) = f(~(t)) i.e. on pose { ;iz;gg et

foy:R— R.
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Un exemple

[ f(x,y)=x2—y
9(z) =expz

h(u,v) = (2u,u +v)

| v(t) = (cost,sint)

==

(9o f)(x,y) =g(x* —y) = exp(x* — y)
(foh)(u,v) =fRu,u+v) =4u?>— (u+v)

(for)(t) = f(cost,sint) = cos? t —sint
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Changement de variables
Un changement de variable s’écrit comme une composée.

Proposition — Soit
h:R" — R", uw— h(u) = (x)

une application décrivant un changement de variables des
(X1, ..., Xn) vers les (uy, ..., un) et

fix=(X1,..,Xn) — f(X)

une fonction. Son expression dans les variables
u=(u,...,un) estdonnée par la fonction composée

f=foh.

etona
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Coordonnées polaires

Lapplication qui décrit le changement de variable est

h: [0,00[x[0,27] — R2
(p, #) = h(p,¢) = (pcosp, psin p)

La composée

f(p, ) = (Fo h)(p, ) = f(pcosp, psin ).

exprime f en fonction des coordonnées polaires (p, ¢).
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Coordonnées cylindriques

Lapplication qui décrit le changement de variable est
h: [0,0[x[0,27[xR — R3
(.9, 2) = hp,¢,2) = (pcos g, psing, 7)

La composée

f(p,p,2) = (foh)(p,p,2) = f(pcosp, psinyp, Z).

exprime f en fonction des coordonnées cylindriques
(p, ¢, 2).
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Coordonnées sphériques

Lapplication qui décrit le changement de variable est

h0,00[x[0,27[x[0, 7] — R®
(r,p,0) — (rcosepsinf, rsingsinf, rcosf)

La composée

f(r,p.0) = (Foh)(r,v,0)
= f(rcospsin@, rsinpsind, rcosf).

exprime f en fonction des coordonnées sphériques (r, ¢, 6).
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Exemple

Passage en coordonnées polaire.— On cherche une
expression de

f:R2— R, (x,y)— f(x,y) = x>+ y?+2x

en coordonnées polaires. Pour cela il suffit de faire la
composée fo hou h(p,p) = (pcosp, psin ) c’est-a-dire a
remplacer x et y dans f par pcos p et psin .

On obtient

f(p, o)

f(peos . psing)
(pcosp)? + (psing)? + 2pcos g
= p?+2pcos.
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Exercice

Enoncé.—Exprimer la fonction f : R® — R2 donnée par
f(x,y,z) = (\/x2 + y2, z%) en coordonnées cylindriques et
sphériques.

Réponse.— En coordonnées cylindriques :
f(p,,2) = f(pcos, psinp, z) = (p, 2%)
En coordonnées sphériques :
?(r, ©,0) = f(rcospsinf, rsingpsinf, rcosf)

= (r sin @, r? cos? 6).
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