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Composée d’'une catastrophe de type "cusp" avec une projectio
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Adresses utiles

Deux adresses :
http://math.univ-lyonl.fr/homes-www/borrelli/Cours_Math2

http://math.univ-1lyonl.fr/~frabetti/Math2/
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Matrice jacobienne

Définition.— La matrice jacobienne J:(x) d’une application
différentiable f : D <« R" — R™ dans la base

B = (&4, ..., 8p) et en un point x € D est la matrice de
I'application linéaire dfy : R” — R™ dans la base B :

Jr(x) := Mats(dfy)

e Si (fi, ..., fy) sont les composantes de f, on a alors

(3f1 (X) 8f1 (X)
0Xq o 0Xn
Ji(x) = € Mmn(R).
Ofm(X) Ofm(x)
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Matrice jacobienne

e SiV =48 + ..+ VyE€y on adonc

ch(x)  dh(x)
0Xq 0Xp Vi
afy(V) = A i

Définition.— Si la matrice jacobienne est carrée (n = m),
son déterminant Jac f = det J; s’appelle le jacobien de f.

eSif:DcR?—R, (x,y)— f(x,y),ona

ofx,y) dfx,y)
o0x oy

Ji(x,y) = ( >€M12(R)

(matrice ligne)
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Matrige
jacobienne eSih: ]R2 N RQ : (U, V) —> h(U7 V) = (h1 (U, V)7 hz(U, V)),
on a

ohy(u,v) ohy(u,v)

_ 0 P
Jh(U; V) - ah2(bl’ V) ahz(b’ V) (S} Mzz(R)
ou ov
et
Jac h(u,v) = o (u,v) ohp(u,v) — dohp(u, v) ohy(u,v)

ou ov ou ov
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¢ Siy:R—R?: t(t) = (11(t),72(t), on a

Yo(t)

eSig:R— R, z— g(z),0na

Jo(t) = (74(1‘)) = '(t) € M21(R)

Jy(z) = (9(2)) e Mu(R) et Jacg(z) = g'(2) R

(matrice colonne = vecteur)
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Matrice e Soit f : D « R? — R donnée par f(x, y) = x2y. Alors

jacobienne
Ji(x,y) = (2xy X2) € My
e Soit h : R?2 — R? donnée par h(u, v) = (u?v,3u). Alors
2uv  U?

Jn(u,v) = < 3 0 ) € My et Jach(u,v) = —3u?

e Soit v : R — R? donnée par (1) = (2t, 13 + 1). Alors

50~ (2 ) & Mes
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Exemples

e Jacobien du changement de variables en coordonnées
polaires :
h(p, ) = (pcosp, psinp)

Inlp, ) = <cos<p — psin g0>

Ona

sin pCOS
et
Jac h(p, p) = pcos? o + psin® o = p



CM 4 -
Différentiation

coiggzée Exemples
V. Borrelli
Matrice
RS « Jacobien du changement de variables en coordonnées
cylindriques :

h(p,¢,2) = (pcosp, psinp, 2)

Ona
cosp —psing O
Jn(p,p,2) = | sinp pcosp O
0 0 1
et

Jac h(p, ¢, 2) = pcos? ¢ + psin®p = p
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e Jacobien du changement de variables en coordonnées
sphériques :

h(r,,0) = (rcosesinf, rsinpsinf, rcosf)

Ona
cospsinf  —rsingsinf rcospcosf
Jn(r,p,0) = | singsin® rcosgsind  rsingcosf
cos 6 0 —rsinf
et

Jac h(r,p,0) =—r? cosH(sin2 @ sin 6 cos 6 + cos? ¢ sin O cos 9)
—rsin O(rcos‘2 @sin? 0 + rsin psin? 0)
= —r2sinfcos?f — résin®0
= —rlsinf
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“Erl . Enoncé.— Calculer le gradient, la différentielle et la matrice
Matrice jacobienne de la fonction de f : R® — R donnée par

jacobienne

f(x,y,z) = z sin(xy).

Réponse.— On a

yz cos(xy)
?’f(x,y, z) = (XZ cos(Xy)>
sin(xy)

dfixy.z) = ¥Z cos(xy) dx + xz cos(xy) dy +sin(xy) dz

Ji(x,y,2) = (yz cos(Xxy) Xz cos(xy) sin(xy) )
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Enoncé.— Calculer la différentielle et la matrice Jacobienne
de la fonction f : R® — R? donnée par

f(x.y.2) = <z sin x> .

Zsiny

Réponse.— On a

Z cos X 0 sin X
dfixy2(X,Y,Z) = ( 0 ) X+<z cosy) Y+<Siny> z

Ji(x,y,2) Z cos X 0 sin X
XY, 2) = 0 Zcosy siny
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Récapitulatif

Sif: D c R" —> R est une fonction réelle de classe C?,
alors :

e les dérivées partielles sont des fonctions réelles

of  of n
a,...,TX,?.DCR R

e Le gradient est une fonction vectorielle

| Vf:DcR" LR

ot
0X4

donnéepar Vi=|
a
0Xn
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Récapitulatif

o La différentielle est une fonction a valeur dans les formes
linéaires

df : Dc R" — L(R",R)

donnée par df = o axs + -+ + or axn

8x1 57)(,7

e La jacobienne est une fonction a valeur dans les matrices
a une ligne et n colonnes

Jf : DCR”—>M1n(R)

of of )

donnée par Jf:(a oo
n
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Récapitulatif

Sif: Dc R"— R™ est une fonction vectorielle de classe
C' et de composantes f = (fy, ..., fy), alors :

e Les dérivées partielles sont des fonctions vectorielles

of of
—y=— :DcR"—R"
6X1’ ’aXn .

. of [ of 0fm
données par X <8x,-"”’ 8x,->

o Le gradient “Vf’ n’est pas défini.
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o La différentielle est une fonction a valeur dans les
applications linéaires

Récapitulatif

df : D R" — L(R",R™)

e La jacobienne est une fonction a valeur dans les matrices

Jf :Dc Rn —_—> an(R)

ofy ofy
donnée par J; = : : :
Ofm ofm

oxi X
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Proposition.— Soient f,g : D ¢ R" — R™ deux fonctions
différentiables et \ € R, alors :

e La somme f + g est différentiable et

of+g) of ag .
= — 4+ == =1,..
% o + ox; pour tout i sy

Par conséquent

V(f+g)=Vi+Vg si m=1

et
d(f+9) = df +dg, Jpig=di+dy
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e Le produit par un scalaire X f est différentiable et

oA F) of )
ox A % pourtouti=1,....n
Par conséquent

V) =AVf sim=1

et
dAf)=Xdf et Jys=A\Jp
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Sim =1 alors le produit fg est différentiable et se
différencie selon la régle de Leibniz :

o(fg) _ of og
o a9t oy

pourtouti=1,....n

Par conséquent
Vifg) = (Vf) g+ (Vg)
et

d(fg) = (df) g+ f (dg) et Jgy=(J)g+f(Jg)



CM 4 -
Différentiation
d’une
composée

V. Borrelli

Regle de
différentiation
d’'une
composée

Exemple

e Soit f : R? — R définie par f(x, y) = xy? 9. Le calcul de
la différentielle de f peut se faire directement au moyen de
la formule

2 Xy 2 Xy
o(xy? e )dx+a(xy e)

0x oy d

d(xy2 exy) =
ou en passant par la régle de Leibniz
d(xy2 exy) = d(xy?) e¥ + xy? d(e¥)

= (y?dx+2xydy) e¥
+xy? (y €Y dx + x e dy)

= (Y2 +xy®) ¥ dx+ (2xy + x2y?) e dy
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Composée de différentielles

Proposition.— Soient f = (fi,...,f) : Df c R" — R™ et
g=(91,.,9p) : Dy = R™ — RP deux fonctions
différentiables. Soient x € Dy ety = f(x) € Dy, alors
gof:R" — RP est différentiable en x et on a :

° d(gO f)x = dgf(x) o dfy
(composition d’applications linéaires)

o Jgot(X) = Jg(f(x)) - Jy(x)
(produit de matrices)

e Pourtouti=1,...nettoutj=1,....,p,ona

OX; X ay1( X)ax,()Jr“ + aym((x) OXj

= (X

(régle de composition des différentielles)
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Cas particuliers

e Soient f : R2 — R, (x,y) — z = f(x,y) et
g:R—R z—g(z).0na

d(gof) i, =9 (f(x,y) dfixy),
Jgor (X, ) = @' (F(x,¥)) Jr(x, )

et

o(gof)
1504

(%.5) = 9 (Fx,y)) 2 (x,y)

a(gof) - of
5y (x,y) = 9'(f(x,y)) @(x,y)
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Cas particuliers

e Soient h: R?2 — R? (u,v) — (x,y) = h(u,v) et
f:R2 —R, (x,y)— f(x,y).Ona:

d(f o h) = dfh(u,v) o dh(u,v)

(u,v)

Jron(U, v) = Jr(h(u, v)) Jn(u, v)

et
a(fo h) of ox of oy

0 (u,v) = g(h(u, v))a—u(u, V) + @(h(u, v))a—u(u, V)
a(fo h) of ox of dy

Ty (u,v) = a(h(u, v))a(u, V) + @(h(u, v))a(u, V)
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Cas particuliers

e Soienty: R — R?, t— (x,y) = ~(t) et
f:R? —R, (x,y)— f(x,y),ona

d(fo 'y)t = dfy, ) o dnt

Jroy (1) = Jr(7(1)) (1)

et
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Exemples

e Soient f(x, y) = x°y — y? = zet g(z) = In z. Partout ou
cela aunsens,ona

d(gof) _ 2, o2y of _ 1

o XY =gy y)ax(x,w—xzy_y2 2xy
dgef) _ a2, o2y of _ 2

3y (x.y) =gy y)ay(x,y)—xzy_yz (X —2y),
Ainsi

d(gof)xy) = X2y — )2 (2xy dx + (x* — 2xy) d}’>
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wearan o Soient f(x, y) = X3 —y? et h(u,v) = (v,uv?) = (x,y),on a
o(foh
Regle de (5U )(U, V) = g));( (U V) y(”? V)) au(u V)
g!fjﬁreentiation +g}f/( (U V) y(U, V)) %(U7 V)

composée

= 3v2.0-2uv?.v2=—2uvt

9
o(foh
(8v )(u, v) = & v).ywv) G
+& (x <u V> y(u,v)) Z(u,v))
= 3v2.1—2uv?.2uv = 3v2 — 4423
Ainsi

d(fo h)yy) = —2uv* du + (3v2 — 4uPv®) dv
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En passant par les matrices jacobiennes, on aurait obtenu

Exemples

0o 1

Jxy) = (32 —2y) et Jh<u,v>=<vz oLy

donc

0 1
(a2 o2
Jron(Uu, v) = <3v 2uv ) < 2 ouy >
= <3v2~0—2uv2-v2 3v2 .1 —2uv2-2uv>

- (—2uv4 312 —4u2v3).

)
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Exemples

e Soient f(x,y) = x3 — y2 et y(t) = (t3,3t) = (x,y),on a
d'une part

(Foy)(t) = SH(x(),y(t) X' () + & (x(1), y(1) ¥'(D)
3(t?)? -2t — 2(3t) -3 = 61° — 18t.

D’autre part
(Foy)(t) = f(£2,31) = (££)° — (3t)% = t° — 9f?
ce qui montre directement que

(fon)'(t) = 6° — 18t
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V. Borrali Enoncé.— Soit f : D = R?> — R une fonction dont les
dérivées partielles ont pour expression
of(x,y) B 2x ot of(x,y) 2y
Regle de ox (x2 — y2)2 a% (x2 —y2)2
différentiation
Somposse Calculer en tout point (u, v) € R* x R* les dérivées

F(u,v)

. 0 .
partielles © su et de la fonction

oF(u,v)
ov

F(u,v)::f(“;“v,“;v>

Réponse.— La fonction F est I'expression de f dans les
coordonnées (u, v), le changement de coordonnées étant
donné par

u+v u—v

x(u,v) = 5 et y(u,v) = 5
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Exercices

e Notons que la composée est bien définie si et seulement
siy(u,v) # +x(u,v), il faut donc que u # 0 et v # 0.

e La regle de composition des différentielles appliquée a
F=fohouh(u,v) = (M M) conduit aux calculs

suivants :

oF (u,v)

ou

20 2

X 2 0 2 ou 2
_‘_Qf ut+v u—v)\ 0 (u—v
oy\ 2 2 ou\ 2
1 2% 41 2%
2 ((u+v)2 (u—v)2> 2 ((u+v)2_(u—v)2>
3 Z 3
u+v u—v
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oOF(wv) _  of futv u—v) @ (u+v
ov - X 2 0 2 v 2
of

u—v
2 2

_ 1)
((u+v)2 _ (ufv)2>2 ( 2

Z 7

_ utv.  u—v
2u2v? 2u2v2
.
uv?

Enoncé (suite).— Pour tout t € R, calculer la dérivée G'(t)
de la fonction G(t) = f(cosh t,sinh t) (restriction de f a la
branche de I'hyperbole x(t) = cosh t et y(t) = sinh f).
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Exercices

Réponse.— Notons que G est dérivable pour tout t € R. En
effet f est dérivable sur

D = {(x,y) e R? | x> — y? # 0}.
Or, pour t € R, on a cosh? t — sinh? t = 1. Par conséquent
VieR, x(H)2—-y()2=1%0

e La régle de composition des différentielles appliquée a
G = fo~you~(t) = (cosh t,sinh t) conduit aux calculs
suivants :
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2L (cosh t,sinh t) d%?ht
+g—;(cosh t,sinh t) %
. 2cosh t sinh t + 2sinh t cosh t

(cosh? t—sinh? )2 (cosh? t—sinh? t)2

—2cosh tsinht + 2cosh tsinht
0

e Ceci montre que f est constante sur la branche
d’hyperbole paramétrée par ~.
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Exercices

Enoncé.— Soient (x,y,Zz) les coordonnées cartesiennes
des points de R3, (p, ¢, 2) les coordonnées cylindriques et
(r,p,0) les coordonnées sphériques. On rappelle que

X = pcosp X = rcospsinf
Yy =psinp et Y = rsingpsinf
z=z Z = rcosf
avec [ [
re 0,00
{”i[[%’og[ et { pel0,2x]
’ 0€0,n]

Montrer que les derivées partielles { % ay> 62}

o 2 2
{ap, 25 (}2} et { o 3 ae} satisfont aux formules

suivantes :
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i cos a— + sin i
op P ax TP oy
Giftramtation (N4 —=— = —sinp — + cosy i
dune p5S0 5 ay
composée
9 _0
0z 0z
( a——cos i—sin 16—
ox ~ %% op ? p o
(") 4 5 =sing gp + cos ¢ ;88@
0 _90
0z 0z
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( a——cos sin0i+sin sin@a—+cosea—
or — ¥ ox v oy 0z
! a———sin — 4+ cosp —
rsinf op 7 ox (pﬁy

1a——cos cos@a——i-sin cos@a——sinﬁa—
[ rog ~ ¥ ox 7

oy 0z

L i 98—— + 01
ax—cosgpsm pp cprSI 95 COS  COS 20

a——sin sinﬁa—+cos + sin cosG1
oy — ey o P rsngop 0¥ r oo

0 0 10
| 8z:C050 a7 smﬁ;@
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V. Borrelli a a 5
.
EP =sinf a—p+cos€ e
‘ 10 13
R_egled(_a _ — Y < =
glﬁsgenuatlon (I”> ) rsinf 690 1Y 880
composée
10 o .0
| :c0598—p—sm087
- ) 10
87,0 =sinf 3 + cos f 77
(iii')< 16 = 1 i
pOp  rsinfdy
10
Frie cos 6 o —sind )
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V. Borrell Réponse.— Montrons (/). Pour cela on applique la regle de
composition des différentielles a la composée f = f o hou
(x,y,z) = h(p, p, Z) est le changement de variable des
‘ coordonnées cylindriques en coordonnées cartésiennes.
gszZgﬁation On a -
dune o _ ﬁal+ifal+ﬂa£
composee op ~  0x Op oy Op 0z op
= cosy % +singp g—;
oF _ of ox | of dy | of oz
op — 0X Oy oy Op 0z Oy
= —rsincp%jtrcosgog—;
of  _  of ox | of dy | of oz
7z T xaztiydzTozaz
— o
- o0z

On en déduit les équations (/). Les équations (ii") en
découlent par inversion du systeme.
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e Pour montrer les formules (ii), on applique cette méthode
alacomposée f =fohou (x,y,z) = h(r,¢,0) estle
changement de variable des coordonnées sphériques en
coordonnées cartésiennes.

of ox of oy of o0z
0x 0r+0y 6r+5z or

= cosy sinf g ax +siny sm9 —|—cos€

_ 8f8x_|_af5y+6faz

0X O¢ oy (?go 0z dp of
— —psing sind < ax + pcosy sind &

of of ox | of dy | of oz
b = 6x69+é’y66+6200

= rcosyp cos@ —I—rsmgp cos@ —rsinG%

SRS
|

Do,
‘G‘\z

o |l « suffit » d’inverser le systéme pour obtenir (ii").

e On peut ensuite obtenir (iii) et (iii") par combinaison des
systémes (i) a (ii").
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