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La divergence

Définition.— Soit
V: Dcr? &5 ps
(x,y,2) — a(x,y,2)i + b(x,y,2)j +c(x,y,2)k

un c_rlamp de vecteur. La divergence de V est I'application
div V : D c R® — R3 donnée par
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tadvergence o En coordonnées cylindriques
Vp,,2) = d(p,p,2)€ +b(p,p,2)€, +C(p,p,2)k

. <7 .
la divergence de V a pour expression :

.~ 10dpd) 100 oc
dlvvfp 3 +p(9g0+62

e En coordonnées sphériques
V(p.0.0) = a'(p,0,0)€, + b'(p.0.0)€, +C"(p,.0)&)
la divergence de Va pour expression :
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La divergence
Exemples.— Soit V(x,y,z) = —y 1+ xJ, alors on a
div V(x,y, z)=0
e Soit V(x,y,z)=x27+2xyj+zk,ona

divV(x,y,z) =2X+2x+1=4x+1
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De plus

Proposition

Proposition.— Soient \,pe R et U,V :D<cR3 — R3. On

dvINU+p V)=AdivU + pdivV

ou AV désigne le laplacien vectoriel, c’est-a-dire le

. ~ P 7
laplacien sur chacune des coordonnées cartésiennes de V
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Définition.— Un champ de vecteurs V estdit a divergence
nulle si div V = 0. Dans ce cas, si le champ V décrit la
vitesse d’écoulement d’un fluide, on dit que le fluide est
incompressible.

e Plus généralement, si un champ de vecteurs V décrit un
courant de matiére et si div V = 0, le champ est dit
solénoidal (du grec sélen = tuyau) : le volume de matiere
transportée est constant (comme s'il était contraint dans un
tuyau).

e Par exemple, un champ de gradient V= gr—ac)lqﬁ est
solénoidal si et seulement si

div (grad ¢) = A¢ = 0

c’est-a-dire si et seulement si la fonction ¢ est harmonique.
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Invariance de jauge

o Puisque div (fot U) = 0, tout champ rotationnel ot U est a
divergence nulle.

Définition.— Soit V : D = R® — R3 un champ de
vecteurs. Si U : D = R® — R3 est un champ de vecteurs
tel que V =10t U, on dit que U estun potentiel vectoriel
de V. Dans ce cas, le champ V est nécessairement &
divergence nulle.

¢ Si Uestun potentiel vectoiel de V alors pour tout
$:DcR®S—R,le c_h)amp U + grad ¢ est encore un
potentiel vectoriel de V. En effet, puisque rot grad ¢ = 0, on
a

r_’ot<l7+%) —otU =V

e Cette liberté dans le choix du potentiel vectoriel d’un
champ a divergence nulle s’appelle I'invariance de jauge.
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Ensemble contractile

e Tout champ rotationnel est a divergence nulle mais la
réciproque est fausse. Elle dépend en partie de la topologie
de D.

Définition.— Un ensemble D < R” est dit contractile s’il se
déforme continment en un point Q € D.

e Autrement dit, D est contractile s’il existe une application
continue H: D x [0,1] — D telle que H(2,t) = Q pour tout
te[0,1], H(x,0) = x et H(x,1) = Q pour tout x € D.

Proposition.— Si D — R" est étoilé (par rapporta Q2 € D)
alors D est contractile (sur le point €2)
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Revoila Poincaré!

Lemme de Poincaré Il.— Soit V : D = R® — R3 un champ
de vecteurs sur D contractile. Alors

IU:DcR® R tqg V=itU<divV =0

Détermination de U.— Soit V : R® — R3 donné par

— —

V(x,y,2) = a(x,y,x)i + b(x,y,z)j + c(x,y,2)k

et tel que

da_ b dc _

ox oy 0z

Puisque R3 est contractile (car étoilé), d’_a)prés Ie_I)emme de
Poincaré, il existe un potentiel vectoriel V = rot U.

divV =
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o Notons_)U = f/_) gJ + h k ce potentiel vectoriel. La
relation V = rot U signifie que
oh og of oh og of
1) — - = = 2) —— = = _ =
()6y 0z @ ()&z ox b @) ox oy

e Ce systeme est sous-déterminé : les dérivées partielles
de f, g et h sont au nombre de neuf et il N’y a que trois
équations.

e Deux solutions de ce systeme sous-déterminé (i.e. deux
potentiels vectoriels) l_]1 et Ug différent d’'un gradient de
fonction :

o t. g. UQ—U1 =gr—ac)1¢
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Détermination d’'un potentiel
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Exemple 1_.)— Supposon_s; V = 0 et cherchons les potentiels
vectoriels U tel que rot U = 0. On doit résoudre

ch g _ o (p O _oh

(1) 5 ~5=0 @ 55~

e La premiére équation équivaut a

@) 290
’ ox oy

h(x,y,z) = fggdyﬂdx,Z)

= Jgdy+f)\1xz

&

= —(G(x,y,2) + M(x,2))

0z

avec G(x,y,z) = jgdy et \(x,2) = J)w (x,2)dz.
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oh
Jaxdz + )\2(Xay>

f(x,y,2)
- afhdz+A(x )
- aax 20X,y
= E(G(Xayvz)"l‘/H(X,Z))+)\2(X,y)

car h(x,y,z) = a%(G(va?Z) + M\ (X,Z)).

s 3 . 0g of .
e La troisiéme équation > ay impose
og o [0 2
ox oy ((;Z(G(Xy}’az) + /\1(X,Z))) + @/\2()@}’)
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g _ (e 2%
Linya) = (S 6xy2+Mix D))+ T2 xy)
% 2

car G(x,y,z) = Jgdy Il faut donc aa/}f(x,y) = 0. Autrement
dit, A ne doit dépendre que de x.

e Notons Ay (x) = J)\z(x)dx. Au bilan on a

h(x,y,z) = aaZ(G(x,y, z) + MN(x,2) + Aa(x))
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vectoriel
et p
g(vaa Z) = @(G()an Z) + /\1 (X’Z) + /\Z(X))
0
f(X’ya Z) = aix(G(Xay7z) + /\1 (Xa Z) + /\Z(X)>
soit encore

U = grad (G + Ay + Ay).
Exemple 2.— Supposons V : R — R3 donné par
V(x.y,2) = c(x,y)k.
Puisque R3 est contractile (car étoilé) et que

divV = %R = 0, le lemme de Poincaré assure I'existence
de U:R®— R3telquetot U = V.
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neompressiollic o Prisque V' ne dépend pas de z, on cherche un potentiel

Ux,y) = f(x,y) 1 +9(x,y) ] + h(x,y) k

indépendant de z.

... of odg oh , .
e En particulier il il 0. Les équations

oh_ 09 _o g h_o gl O

()@_E_v ()872_5_’ ox ay
deviennent

oh o oh o dg_of

dy 7 ox ) ox oy

Ainsi h = Cte.
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- vectoriel
e On cherche donc U sous la forme

U(x,y) =f(x,y) i +9g(x,y) ] + Cte k
avec pour seule contrainte

o On obtient

Les solutions de rot U = V sont donc les champs Udela
forme

U(x,y) = f(x,y) i+ (J;’:(X,y)dx + Jc(x,y)dx) j+Ctek

ou f : R? — R est une fonction quelconque des variables x
ety.
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ncompressiiie. ~ ® Notons que U peut aussi s’écrire sous la forme

(Js)i(x,y)dx>7+ (Jay(x,y)dX)f'

+ (Jg(x,y)dx> K+ (f c(x,y)dX>7
_ ;X <J f(x,y)dx>7+ ;y <f f(x,y)dX>7
+;Z (f f(x,y)dx) K+ (f o(x, y)ax )7

Posons F(x,y) = ff(x,y)dx, on a donc

U(x,y)

U(x,y) = U c(x, y)dx) j+gradF
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Application.— Cherchons les potentiels vectoriels U de
V(x,y,2) = (xy* = x°) k
ol (x,y,z) e R3. Onac(x,y) = xy?> — x®y et donc
1 1
Jc(x,y)dx = —x%y2 — —x*y + cte
2 4
d’ou
- 1 2.2 1 4 rd E—1
Ux,y) = (EX Yo g y +cte) j + grad F

avec F : R> — R une fonction quelconque des variables x
ety.
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Exercice

Enoncé.— Le champ magnétique engendré par un courant
d’intensité / passant dans un fil vertical a pour expression

ol oy = X
B(x.y.2) - 2n ( x2+y21+x2+y2]>’

ou pg est la perméabilité magnétique du vide et
(x,y,2) e RO\RK.

La force que B exerce sur une charge q de position
(x,y,z) et de vitesse V est donnée par

f(x,y, zZ)=qvV A ?(x,y, 2)

et s’appelle la force de Lorentz.
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Exercice

1) Ecrire B en coordonnées cylindriques.

Réponse.— Lexpression de B en coordonnées
cylindriques est :

/ sinp - Cos p — po |
Blpp2)= b2 (- 232742 )=t
(P, 2) = 5 e e

2) Soit D < RC”\RR un sous-domaine simplement connexe.
Le champ B est-il conservatif ?
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Réponse.— Puisque tot B = 0 et que D est simplement

ncompressibiite. - connexe, le lemme de Poincaré assure I'existence de
¢:D—> Rtel que —grad ¢ = B. Ainsi B est conservative
sur D.

e Puisque

felo} & 1 (3¢> - op
=—€, +— +—Kk
gradqﬁ 3 e, 3 e, 3

il faut résoudre
W _ 100 _poqll 09

) ’ pop 21 p’ 6220'

La premiere et la troisiéme équation montrent que ¢ ne
dépend que de ¢. La seconde équation permet d’écrire

P(p) = /”;0 / (¢ + ¥0)
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meommessoiis REMArque.— Le champ B n'est pas conservatif sur R3\RK.

En particulier, le potentiel trouvé ci-dessus ne se prolonge
pas sur R3\Rk (comparer ¢(0) et ¢(2r)).

Enoncé.— 3) Calculer divB.

Réponse.— On a

Enoncé.— 4) Déterminer un potentiel vectoriel Ade B.

Réponse.— Ecrivons A sous la forme

z(p, 30¢2> = f(ﬂa%z) e_;) +Q(Pa%z) e_g; + h(p,(p,Z) R
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Puisque
Incompressibilité
N 1 0h dg\ -
I‘Otﬁ = (p % — 82) ep
o _ohy
0z 0p v
1 <9(P9> _ 5”) P
P op Op
ona B =rot A si et seulement si
(1) 1oh a9\ _ ()ﬂ_@f&ll
pop 0z ’ oz dp 21 p

—0-

1
<3>p<apa¢
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Exercice
e Puisque B est indépendant de z, on cherche A sous la
forme

Alp,p.2) = f(p,9) € +d(p, ) € + h(p, ) k
et les équations deviennent

1oh o o _0h_pold

();&P_ . (2) —(97):?;
. 1 (0(pg) of
rg _
®) 3 <apw>—°'

e ’équation (1) montre que h ne dépend pas de ¢;
I'équation (2) s’integre immédiatement en
po !
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e ’équation (3) est trivialement satisfaite sig = f = 0. Un
potentiel est donc donné par

Z’:—’g’; InpR

Remarque.— Ce potentiel est défini sur tout Rs\RR (qui
pourtant n’est pas contractile).
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Culture : le théoréme de
Helmholtz-Hodge

e

Ibéoré;)me H-H.— Tout champ de vgcteur_V) est la somme
Vi + Vodun Chaﬂp de gradient V 1 = grad ¢ et d’'un
champ rotationnel V = rot U.

Ce résultat est également appelé théoréme fondamental du
calcul vectoriel
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