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Introduction

L'objectif de cette these est le développement d’un prognamermettant la visualisation de cer-
taines surfaces célebres dont il n’existe aucune imagepltegements isométriques des tores
carrés plats dans I'espace euclidien de dimensionEBti€es plongements isométriques ont été
découverts par Nash et Kuiper £954-1955 et ont surpris la communauté mathématique par leur
existence et par leur régularité inhabituelle : celle-tisesilement de clasge' en général.

La méthode de Nash et Kuiper, en dépit de son caractere gotistne fournit pas de procédé
suffisamment explicite pour permettre de représenter cggypments. Elle ne se préte donc pas
a une visualisation. Mais la donne change avec Gromov. Geeatervisite les travaux de Nash-
Kuiper et en extrait une méthodeintégration convexeui généralise et éclaire leur démarche.
Avec cette méthode, les idées sous-jacentes aux démamsérae Nash et Kuiper deviennent
plus accessibles et plus compréhensibles. En particuheryisualisation de plongements isomeé-
triques de surfaces dans I'espace euclidiérdevient possible & condition de transformer cette
méthode en algorithme, d’adapter et de simplifier la théaumieas particulier des tores. C’est ce
gue nous avons réalisé dans ce présent travail de thésetoue carré plat.

Trois parties forment cette thése :

1. La partie mathématique. (Chapitre I, Il et lll)
Il s’agit de développer une version explicite de la théord'mtégration convexe (qui est
un outil pour démontrer dek-principes) afin de permettre son implémentation. La pre-
miere phase de cette partie consiste en I'adaptation dessés étapes de la construction
de Gromov-Nash-Kuiper en vue de leur implémentation. LEgdités se sont concentrées
autour de deux lemmes cruciaux. Le premier de ces lemmds &mhme fondamental
du h-principe 1-dimensionnel Il s’agit de construire explicitement une famille de lacet
permettant la mise en ceuvre de l'intégration convexe. Lersbtemme porte le nom de
théoreme d’étape: le programme doit appliquer un grand nombre de fois le lerfane
damental dw-principe1-dimensionnel dans trois directions différentes. Cecstiture une
simplification importante de la démonstration de Nash-Kugipu le nombre de directions
n'est pas fixé et peut étre trés grand. Fixer ce nombre deidins@ son minimum possible—
c’est-a-dire trois—permet non seulement de simplifier lmaléstration mais également de
faciliter considérablement 'implémentation.
La phase suivante de cette partie mathématiquieesintrole des erreurs En effet, afin
de pouvoir appliquer récursivement I'intégration conyekest impératif de produire des
solutions dont on contréle a chaque étape le degré d’appadian. Il faut donc produire
une version quantitative explicite des approximationiséas par I'intégration convexe.

2. La partie algorithmique. (Chapitre 1V)

Elle présente les étapes principales de I'algorithme gépérmettant de construire grace a
l'intégration convexe une suite d’'immersions convergeans une immersion isométrique
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du tore carré plat ef°-proche d’une immersion initiale donnée du téire

3. La partie informatique. (Chapitre V et VI)

La partie informatique consiste en I'implémentation dégiaithme mis en place dans la
partie précédente puis en la production d’images. Nouswibée la maniére dont les appli-
cations continues sont codées au moyen de grilles disaggsjue le choix de la méthode
d’interpolation surfacique mise en oeuvre. Nous expliquoamment est calculé numé-
riguement le flot du champ de vecteurs des directions d'raté@m IV, ; nécessaire pour
chaqgue corrugation. L'intégration convexe discrétiséalésrite dans les paragraphes 5.3
et 5.4. Le choix de I'immersion initiale est discuté au paaphe 5.5. Nous expliquons
dans le paragraphe 5.6 comment choisir le parametre palnaipprocessus, c’est-a-dire le
nombre d’oscillations. Nous terminons ce chapitre V par étoele numeérique locale de la
croissance des nombres d'oscillations. Au vue des comdainformatiques (espace mé-
moire, taille des grilled0 000 x 10 000 et20 000 x 100 000) des calculs locaux ont été
effectués sur un petit domaine du tore. Les images obtermmepresentées au chapitre VI.

Cette these s’inscrit dans le cadre du préjévéaréunissant les trois laboratoires suivants : ICJ
(Institut Camille Jordan), LJK (Laboratoire Jean Kuntzmget Gipsa-Lab spécialisés en mathé-
matiques, mathématiques appliquées et informatique. et & représentation d’'un tore carré
plat dans I'espace tridimensionnel est une problématiguaathématiques pures, mais le carac-
tere algorithmique de la construction est de nature plusimtique et les probléemes numeériques
liés aux calculs sont du ressort des mathématiques appbq@e travail a été soutenu par le
CNRS et par unallocation doctorale de recherche de la Région Rhdne-AlpeH a fait I'objet
d’'une publication aux PNAS [5].

0.1 Les motivations

1. Le théoréme de Nash, en affirmant I'existence de plong&msométriques en petite co-
dimension semble conduire a un paradoxe car des argumentggéues simples faisant
intervenir la courbure permettent de construire des olisnga de tels plongements.

2. Ce paradoxe est résolu par la régularité inhabituelleedgptongements : ils sodt' mais
pasC? en général, en particulier la courbure n’est pas définie.

3. Mais cette régularité inhabituelle pose d’autres pnolgle : il est difficile d’imaginer la
structure des plongements de Nash. Quelle peut étre l'idlages surfaces qui ne sont pas
C? et qui pourtant admettent un plan tangent en chacun de leintsp

4. Dans ce travail nous répondons a cette question en c@asttda premiére image d’un
plongement isométrique du tore carré plat dans I'espadélercde dimension trois (noté
E*). Pour cette construction nous utilisonsikprincipe via l'intégration convexe.

Nous finissons ces motivations par un extrait d’une intende Gromov concernant son livre sur
les relations aux dérivées partielles [3] :

Ce livre est la premiere pierre pour I'édifice d’une théoriéagnétrique des EDP (espace des
solutions, etc.); il n’est pratiquement pas connu parce trop conceptuel, or il est tellement
universel! Il n’y a pratiquement aucune contrainte pour éegiations considérées (qui sont, in-
sistons, la majorité, car en fait la plupart des équationgsdéterminées sont soft, tandis que les
éguations rigides sont exceptionnelles), ici on peut tegiraméme des fractals. Il y a donc une
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robustesse, et I'on sait que la robustesse est essentiefddgsique, car on ne voit que ce qui est
robuste.

Le h-principe : il est effectivement difficile a croire ; les exfgede I'analyse n'y croient pas, et du
coup démontrent de temps en temps des morceaux de ce qyaedtniele livre. Hard to believe,
parce qu’il contredit a la fois I'intuition mathématique BEntuition physique. Par exemple pour
une équatiorC’, les solutions sont® denses. Mais il reste beaucoup a faire...

0.2 Descriptif des chapitres et résultats principaux

La thése est composée de six chapitres. Nous résumons énaaid chacun d’eux ci-dessous.

CHAPITRE 1 : Intégration convexe 1-dimensionnel

Dans ce premier chapitre, on s’intéresse au cas des plomgeisemétriques des courbes dans le
plan. L'objectif est de comprendre dans ce cadre simpleglafalont s’articule la démonstration
de Nash-Kuiper et particulierement d’étudier en détaitféedes intégrations convexes néces-
saires a la construction du plongement isométrique. Plasrenelle nous permettra de choisir
avec pertinence l'ingrédient fondamental de la méthod@éljration convexe, a savoir la famille
de lacets utilisée pour I'intégration convexe servant deelzala construction de la solution. Les
résultats principaux de ce chapitre sont les suivants.

Choix de la famille de lacets

L'intégration convexe construit des solutions a certambf@mes différentiels a partir de la don-
née d’'une famille de lacets satisfaisant a certaines datesa Nous décrivons ci-dessous la fa-
mille de lacets que nous avons choisie.

Etant donnés un pointdu plan complex€ et un nombre réel strictement positifivec|z| < r,
il s’agit de définir spécifiguement un ladet deC a image dans le cercle de centre 'origine et de

rayonr tel que
1
z:/ h,(s)ds.
0

Sl

FIGURE 1 -
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Nous avons choisi la famille de lacets définie par :

h.: S'=R/Z — S'(r)

i cos(2ms)

S —>Te

(1P .,

avec Jo(a) = |z|/r ou  Jo(x) = Z 22P(p!)?

p=0

et ol I'écriturec” signifiecos@ 2/|z| + isinf z/|z|. Pour toutr € R*, x — Jy(z) estla
fonction de Bessel d’ordre zéro. On montre alors que :

1
Vz € B(0;r), =z :/ h,(u)du.
0

La C°-densité :
Soit fy : R/Z — C une immersion et : R/Z — R*+ une fonction telle que :
Vs €R/Z, | fyls) < r(s).

On définit une nouvelle applicatioh: R/Z — C par la formule :

f(t) = fo(0) +/0 h(u, Nu)du—t/o h(u, Nu)du
avec

h(z,s) =

>

=(3)
r(z)e
(2)

z) cos(a(z) cos(2ms))t + r(z) sin(cos(27s) )n,

ia(z) cos(2ms)

ou
a(z) = Jo '(fe()l/r(2)  t=fo(s)/Ifo(s)] et m=ifg(s)/[fo(s)]

Le nombreN € N* est un paramétre libre de la construction, appelélabre d’oscillations

Remarque Dans la définition d¢f, les deux premiers termes sont dds a I'intégration conusxe.
dernier terme sert au recollement (il permet d’avaio) = f(1)).

Définition. On dit que I'immersiory ci-dessus est obtenue a partir depar unprocédé d'inté-
gration convexe

L'effet de cette intégration convexe est de produire unevalbel courbef présentantV oscilla-
tions et dont la dérivée vérifie I'inégalité

Viel[0,1] , r(t)— /01 h(u, Nu)du| < |f'(t)] < r(t) + /01 h(u, Nu)du

Le terme de recollement est en fait négligeable. Plus préwst :
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(a) . Cfo

FIGURE 2 —(a) : L'image defy. (b) L'image def.
Proposition (1.3.1et1.3.2)On a

/1 h(u, Nu)du| = O(1/N).

De plus, I'immersiory vérifie || f — fo|/.o = O(1/N)

Le procédé de Nash-Kuiper :

Dans la seconde partie de ce chapitre, on s'intéresse étltBtfne infinité d’intégrations convexes
sur une application initialg),. Cette étude est motivée par la méthode constructive deg@lo
ments isomeétriques de Nash-Kuiper. On montre que la régulde I'application limite dépend
de la croissance des nombres d’oscillatidfsainsi que de la décroissance des amplitugede
ces oscillations.

Soit fo : (E/Z, (-, )k) % E2 ~ Cun plongement strictement court. On suppose en outrggue
satisfait les deux hypotheses ci-dessous :

e (Hy): fo est paramétrée a vitesse constant&'t € E/Z, || f5(t)|| = ro
e (H,): fo estradialement symétriqu&'t € E/Z,  fi(t +1/2) = —fi(t).

Ces deux hypotheses ne sont pas fondamentales mais elf@gisimhgrandement les calculs et
les énonceés des réesulats.

Soit (gx ) ren+ la suite de métriques définie par
gk = fo (s )r2 + A

ou (k) ren+ €St UNe suite strictement croissante de nombres réelestgat positifs de limité et
telle que la séri€) _ /0y, — 0,1 converge et on note

A= () — fol, e

le défaut d’'isométrie. Pour todtc N*, on pose

TE : 6,5,(% \/5k+ 1_5k; 2.
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@:N=3 (b):N=5 (c):N =10

(e):N =20 H:N =40 (9) :N =80
FIGURE 3 —(a) : Influence du nombre d’oscillations sur @&’-proximité.

Désignons paf;. le cercle dek? de centre l'origine et de rayan /27
Proposition 1.6.2La suite d’applicationg fx)ren+ définie récursivement par

t
Yt € [O, 1]7 fk<t> — fk71<0) _|_/ Tkeiakcos(%rNks)dS avec o = Jal <£)
0

Tk

passe au quotient stk /Z et est telle qug;, est a valeurs dang;. Si

Zvék—ék,1<oo

alors cette suite converge au sefisvers une isomeétrig;,,. En particulier laC* convergence ne
dépend pas des choix dag.

Remarque Le fait que laC' convergence ne dépende pas du choixdgsst trés spécifique au
casl-dimensionnel et est lié au fait qu'il n’y ait pas de recollma faire !
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R/Z

FIGURE 4 —Ensemble formé de cercles de périmefre

En revanche, les choix de la suite désest déterminant pour le caractér@ de la limite :

Proposition ( 1.6.3 et 1.6.4 Bous les mémes hypothéses que la proposition ci-dessus :

o Si Z ax N, < 400 alors f;,, est partoutC? et lim [} = f/_.
Py k——4o0
e Si Z axN, = +oo et sl existen > 0 tel queE:(é,c — §p1) 28! < 400 Ol

keN*

k
S = ZalNl alors fiso est 01,17‘
=1

ERAR

(@)

FIGURE 5 —Zoom sur quelques courbes successives et sur la courbe.limit

CHAPITRE 2 : Effets métriques de l'intégration convexe (sur le tore)

Dans ce chapitre, nous passons duledénensionnel au casdimensionnel, c’est-a-dire au cas
du toreR?/Z?. Nous montrons qu’un grand nombre des effets induits pagmation convexe sont
controlés par le nombre d’oscillations fleeoremel/2C). La perturbation de la différentielle le
long de la direction d’intégration échappe cependant ani@e. Son ampleur dépend de 'erreur
initiale a la métrique que I'on souhaite atteindre. Noudiggons aussi pourquoi il est crucial, au
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moins dans le cas du tore, d’effectuer des corrugationsigdies courbes intégrales d’un certain
champ de vecteurs. Nous traitons aussi le probléme du eecelit.

Avant d’énoncer le résultat principal de ce chapitre, comgoes par introduire le cadre et les no-
tations. L'espace euclididh’* est muni d’une base orthonormée dire@lg, 9,). Nous désignons
par A le résealZd, + 79, et par( une forme linéaire sUE*. On suppose quker ¢ contient un
élément primitifi.e un élément dont les coordonnées sont des entiers premigeesezrx. Nous
notonsd, un vecteur unitaire du noyau dell existe doncT’ € R* tel queT " d, soit primitif.
Nous supposons aussi que :

0= (03,

olid, estle vecteud, = Rot_z0,. Notons qued,, d>) est une base orthonormée directéfide
Le rectangle déterminé par l'origin@ deE? et les points

A=0+T7'9 , B=0+T0F et C:=0+T7'0,+T0y

est un domaine fondamental pour I'action&lsurE?, il est notéDom.

.

=~

FIGURE 6 — Exemple de domaine fondamental

Soit fo : Dom — R* une immersion de class&™ et == fi(, )gs. On définit une nouvelle
meétriqueu, sur Dom en posant :
pi=po+plel

oup : Dom — R’ est une applicatiod™. Par définition dg:, I'application
for (Dom, p) — (R®, (, )gs)

est une immersion couriee. o = fi(, )rz < p. Nous avons alors le résultat suivant :

Théoreme 2.3.1(Théoremel/2C) Pour toute > 0, il existe une immersion du tore carré plat
muni de la métriqug dans I'espace euclidieB® muni de sa métrique standard

I (Tznu) — (Rsv < ) >]E3)

telle que
DS = folleo <€
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2) 18of — Dafoll oo < €
=1 oo <e
4) ||df — dfollo < €+ VT ||pl| 20 -

Le théoréeme affirme qu’a partir d'une application courterdaunétriqueu, on peut obtenir par
un procédé d’intégration convexe une nouvelle applicagjonest quasi-isométrique pouri.e
lw— (. Irsllco < € (point3). D’autre part, cette intégration convexe modifie peu |fedén-
tielle de f, le long ded, i.e ||0xf — D2 foll0 < € (point 2), et la modification induite dans la

direction du champ de vecteuds est sous controlee ||df — dfol|lo < € + V7 ||p||20 (point 4).
De plus, I'immersionf estC°-proche def, (point 1).

Il ne s’agit pas uniguement d’un théoréme d’existence té&ination convexe permet de construire
explicitement une telle solution. Expliquons brievementcbnstruction de I'applicatiorf. Le
champ de vecteurs en questignest défini par :

_:u(a:,y)(a% 85_)
:u(l“,y)(a% 82)

Il est p-orthogonal &, i.e 11(01, 02) = 0. Désignons pap le flot ded;. LensembleDom,, :=
{o(po, t) | po € [OA],t € [0,T]} est encore un domaine fondamental pdur

O1:=0y +00, avec o(x,y) =

Ligne du champal

FIGURE 7 — Domaine fondamentaDom,, (partie verte) et lignes de champ

Nous définissons alorsen tout point deDom,, par

t

f(e(po, 1) = H(p(po, 1)) —w (f) (H(#(po, T)) = folo(po, T)))

avec .
H(o(o,t) == folpo) + / h(o(po, 5), Ns)ds

oupy € [0, A],t €]0,T], N estun entier naturel non nul quelconqué etst donnée par

h(p,u) := r(p){cos(a(p) cos 2mu)to(p) + sin(a(p) cos 2ru)ng(p)}.
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Oi

FIGURE 8 — Représentation graphique de

Dans cette derniere expression, on a pris
o1 fo

r(p) = A/ 1p(O1,01) 101 foll

g1 (H&lfo(p)”) et . O fo N Dafo

0 Nng = v+ -7—"7"—-—.
101.fo A O fo|

to

" ")

La fonctionw € C*°([0, 1]; R) est choisie de maniére a vérifier
w(0)=0 , w(l)=1 etpourtout ke N* | w®(0)=w®(1)=0.

Nous remarguons que la fonctianvérifie :

O fo(p) = /0 h(p, u)du

Nous pouvons noter que I'expression flest la difféerence de deux termes. Le premier terme est
propre a l'intégration convexe. Le second terme permetddlex afin d’'obtenir une solution qui
passe au quotient et donc qui soit définie BirNous montrons alors que

max {|1f = folloo s 102f = Bafollo e = £, Dwollco Idf = dollco = VT llollén } = OL/N),
Comme illustration et en partant d’un plongement court
fO : (TQMM) — (R37 < ’ >R3)

avecu = fi(, )rs + pl ® ¢, nous présentons sur la figure 9 quelques images des immersio
obtenues apres une corrugation dans différentes diraction

CHAPITRE 3 : Immersions isométriques du tore carré plat

Dans ce chapitre, nous montrons comment a partir d’un ploegelisse strictement court du tore
carré plat dans I'espace euclidien, on peut construire glenfauffisamment explicite pour étre
implémentée, une suite d’applicatiof).cy qui converge vers un€'-isométrie du tore carré

plat dansE®. Ce résultat est en fait une conséquencethigéoréme d’étapénoncé ci-dessous qui
lui méme utilise lde théoreme [2QIémontré au chapitre Il.

Soient(d,, 9,) la base orthonormale standard Beet (9, 0,) sa base duale. Nous définissons
trois formes linéaires, , ¢, et ¢; surlE? par :

1
0=, b (0 +20;) , by =—=(0; —20})

1
V5 V5
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@) (b) (N=20,¢ = 07)

(€) (N=12,¢ = 9?) (d) (N=15,0 = &7 +207) () (N=15,0 = &7 — 20)

FIGURE 9 —(a) Tore initial. (b) Tore apres une corrugation dans la direction des longitugegial,. (C)
Direction 9, . (d) Direction d,, + 20, . (e) Direction 9,, — 20,

Et nous désignons par :
C:={pilys @l + paly @ Uy + p3ls @ L3 | p1 > 0,p2 >0, p3 > 0}

le cbne positif engendré par les trois formes bilinéaires&tyiques positives, ® (1, ¢, ® (5 et
l3 ® ls.

Ainsi tout point deC est un produit scalaire sii et donc, toute applicatiof™ deT? = E?/Z>
dansC est une métrique dg>.

Théoréme 3.1.1 (théoréme d’étapeBoienty and i deux métriques riemanniennes &ifret soit
fo : (T?, g) — E? une immersion telles que :

1) h—g e C™(T? ),

2) g — f(;k<7 '>]R3 € OOO(’I[Q?C)
Alors, pour toutK > 0 il existe une immersiorf : T> — E?* satisfaisant les propriétés sui-
vantes :

) £(0,0) = fo(0,0)

) . 1
i) 1lg = £ esloo < 511 = glleo
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FIGURE 10 —L’espace de formes bilinéaires symétriques est identifid éa la base §* ® 9;,0F ® 0, +
9, ® 0,,0; ® 0;). Le cOneC est représenté en gris a l'intérieur du cone des métriques.

i) h— f*(,)gs € C™(T?,C)

V) [ldf — dfolloe < C*[lg — f5 (- drallée + K11h = gl 2o-

La difféerence fondamentale entre le théoreme d’étape aé€leréme 12C est la suivante : dans le
théoreme 12C la différence entre la métrique initiale et &nque finale se réduit a un coefficient
(le nombrep dans la relation: = ug + pf ® £). Ici la différence entre la métrique initiale et la
métrique finale fait intervenir trois coefficients, précmsnt :

G— [ ps =1 @b+ pa by ® Uy + p3 3@ L3

et c’est I'application de trois intégrations convexes dans directions différentes qui permet
d’obtenir une nouvelle immersiofiqui est quasi-isométrique poyrau sens du point) et dont
la différentielle est sous contrdle (le poind.

Dans ce théoréme apparait une troisieme métrique, hoetdelle que

ol )gs < g < h.

Le réle de cette troisieme métrique est de garantir que ltanmma ensuite itérer le procédé. En effet
le pointzii du théoreme d’étape nous assure que la solytiest strictement courte pour la mé-
trique h. Nous pourrons donc itérer ce théoreme pour construire onegtie application qui sera
quasi-isométrique pour. Etant donnée une suite croissante de métriguescy- qui converge

par exemple vers la métrique plate-);., ces itérations successives permettent de construire
une suite d’'applications dont chaque élémgnsera quasi-isométrique pour la métriqyeet
strictement court pour la métriqug. ;. Le contrdle a chaque étape des différentielles (paint
permettra de s’assurer une convergefiteers une application isométrique poir-) ..

Explicitons brievement la construction de I'applicatipunlu théoreme d’étape. Elle est le résultat
de trois intégrations successives dans trois directionsiéles : a partir d¢f,, on construitf; i,
fi2etfi3:= f. Elle se réalise en trois phases :
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Premiére phase Soit

Dy: = g— f5<'7 '>E3
= p1(D1)l @ £y + pa(D1)ly @ Ly + p3(D1)ls @ L3
€ C™(T2C).

Définissons une métrique auxiliairg par
pr = fo (s )gs + p1(D1)l @ L1
Notons que I'application
for (T% ) — (B2, (-, )es)
est une immersion courte. On applique alors le théor&xépour construire une immersion
fi:(T% ) — E?
obtenue par le procédé d’intégration convexe quuesjuasi-isomeétrique.

Deuxieme phaseSoit

Dy: = g—fi (., )ps
= p1(Da2)ly @ by + pa(D2)ly @ Ly + p3(D2)ls ® L3

Définissons une métrique auxiliairg par
p2 = f1 (s )gs + p2(D2)lz @ Lo
I'application
fr o (T2 p2) — (B°, (- )ee)
est une immersion courte. On applique alors le théor&xiépour construire une immersion
fo i (T? pg) — E?
obtenue par le procédé d’intégration convexe quugsjuasi-isometrique.

Trosiéme phase Soit

Ds3: = g— f2*<'7 ->E3
= p1(D3)ly @ by + pa(D3)ly @ Ly + ps(D3)ls ® L3

Définissons une métrique auxiliairg par
ps = f3{, gs + p3(D3)ls @ L.
I'application

f2 : (T27M3) — (E37 <'7 >IE3)
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FIGURE 11 —En partant d'une immersion strictement couttg : (T%, g = (-, -)g2) — (E®, (-, -)gs) le

théoréme d’'étape permet de construjie f» et f5 représentées ci-dessus.

est une immersion courte. On applique alors le théorExépour construire une immersion
fs (T, ps) — E°

obtenue par le procédé d’intégration convexe qupgsjuasi-isomeétrique. On peut alors montrer
gue ceci implique que I'immersiofy estg quasi-isomeétrique. L'applicatiofy est 'immersionf
cherchée.

En utilisant lethéoreme d’étapétérativement, nous retrouvons le théoreme de Nash-Kuiper
Gromov :

Théoréme. Soit fii : (T?, (-, )g2) — (E*, (-,-)gs) Une immersion strictement courte. Alors il
existe une immersiofi : (T2, (-, )z2) — (E*, (-, -)5s) de classe’" telle quef (-, Ygs = (-, )pe
i.e [ estune isométrie.

Expliquons brievement la construction de la limite. Désigmpar
A= <'7 '>R2 - f:;nt<v '>R3

le défaut d’isométrie. On considere la suite croissante égigques(g )ren+ CONvergeant vers la
métrique euclidienné, -). et donnée par :

Vk e N* y Gk = f:;m(; '>R3 + 6kA'
On construit une suite d'immersions

fim‘t; f1,1,f1,2,f1,3; f2,1,f2,2,f2,3; f3,1;f3,2;f3,3;

en appliguant d’'une maniére récursive le théoreme d’étapesffet, supposons avoir construit
fr—1 immersion strictement courte par rappori,anous prenons

g=gr €t h=gpu,

et par application du théoréme d’étape on construit

fr1s fr2s fo3 = fr



0.2 Descriptif des chapitres et résultats principaux 19

On montre que la suitéf, := f.3) converge vers uné€'-immersion isométrique du tore carré
plat dansE® grace au contréle des normgf, — fi_1//co (pointiv du théoréme d’étape).

Nous fournissons ci-dessous une seconde version du théafétape en vue de I'implémenta-
tion. Commencons par rappeler et introduire quelques inogatSoit

Dpj: = g— fr;a(, )es
= p1(Dyj)li @ b1+ pa( Dy j)ls @ by + p3( Dy j)lz @ 3.
Rappelons que
kg = frjo1( ms + pj(Drj)l; @ ¢,
Nous définissons le défaut d’'isométrie flg par rapport qu, ; par
Erry = pyj — f;7j(-, Jrs €t erry; = || Errll oo -
On démontre alors le résultat suivant :
Théoréme 3.4.1(théoreme d’étape bispoit e un réel strictement positif. Il existe une famille

d’entiers naturelsV, ;, j € {1,2,3} etk € N*, telle que la famille d'immersiong, ; construite

comme ci-dessus vérifie les conditions suivantes :
€

) | frg— frj—illeo < 3o
i) ||dfi; — dfijillco < v/ — Sk_1|Al|Ze + VTl (D)l 20-

4
——= (01 — Ok) prmin (D).
i1 = )i ()

CHAPITRE 4 : Algorithme

i) erry,; <

Dans ce chapitre, nous présentons les étapes principal&gigithme général permettant de
construire grace a I'intégration convexe une suite d’insigrs convergeant vers une immersion
isométrique du tore carré plafproche d’'une immersion initiale donnée du t@fedans I'espace
euclidien tridimensionndl®. Comme le plongemedt'-isométrique de notre tore plat est le résul-
tat d’'un processus itératif infini (numériquement inacitds}, et puisqu’il n’y a aucune formule
explicite pour la limite, I'algorithme génére en un nombre &’itérations une approximation de
cette limite. Nous donnons aussi des conditions permdtartnstruction d’une telle suite ainsi
gue la condition d’arrét de ce processus.

Plus précisément, lI'algorithme requiert cing nombreB, ¢, K et ~y. Les nombres (strictement
positifs) R etr servent a construire un plongement standard et strictecognt du tore carré. La
constante, € R’ permet le contrle de la vitesse de convergence de la sut@ti@ues g; ) pen-
vers la métrique platé, -).. La suite de métriquegy;)zen- €St donnée payy, = fir.. (-, )gs +
5pA\, avecd, = 1 — e 7%, Lalgorithme va produire alors le& premiers termes d’une suite
(fx)ren+ d'immersions convergeant vers une immersion isométrifaenotantf,, la limite des

frx en+oo, il garantit en outre que :

€
Ific = Fllen < 5 et i = ollew < e

Chaque immersiolfi, est a la fois une quasi-isométrie pagyret une application strictement courte
pour g, 1. Elle est obtenue grace @ivéoreme d’étapa partir def,_; et en effectuant trois cor-
rugations successives selon trois directions différeafiesd’obtenir trois immersiong; i, fi» et
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Jr3 = Je-

Trois domaines fondamentaux différents sont utilisés tautong de cet algorithme, nous les
décrivons ci-apres. Soient

V(1):=09,, V(2):=-20,+0,, V(3):=20,+0,,
Nnous posons :
Ul):=0,, U(_2) := é(@x +20,) et U(3):=—(0, — 20,).

Pour touti € {1,2,3}, la famille (U(7), V(i)) est une base orthogonale directeRfeet le rec-
tangle déterminé par l'origin@ deE? et les points

AG)=0+U@G) , Bl)=0+V(@) et C(i):=0+UG)+V(i)

est un domaine fondamental B8/7Z>. Il est notéDom(7).

\U(3)

) @)

FIGURE 12 —Domaines fondamentaux @& /7> de basesU (i), V (i)).

Voici les etapes de la procedure principale de I'algorittgéeéral permettant de construjfig; a
partir def j_; :
1. Construction d’'une métrique auxillaire
Elle est donnée pary ; := f;; 1(, )ps + prj(Drj)l; ® ¢;. ou le défaut d'isométriéd),, ;
veérifie :
Dyj: = gl; - f;ij_d-, g3

= Z pk,s(Dk,j>£s X gs;
s=1
Par hypotheseg;, ;(Dy ;) > 0. Le reste de la procédure est de réduire le défaut d'isometrie
de l'immersion courte f;. ;1 : (T, up;) — (B2, (-, )gs)-
2. Construction du champs de vecteurdV ;
Il est donné en tout point € T? par la formule :

il e (VG).UG)
fl:,j—l('v '>]R3 (V(])v V(]))

Wi, =U(j) + G.;V(j) avec ¢ ; :=

3. Calcul du flot ¢, ; du champ de vecteursiV, ;
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4. Construction de la fonctionh

Pour toutp € Dom(j), h(p,.) : [0,1] — E? vérifie

L

Explicitement, on a:

Dans cette derniere expression, on a pris

ri o= \/Mk,j(Wk,j7WkJ)

t: = (Wi feg—0)/ (Wi fri-1)l

n: = Wi frj1 AV) frejr/ Wk frjor AV(G) frjill
a: = Jo (W -fug-)ll/r)

5. Construction de Fj, ; o ¢y

il s’agit de I'intégartion convexe subom(j) le long des lignes du flot
6. Le recollementpour avoir la fonctiont}, ; o ¢y, ; sur le tore

7. Extraction de f;

Expression dg, ; en coordonnées catésiennes

8. Test et choix des nombres de corrugation

le choix du nombre de corrugatidyy, ; doit permettre de satisfaire les conclusiongfuto-
reme d’étape bis

Nous donnons ci-dessous I'algorithme général de congirudesK premieres immersions. Dans
le schéma ci-dessous, I'acronyme TTE signifie " test du #réerd’étape bis", précisément l'al-
gorithme teste les pointsi: etzii de ce théoréme. Le nombre de corrugation intial sera igialis
N = 10.
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(ot

Données initiales : R, r, e, K,y

Y
k<+—1letN «<— 10

Y
Détermination de la métriqug.

Y

Nombre de corrugationsVy, ; «— N

Y
Construction de la fonctiohy, ;

\ 4

Y
j—j+1 Construction de la fonctioff, ; «—

oui Nij <— 2N ;
A

NkJ’ — 2Nk,j

b= k1] L non
non

oui
N +— 2Nk,j q
[ non k=K

oui
L'algorithme ci-dessus permet de trouver des nombres dlaisons suffisamment grands pour

lesquels le test TTE est satisfait. En pratique, on modi§erément cet algorithme de maniere a
trouver par dichotomie les plus petits nombres d’oscolagipour lesquels le test TTE est satisfait.

CHAPITRE 5 : Implémentation

Dans ce chapitre, nous présentons des techniques mathéesadét informatiques utilisées pour
limplémentation de l'algorithme présenté au chapitre t\peur la visualisation du plongement
isométrique d’un tore carré plat dans I'esp@ce

Pour réaliser cette implémentation, nous avons besoircddsr les immersions qui sont des ap-
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plications du carré0, 1] x [0, 1] dans I'espace euclidien de dimension trois. D’autre parfyroe
nous l'avons vu dans le chapitre précédent nous avons bdeaialculer des dérivées, inverser
la fonction Jy, calculer des intégrales, inverser des flots et aussi @lcds supremum. Il est
alors nécessaire de discrétiser les immersions. Nous ahons de le faire en utilisant des grilles
carrées qui échantillonneftt 1] x [0, 1] : les trois coordonnées d’une immersipsont évaluées
et stockées uniquement aux noeuds de la grifle, j/n) avecO < i, j < n. Les coordonnées en
d’autres points sont alors obtenues par interpolation.

Comme le plongement'-isométrique de notre tore plat est le résultat d'un praceggratif
infini (numériquement inaccessible), et puisqu’il n'y a ane formule ni explicite ni implicite
pour la limite, nous avons effectivement calculé une apprakion de cette limite. En pratique,
I'application de quatre corrugations successives surmimitial (non isométrique) donne visuel-
lement des résultats satisfaisants et au-dela de ces gjugtrgrations les oscillations deviennent
indiscernables a l'oeil nu.

Ce chapitre est divisé en plusieurs paragraphes. Nouertsaguccessivement la maniere dont
les applications continues sont codées comme des gribesatés dans I'ordinateur ainsi que le
choix de la méthode d’interpolation surfacique mise en c&uNous expliquons comment est cal-
culé numeriquement le flot du champ de vectdlifs; nécessaire pour chaque corrugation. Sont
traitées ensuite l'intégration convexe discrétisée eht@Excde I'immersion initiale. Nous expli-
guerons comment choisir le parametre principal du proced$uotégration convexe, c’est-a-dire
le nombre d'oscillations. Nous terminons ce chapitre parétde locale.

Pour la programmation nous avons utilisé le langatye &ec les trois bibliotheques suivantes :
¢ la bibliothéque Blitz++ pour le calcul matriciel : les mags permettent d’encoder les
immersions.
¢ le code DOPRI (de Hairer) pour le calcul des flots et intégrales.
e OpenMP pour le paralléllisme.

CHAPITRE 6 : Les images

Nous rassemblons dans ce chapitre qui cl6t ce travail de tmeensemble d’images numériques
obtenues au moyen de I'implémentation de notre algorittiEneparticulier nous présentons les
premiéeres images d’'un plongement isométrique du tore pdatéans I'espace tridimensionnel.

Rappelons une nouvelle fois que seules les quatres prenimégrations convexes ont été réali-
sées par le programme : la décroissance des amplitudeBeegtieles corrugations suivantes sont
invisibles a I'ceil nu. Nous complétons ces images du toredparimages locales qui permettent
de voir la décroissance des amplitudes sur une successione dizaine de corrugations.

AN

\\\\
“‘““\“uu lnn,,% "'m;m%
‘)

FIGURE 13 —Les quatre premiéres corrugations.
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a 7 b

FIGURE 14 —Zooms et superpaosition des quatre premiéres corrugations.

a: zoom sur la quatrieme corrugation. b : superposition dgulatriéme et troisiéme corrugation

C : superposition de la quatrieme, troisieme et deuxiémeugation. d : superposition des quatre cor-
rugations

0.3 Perspectives

Dans un futur proche il faudra étudier la régularité de hgtrie obtenue a la limite. Borisov a
conjecturé le type de régularité maximale auquel on pettesidre. Techniquement, il est énoncé
que I'isométrie peut étre de clas§e”, aveca aussi proche qu’on le souhaite de la valege.
Cette conjecture reste discutée, d’autres valeurs plitepetyant également été proposées (
par exemple). Quoiqu’il en soit, il serait extrémementiesSant de connaitre la régularités des
isométries construites avec l'intégration convexe. Ceilldonnera-t-elle des isométries avec le
degré maximal de régularité ? Pour le savoir, il faut nonesaeht controler la convergenc® et

C' de la suite d’applications obtenues avec l'intégratiorvesr, mais il faut également estimer
la fagon dont cette suite d’applications diverge au séhsPlus ces contrdles et ces estimations
seront fins, plus la régularité de I'application limite secanue avec précision.

La technique d’intégration convexe s’applique au dela dadaalisation de tores plats. Elle est
utilisée de maniére théorique dans la détermination deisnBiatypiques d’équations aux déri-
vées partielles. En montrant que l'intégration convexd ptra implémentée, ces résultats ouvrent
des perspectives en mathématiques appliquées, notammantagrésolution d’équations diffé-
rentielles.

Les images obtenues révélent I'existence d’'une classged®tiont la structure est intermédiaire
entre les surfaces lisses et les fractales. De tels objatsgient jouer un rdle centrale dans I'ana-
lyse de la géométrie des formes.



Chapitre 1

Le theoreme de Nash-Kuiper et
I'intégration convexe 1-dimensionnelle

1.1 Introduction

Le théoréme de Nash-Kuiper affirme I'existence de plongasisométriques’’ de variétés rie-
manniennes dans I'espace euclidien. Nous allons nougsg#ér dans ce chapitre au cas des plon-
gements isométriques des courbes dans le plan. Notre iblgisicle comprendre dans ce cadre
simple la fagon dont s’articule la démonstration de Naskip&uet particulierement d’étudier en
détail I'effet des intégrations convexes nécessaires anatouction du plongement isométrique.
Plus encore, elle nous permettra de choisir avec pertindmgrédient fondamental de la mé-
thode d’intégration convexe, a savoir, le lacet le long adligieffectue I'intégration.

1.2 Lemmes fondamentaux de l'intégration convexe

Nous commencons par rappeler deux lemmes fondamentauxigiation convexe.

Notation.— Soit A C R" eta € A. On désigne paintConv(A, a) I'intérieur de I'enveloppe
convexe de la composante connexe par arcs contenant

Définition 1.2.0.1.Un lacetg : [0,1] — R", g(0) = g(1) entoure strictement € R" si

IntConu(g([0,1])) D {z}.

Lemme 1(Lemme fondamentalSoientR C R" une partie ouverter € R etz € IntConv(R, o).
0
Il existe un lacet: : [0, 1] 2, R basé erv entourant strictement et tel que:

2= /0 1 h(s)ds.

Démonstration.— Elle est classique. \Voir [6]. O

25
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h([0, 1])

R

FIGURE 1.1 —Exemple de relation différentielle
Lemme 2 (Lemme fondamental : version paramétriqu8pient” une variété compactdy =
P x R® =5 P un fibré trivial, R C E une partie telle que
Vpe P, R,:=7 '(p)NR estunouvert d®".
Soientencore € I'(R) etz € I'(E) tel que :

Vp € P, z(p) € IntConv(R,, c(p)).

Alors il existeh : [0, 1] < ['(R) avech(0) = h(1) = o telle que :

1
e P o) = [ his.pds
0

Démonstration.— \Voir [6]. O
On peut imposer a I'applicatiol d’étre de class€’> comme nous allons le voir dans le lemme
ci-dessus :

Lemme 3 (Lemme fondamental : version paramétrigti€). SoientP une variété compacte,
E = P xR" = P unfibré trivial, R C E une partie telle que

Vpe P, R,:=7'(p)NR estunouvert d®"
Soientencore € [*°(R) etz € '*°(E) tel que :

Vp € P, z(p) € IntConv(R,,o(p)).

Alors il existeh : [0, 1] LS I'*°(R) avech(0) = h(1) = o telle que :

1
WERAMZ/h@mw
0

Démonstration.— Soit (p. : [0,1] — R).~o une suite de fonctions régularisantes. Pour tout
p € P, on définit une applicatiod’™ par

he(p,.): [0,1]

: R™
t

_>
— (h(p,.) * pe)(t).

Posons .

he(p, t)dt

S~

ze(p) =



1.3 C°-densité 27

et soitH, : P x R — R" donnée par

He(p7 t) = he(pv t) + Z(p) - Ze(p)
Ona

néli@JMFZAM

et pour un choix suffisamment petit dd’applicationt — H.(p,t) est a valeur dan®,,. La
compacité de” permet de choisi¢g indépendemment dec P. O

1.3 (C'-densité

Dans ce paragraphe, nous donnons une version quantitatiee’!-densité. On montre qu’elle
estenO(1/N) ou N est le nombre d’'oscillations.

Proposition 1.3.1.SoitR C R" un ouvert connexe par arcs étun intervalle deR. Si f, €
C*(I,R") est telle que

fo(I) € IntConv(R)
alors, pour toute > 0 il existe ' € C*°(1,R") telle que
F'(I) CR et ||F— follco <€

Démonstration.— Soite > 0 et fob € C(I,R") telle quefy(I) C IntConv(R). D'aprés le
lemme fondamental, version lisse, il exigte I x E/Z — R de class&* telle que

1
vt I, fi(t) = / h(t, u)du.
0
Définissongd’” € C*°(I,R"™) par
t
F(t) = fo(0) +/ h(s, Ns)ds
0

ou N est un entier naturel non nul. D’'une part, en dérivant, oreabt

F'(t) =h(t,Nt) e R
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et par consequent, I'applicatidn est donc solution de la relation différentiefie D’autre part

PO~ Rl = KO+ h(s, Ns)ds — fo(t)

~+

h(s, Ns)ds — (fo(t) — fo(0))

~+

I
2|*—‘ 2|*—‘ 2|"‘<N<Nﬂc\h
>=
2
=
=
QL
&
|
ﬁ
VR
o\
>=
2
E
oY
I
N———
QL
»

h(s,Ns)ds—/O fo(s)ds

O\H
TN T N N
s~

z
—~
=
Zlw
&
|
=
E
&
~—
QL
»n
N——
QU
Q

Avec des notations évidentes, posons

F(t)— fot)=A+ B
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Nous allons traiter chacun de ces deux termes.

A = %/01 (/O[Nt] (h(%,s) — h(%,u)) ds) du
1

[Nt]—1

+1Z/1/1 h(k) h(k )| dsd
-— -—,S) — —, U sau
N = Jy Jo N’ N’
= C-D+FE
Le dernier terme est nuk (et « jouent des rbles symétriques). Les terniegt D vérifient les

relations suivantes :

11l < et |D] <

CO

1 |on 1 on
2N || 0z 2N |0z || 0
Ainsi :

Al < |IC] + [|D]

Oh

< _
= o0x

v
Quant au termd, il vérifie
2
18] < 5 Itllcs

et donc finalement :

2 oh
— 0 < — 0 — .
17~ sl < 37 (100 + | 52 )

Ce majorant peut étre rendu arbitrairement petit en cleasisV suffisamment grand. O

Remarque.— Méme sify(0) = fo(1), 'applicationF' construite par intégration convexe ne vérifie
pas en générdl'(0) = F(1). On peut néanmoins adapter le procédé de I'intégratione@wour
construire des solutionstelles quef(0) = f(1).
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Proposition 1.3.2. SoientR C R" un ouvert connexe par arcs & € C*°(R/Z,R") telle que
fo(R/Z) C IntConv(R).
Alors pour toute > 0, il existef € C*°(R/Z,R") telle que
f(R/Z) CR et |If = follow <€

Démonstration.— Reprenong” € C*°([0, 1]; R™) construite grace a la premiére proposition et,
pour toutt € [0, 1], définissongf par

ft) = F(t)—t(F(1) - F(0))
= fo(0) + /t h(s, Ns)ds — t/t h(s, Ns)ds
En dérivant, on obtient : 0 0
Vit e [0,1] , f'(t)=F'(t)— (F(1) — F(0)).
Désignons paf le réel strictement positif défini par :
§ = dist(F'[0,1], R°)
et choisissongV tel que

IF() - FO)] < 5
On a alors
I = Fleo = 170~ FO))
= P - KO
= 1P - KO
20
2

Soitz € R.Ona:
d(ZE, f,[oa 1]) 2 |d(ZE, F,[Oa 1]) - d(f,[oa 1]7 F,[Ov 1])|

Ord(z, f'[0,1]) > 6 etd(f'[0,1], F'[0,1]) < g donc

d(z, f') >
On en déduit/(R¢, f'[0,1]) > 0, c'est-a-dire
['(R/Z) C R.
L'application f est donc bien solution de la relation différentielle. Ernreutle I'égalité

f(t) = F(t) =t (F(1) = F(0))

|

on déduit :
1f = Jollco < 1F = follco + [1F/(1) = Fo(D)[| < 2{|F = follco -
U
Remarque 1.—Dans les deux propositions précédentes, les paramétres dib la construction de
la solution de la relation différentielle sont la famille ideet$/(p, .)),cp et le choix du nombre
d’oscillationsNV.

Remarque 2.— Evidemment, les propositions 1 et 2 ont des analogues “argdras”.
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1.4 Nash-Kuiper en dimension 1

Dans les lignes qui suivent, on va appliquer la démonstradi® Nash-kuiper pour construire
des immersions isométriques de courbes dans le plan. Lechde dette construction n’est évi-
demment pas de montrer I'existence de telles isométriese&uun fait banal) mais plutot la
détermination la plus judicieuse possible de la familleldengsins nécessaire a la construction des
immersions isométriques au moyen de I'intégration convexe

1.4.1 Le procédé de Nash-Kuiper

Commencgons par rappeler une définition qui sera utile toldragide ce travail :
Définition 1.4.1.1. Soit(M, ¢g) une variété riemannienne. On dit qu’une application
fo(M,g) — E" = (R" (, )rn)
est strictement courte si le champ de formes bilinéairegsygues
Ac=g—f(, Jrn
définit une métrique sul/.

Soit fy : E/Z %R ~ Cun plongement strictement court. La démonstration de Nasper
construit, & partir defy, une famille de plongementd;,)rcn+ qui converge vers un plongement
isométrique et ou, a chaque étape, I'applicatiprésout une relation différentiell@, . Détaillons
ce procédé dans un cas ou, pour simplifier, on suppose enquérg satisfait aux deux hypo-
theses ci-dessus :

e (H,): fy est paramétrée a vitesse constante,
e (H,): fy estradialement symétrique.

L'hypothése(H1) :
vieE/Z, | f5(®)]l =70
implique que
A= (1-72){, g
et puisquef, est strictement courtey < 1. L'hypothese( H2) signifie que
Vt e BJZ, fi(t+1/2) = —fi(t).
Soit (gx ) ren+ la suite de métriques définie par
gk = fo (., Jre + A

ou (k) ren+ €St UNe suite strictement croissante de nombres réelgestaat positifs de limita.
Pour toutk € N*, on pose

r = Vor(00,0) = /0, + (1 613,
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Désignons pa€,, le cercle dek?* de centre l'origine et de rayon, défini ci-dessus et paR,, un
épaississement dg, c’est-a-dire une couronne ouverte. On suppose que lessigsements sont
choisis de fagon a ce que

Vi ky € N*, ky #ky 3 Ry "R, = 0.

Au moyen de l'intégration convexe, on va construire uneesdifipplicationsf; : E/Z — E?
telles que
e f; estsolution d&r,

o D Ifi— fiotller < +o0.
Ainsi

fiso = lim fk
k—+o00

la limite C'' desf;,, sera I'isométrie recherchée. Pour rendre complétemeticigpa construc-
tion desf;, il est nécessaire de déterminer a chaque étape la famill@cdesh, choisie pour
définir f;,. On pose :
hy [0,1]XE/Z — CLCRLCC
(t,u) —  hy(t,u)

ou
i (t,u) = 1y, €0 ¢ (1)
avec
fia
lp—1:=
(-

etyy, : [0,1] x E/Z — R est une application telle que

1 ’
[ im0
0

Tk
Cette condition implique bien sdr que :
1
vt €10,1], fi_1(t) :/ hy,(t, w)du.
0
L'expression explicite dg, sera déterminée ultérieurement. Pour togt N*, on pose enfin
fk : [07 1] — E2
définie par
t
fk(t) = fk—l(o) +/ hk(S,NkS)dS.
0

ou N, € 2N* est un paramétre libre de la construction.

Lemme 4. Soit f, satisfaisant a I'hypothés@{, ) alors, pour toutk € N*, f, satisfaita(H;).
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Démonstration.— Par récurrence. Supposons que :
Vj e A{0,...,k— 1}, lesf; vérifient(H,) et(H,).

Ona
fk(t) = fk1(0)+/ hk(S,NkS)dS
0

t
= fk1<0)+/ r €N (s)ds
0

En dérivant, on obtient ‘
fi(t) = i e N0 (1)

et par conséquettf; (¢)|| = rx. Ainsi f; satisfait a(H). O

Observation.— La condition que doit satisfairg, s’écrit maintenant

! T
/ ek (tw) gy — k=L
0 Tk

Cette condition étant indépendantetden suppose désormais qugest une fonction de seule-
menti. e. ¢y : E/Z — R.

Lemme 5. Soit f; satisfaisant aux hypothéséH,) et (H-), alors, pour toutk € N*, f; satisfait
a (Hl) et (HQ)

Démonstration.— Il suffit de montrer qué¢ H) est héréditaire. On a

[t + %) = Tk@iwk(Nk(s—i_%))tkfl (S + _) ds.

Or N, € 2N* et est 1-périodique on a donc :

Vs € R, (Nk (S + %)) = ’g[)k(NkS)

Par hypothése de récurrence

1
Vs eR, tr (5 + 5) = —tr_1(s).

Au bilan

e+ ) = —Fild).

Remarque.— Notons que sous les hypothé$és ) et (H,;) on a:
VE e N, |t =1 et]|hg] = 7.

Lemme 6. Les applicationsf;, : [0,1] — E? passent au quotient en des applicatiofis :
E/Z £ E2.
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Démonstration.— On a

Fol1) = £u(0) = ful1) — fra(0) = / (s, Ns)ds

et I'on vient de constater que

1 1
hi(s + §,N(s + 5)) = —hi(s, Ns)

ainsi

1
/ hi(s, Ns)ds = 0.
0
Il est trivial de vérifier par récurrence que

vjie N, £ = £70).

1.4.2 Choisiryy

Lemme 7. Pour toutk € N* on a
i, scalg(t) = N (Ngt) + 11 scaly_1(t)
ou scalg(t) désigne la courbure scalaire dé ent.

Démonstration.— On a

]/g(t) — Tkewk(th)tk_l(t)
= O ()
Tk—1
d’ou, en dérivant deux fois
T . i
HORE K’“l(zNw,;(Nmf,;_l(t)+f,;’_1<t>)e¢k<N“>
or
1 (t) = dll iy (D) scal—1(t) fr—1 (1) = irr_1scaly1(t) fr_1 (1)
donc - ‘
() = o (N (Vi) - ricasealia (1) ie 0 £ (1)
Mais puisque
w(t) = drgscaly(t) fi(t)
= irkscalk(t)iew’“w’“t)f,’c_l(t)
Tk—1

on en déduit

rescaly(t) = N (Ngt) + rp_1 scalgp_1(t).
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Choix de ¢;.— Puisqueu — 1, (u) estl-périodique on peut donc écrire

+o0o +oo
Ur(u) = ag + Z a; cos(2mlu) + Z by sin(2mlu)
I=1 1=1

Pour toutu € E/Z on pose
U(u) = ay cos(2mu).

Ainsi, dans la série de de Fourier ci-dessus, tous les cesfficsont choisis nuls sauf un. Il reste
ensuite a déterminer; pour avoir

1
/ i) gy, — Th=L
0

Tk

Or

1
/ ezak cos 27rudu — JO(ak)
0

ou Jy est la fonction de Bessel de premiére espéce d’drdre

0.8
0.61

0.4

AR ANY AN,

Uz':iéa'm'szaz'u
X

0.2

0.4

La fonction de Bessely, A\o(1) ~ 2.4

Cette fonction réalise une bijection fie \o(1)] sur[0, 1] ou A\o(1) est le premier zéro strictement
positif de.Jy. Notons, (un peu abusivementi)* : [0, 1] — [0, A\o(1)] sa réciproque. On pose

_ Tk—1
= Iy (—)
k

Proposition 1.4.1(Bilan). Soitf, : E/Z — E* un plongement court vérifiarit{ 1) et (H2) et
soit (fi)ren- : E/Z — E* ~ C la suite d’applications définies récursivement par

Tk eiak COS(Qﬂ-NkS)f]i;_l(S)dS
Tk—1

Vit € [07 1]7 fk(t) = fk—l(o) +/;
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avec

T = \/5k+(1—(5k)7“3, Oékzjo_l (m)

Tk

et N, € 2N* arbitraires. Alors, pour touk € N* on a

2 ! "
1= fetlleo < 5 (Mialleo + (151l co)

et, pour toutt € E/Z,

k—1
riscalg(t) = roscaly(t) — 2w Z ay Ny sin(2w Nit).
=1

1.5 Lelemme d’amplitude

Il s’avére que le comportement de la suite ).y dépend principalement de celui de la suite des
(Or ) ken-

Lemme 8(lemme d’amplitude)On a
g ~ /200y, )\ O — Op_1.

Remarque.— Rappelons qué\(9;,9;) = 1 — 3.

Démonstration.— Par définitiony, = Jo‘l(ﬁ). Le développement de Taylor dg(«) a I'ordre
Tk
2 est donné par

_ X o .
Soienty =1 —¢etX = o’ onay = 1 +o(X) ainsiX = 4y + o(y) et par conséquerit ~ 4y.
Finalement, on obtient

a~2y1—¢ and ap~2,/1— 2L
Tk

Puisque|| f;||Z: + A(G;,0;) = 1,0na

2 = | folle + 0k Ay, 8) = 1+ (3 — 1)A(8:,0))

ainsi
12— 12 = (0 — 0p1)A (D), D))
} 2o (0 — 0 )AD, )
Tio1 (O — O0p—1 50 B
LT T aa@ea) T O
Or

7’27 T Te_ Te_
1—%:(1—%) (1+ﬁ)~2(1—$).
k k Tk Tk
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donc 1
(1 _ m) ~ 5 (66— 6 1) A, )

Tk

et

ap~ 2,1 — =L oA, ) /O — Ot

Tk

1.6 RégularitéC’ de fi,,

Proposition 1.6.1.0n a

115 = femillco < Ctern/0y — 0
ou Ctel = \/ 7A(3t, @g)
Démonstration.— Pour tout point € E/Z, on a (Pythagore!) :

1= Lol = 1L+ P = 20 2l ] cos(au, cos 2mNt)
puisqueny, cos(2m N,t) est I'angle entref; () et f,_,(t). Evidemment
oy, cos(2mNit) < oy = Jy H(w)
olw = u/r €0,1[,r = || f(t)]| etu = || fr_,(¢)|. Etdonc
£ = fioall® < IRl + L P = 201 F N f—a [ cos au.

La série de Taylor de — Jy(«) est alternée ainsi

2 4 2\ 2
wSl—a—Jra—:(l—a—)

4 64 8
dou
o?
5 < 4(1 — Vw).
On a donc
1fr— fioill? < r*+u® —2urcosa
< 7 —u? 4 2u(u —rcosa).
Puisque
o2
cosa>1— —
2
ona
2
2 «
u(u—rcosa) < u—ru+ur—
< u® —ru+ dur (1 - E)
”
< u? + 3ur — duv/ru
< W43’ —4duvu?  (caru<r)
< 3(r* —u?).
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Par conséquent
1 = feal® < T AP = 1) -
Or 1112 ! 2
1l = I feeall® = 91(0:, 00) — gr—1(00, Or)
= (9k — gr—1)(01, Oy).

”fl/c - fl/c—lHCO < Ct€1\/ O — Ok—_1
avecCte; = \/TA(0;, 0y). O

Soit (Ax)ren~ la suite de fonctions définie par

donc

k
Vi e B/Z, Ag(t):= Z ay cos(2m Nit).

=1

Lemme 9. Pour toutt € E/Z, on a

() = @Ik iy,

To

Démonstration.— Immédiat a partir de I'expression

, 1
fl:; (t) — T,kezak cos(2m Nit) —fli;fl-
Tk—1

Proposition 1.6.2. Si
Z VO — 0r_1 < +00

alors la suite( f;,)xen- convergeC” vers fiy, := klim fr et
—+00

/ i L,
vies', f] (t):eA(t)T—OfO(t).

180

Démonstration.— On déduit immédiatement de la proposition 3 que la s{ffe.cy- estC’-
convergeante verg,,. On déduit du lemme d’amplitude que

Zak < +o00.

Par conséquent la suitel ) ,ey cOnverge normalement et

A= khm Ay

—+00

est continue. La relation

FL() = @1k gy

To
permet de conclure que

1
A
fz‘lso = _fé
To
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Corollaire 1. Soity > 0 et
Op =1 — e Y+

Alors la suite(d )ken+ €St strictement croissante et converge vers 1, de plus
N T RN 1)

En particulier, f;,, = ;}LH; fr estC!.

Avertissement.— A partir de maintenant, on suppose que

Z VO — 01 < +00.

Proposition 1.6.3.Si Z axNj, < 400 alors f,, est partoutC? et
keN*

lim £ = f/ .
kst oo fk: fzso

Démonstration.— Puisque I'on supposE \/0p — 01 < 400, et d’apres la proposition 4, la
suite(fi)xen convergeC. Il suffit donc de montrer quéfy, ) ey €St de Cauchy. De

Y (t) = irgscalg(t) fr (t)

on tire
115 (@) = fioa DI < Nrescali(t) fi(t) — rr—1scaly 1 (£)0fy_, (1]
< lrp—1scal—1 () fr(t) — ri—1scaly—1(t) fr—1 ()]
+|rpscaly(z) — rp-1scaly—1(2)|]| fr @)
< rpalscaly ()] fr () = froa @]

+rg|riscaly(t) — ri_1scaly_1(t)).

D’apreés la proposition-bilan, pour totie E/7Z on a

k

rrscaly(t) = roscaly(t) — QWZ ay Ny sin(2m N;t)

1=1

d'ou
|riscaly(t) — rr_1scalp_1(t)| < 2may Ni

et

ri|scali(t)| < ro|scaly(t)| + 27 Z o Ni.
keN*

Ainsi, ri|scali(t)| est majoré uniformément par la constamfedonnée par
M := ||roscaly||co + 27 Z g Ni.
keN*

Par conséquent
||fl;/ - fl/c,—1||CO < MHf]; — f;lg_1||c'0 + 27TOéka.
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Soitp < ¢, on adonc

q q

1= e < MY /A —ds+ 203
k=p k=p
k=p k=p

Ainsi (f),cy est de Cauchy. O

k
Proposition 1.6.4.Soienty > 0 etSy := » _ a;N,. Si
=1

Z(ék — 5k_1)177n52 < 400
alors f;,, estC'".

Remarque.— Evidemment ce théoréme n’a d’intérét que si

Z O{lNl = +00.

Démonstration.— Soit0 < n < 1. On va utiliser I'inégalité d’interpolation

1—
I£llcrn < CEIf N 111

pour démontrer que
Ife = fe—1llcrn)rens

est de Cauchy. D’aprés la proposition 3, on a

| fe = fri—1ller < 2Cter/ 0 — 01

My (fr) + Ma(fr-1)
Moy(ry scaly) My (fr) + Mo(ri—1 scaly_1)M;(fx)
Mo (scaly) + Moy(scaly_1)

et

M(fr — fe-1)

IAIAIA

k

2My(scaly) + 47 Z oy N,
=1
2My(scaly) + 4mSk.

IN

IN

Par conséquent

| e — fezillo2 < 2Cteyr/ 0k — Op—1 + 2My(scaly) + 47 Sk.

Puisqueklim Sk = 400, pourk suffisamment grand, on a
—+00
[fe = fe-1llc2 < CtesSy.
ou C'te; est un nombre quelconque strictement plus grandigu®©n a maintenant

1 = Feot |71 e = froallT < Ctes( — 85 1) 757
avecCtes = (2Cte;)' "Ctel]. O
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Corollaire 2. Soit0 < v < 1 etd;, := 1 — e 7*+D, S'j| existe > 0 tel que
Vk € N, Ny < NyePk

alors f;,, estC"" pour toutn > 0 tel que

Démonstration.— De
Op — Op_1 ~ 506_719

et du lemme d’amplitude

g ~ \/QA(&C, 835)\/519 - 5k—1
on déduit I'existence d’une constartige, > 0 telle que, pour tout € N*,

0< o < Cte4e’%k.

Ainsi
0 < Npay, < Cte5eﬁ’%k.

et
k k ol
1 — eB—3(k+1)
— < (Bil)l 671—
Sy = ;1 Nyoy < Ctes lgl e\’ 20 < Ctese’ ™ 2 52

On suppose d’abord que> % On a alors:

Sy < Cteb»e(ﬁ’%)k

et donc N -
(6 — 5k71)7n5,27 < Ctege V72 ketB=3)k,

Or
Si et seulement si

Par conséquent, sous cette derniere condition,

Z(5k — 5k71>%5127 < +00.

~

D’ou le corollaire dans le cas ofi > % Le casf < 5 se traite similairement.
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Chapitre 2

Effets meétriques de l'integration convexe

Etant donnée une métrique riemannieprsar le tore carrée plat* = R?/Z?, notre objectif est de
déterminer un plongement quasi-isométriqugtig 1) dans I'espace euclidien tridimensionnel
E®. Ce plongemenf : (T?, i) — (R?, (-, -)gs) doit étreC°-proche d’un plongement initial donné.
Comme cela est décrit par la méthode originale de Na@skt[Kuiper[?], nous supposerons ce
plongement initialfy : (T?, u) — (E®, (-, -)gs) (C™) court. Pour des raisons qui deviendont
claires au chapitre Ill, nous supposerons aussi que

= fo (s )ge = pl® L (2.1)

pour une certaine function positiye: T> — R et une forme linéaire non nullesur E? décrite
ci-dessous. On identifiera tout espace tangent de la vaiiégecE?.

Nous montrons qu’un grand nombre des effets induits parniégration convexe sont controlés
par le nombre d’oscillations (le théoreme 12C en fin chapitta perturbation de la différentielle
le long de la direction d’'intégration échappe cependant aocerdle. Son ampleur dépend de
I'erreur initiale a la métrique que I'on souhaite atteindre

2.1 Notations, domaine fondamental

Soient(d,, d,) une base orthonormée directelife A le réseal.d, + Z0, et( une forme linéaire
surlE?. On suppose quker ¢ contient un élément primitif du réseaul et on noted, un vecteur

unitaire du noyau dé. Il existe doncl” € R, tel que? 0o soit primitif. Quitte éventuellement a
changer le signe dé on suppose aussi que

£:<82l7>

ol dy estle vecteuby = Rot_z0,. Notons qued;,, d>) est une base orthonormée directéfide
Le rectangle déterminé par l'origir@ de E et les deux points

1
A=0+ =0, etB =0+ Toy
est un domaine fondamental pour I'action&lsurE?, il est notéDom.

On note encoré€ le cylindre obtenu en identifiant le segméatB] avec|AC] ouC = A + B.

a c

1. Rappelons qu’un élémeft, b) € Z? est ditprimitif s'il existe (¢, d) € Z tel que(b d

) € SL(2,Z).
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. —20; . 14
FIGURE 2.1 —Un domaine fondamental. Iél, = M Le point A = O + /50, est 'élément

V5

1
rimitif —20, + 9, € A ~Z? etT = —.
p Yy \/g

2.2 Le cas du cylindre

Soit f : ¢ — R* une immersion de clasg6™ et o := f;( , )grs. On définit une nouvelle
métriquen surC en posant :

pi=po+plel
oup: C — R est une application de clas€€”. Par définition de, I'application

fO : (Cnu) — (Rga < ’ >]R3)

est une immersion courte. e.
o= fo(, Jrs < pu.

On cherche a construire une application

H:C—R?
qui soitC°-proche def, et telle que

pr HY () re.
L'expression de cette application va faire intervenir l& fmn champ de vecteurd défini par

Oy =0y + 00,

avec

L _N(:c,y)(a% aé_)
) ) (@5,02)

2. Mais pas strictement courte.
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Notons qu’ainsi défini, le chamgp estu-orthogonal &, :

,u(al, 82) =0.

Notons également que I'expression de la fonctiage simplifie en

O’(l‘,y) - =

car/(dy) = 0. Soitp le flot ded,, c’est-a-dire :

0 .
a—f(p, t) =01y €t @(p,0)=p ol peE

Désignons pafX,Y) les coordonnées de dans le repéréO, 05 ,d,). On a doncy(p,t) =
(X(1), Y (1)) et
X'(t)=1
/ 2.2
L0 = ot v 22)

La premiére équation montre quepse (O A) alors, au bout d’'un temgs, ¢(p, T') € (BC). Bien
sar
Dom, := {p(po,t) | po € [OA],t € [0,T]}

est un domaine fondamental patirDéfinissons alorg! en tout point deDom,, par

t
H(p(po,t)) :== fo(po) +/ h(o(po, s), Ns)ds
0
oupy € [0, A],t €]0,T], N estun entier naturel non nul quelconque et

h(p, s) := r(p){cos(a(p) cos 2mu)to(p) + sin(a(p) cos 2mu)ng(p)}.

Dans cette derniere expression, on a pris

( P o1 fo

T ol
r(p) = \/Mp(al’al)  OifoNOLfo
) =yt (1800 N T Tafnanl

2 o Do

L0 T e fl

ol J; ! est la réciproque de la fonction de Bessel d’ordre O&ux,], \, étant le premier zéro de
Jo. Le choix deh vérifie bien sir

O folp) = /0 r(p){cos(a(p) cos 2mu)te(p)(p) + sin(a(p) cos 2mu)ng(p) }du

- /0 1 h(p, u)du.
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En effet

/Oh(p,u)du = 'r’(p)/o cos(a(p) cos 2mu)du to(p)—i-'r’(p)/o sin(a(p) cos 2mu))du ng(p)

Or

cos(a(p) cos 2mu)du = Jy(a(p))

et sin(a(p) cos 2mu)du = 0,

|

1
|
donc

A hp,u)du = 1(p)Jo(a(p))te(p)
= 81f0(p)-

Proposition 2.2.1.La fonctionH définie ci-dessus veérifie les propriétés suivantes :
DI ~ olleo < 5 L+ o) e
2) 10:H = B2 follco < %(1 +loll + (1820 1) 10aF]] o1 €171
3) = H"(, Jrslleo < C%(l + ol + (1820 ) 10ah] o €127
ou C ne dépend que des 1-jets fledeo et deh,

1
A [|01H = 9 folleo < VT Iplléo
Pour la démonstration de cette proposition, on aura bespi@mme suivant.

Lemme 10. Pour touta € [0, \g], on a
4J2(a) — Jo(a) cos(a) < 3
Démonstration du lemme.—Rappelons que

2k

Jo(@) = D21 s

Par suite

et donc

4J3(a) — Jo(a)cos(a) =3 = Jo(a)(4Jo(a) — cos(a))

o? ot

< (- +)B+5) -3

= G(a)
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Oz2 oo
En posant: = R il vient

Gla) = (1—x+ix2)(3+2x)—3

Or ce polynome est negatif sic [0, 3] et doncG(«) est negatif siv € [0, 2v/3] O

Démonstration de la proposition.-Nous commencons par le point 4). On a

OHt) = 5 H(p(e(p.1),) o

OH (o(p(p,t),s)) |
0s s=0
0H (p(p,t + s5)) |
- Os s=0
OH(¢(p,t))
ot
= h(p(p,t), Nt)

et par consequent

10 H (@(p.t)|I> = (01H (p(p,t), 01H(o(p,t))
= [|h(e(p, 1), Nt)|?
= Hp(pt)(01,01)
= r(p(p, 1))

Notonsr pourr(p(p,t)) et posons: = ||0; fo(p(p,t))| . D’aprés le lemme ci-dessus la fonction
G définie par :

G(a) =413 (a) — Jo(a) cos(a)
définie surR . atteint son maximum en zéro et ce maximum vadonc

4J3 (o) — Jo(a) cos(a) — 3 < 0

On en déduit
1 — 2Jo(a) cos(a) + J(a) < 7(1 — J3(a))
Or
o folelp, )]
o) = o, 0)
Donc :

kel (e - ([hem )]
L o) ”*( (0. 1)) )“ 7( (. 1)) )
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et en multipliant par? on en déduit :
r? — 2rucosa + u? < T(r* — u?)
Et par suite,on a:

|0 H —0ifol*> = l0uH|” + (|01 foll* — 2001 H, 01 fo)s

r? — u? — 2ru cos(a cos(2mrNt))

r? —u? — 2rucosa
7(r* — u?)

IA A

Mais
P = (= S5 ) (01,0)
= ple(p, )0(d)(d)
= ple(p, 1))
Finalement

18y H — 01 follgo < Tllpllco
ce qui montre 4).

Passons maintenant au point 1). On a

Ho(p. 1)) — fololp,t) = / h(o(p, s), Ns)ds — / & (ot 5))ds
- / h(p(p, ), Ns)ds — / 01 folip(p. 5)ds

/h( (p, s Nsds—// w)duds
. / [ [ 460.5).35) = b5, >>ds} du

-~/ 1/ <h<so<p,ﬁ>,s>—h(w(p,ﬁxu))ds] u

1 [N{] s s
-/ <h<so<p,ﬁ>,s>—h(go(p,ﬁxu))ds] u

IR R s s
-5/ | |, 60599 hiotp. ), u))ds] du
= A+ B.

Le termeRB vérifie I'inégalité suivante :

2
IBllo < = o -
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Nous allons traiter le terma.

| Va1

A= 5 Z/ /0(h@(pﬁ;’“),s)_W(pﬁ;’“),u))ds] iy

Or

Donc
A=C+D
Remarquons d’abord qu’en écrivaptp, t) = (¢1(p,t), p2(p,t)) dans la basédy , d,) on a:
€ 880
o +0)2) ~ hlelp.s)2) = [ Ofhlolps +6.2) 5 (oo + )
0

[ ohlotr s+ .52 s+ e

0

etdonc:
Ihtotes-+ 002 = et < (logall |52 + | 5] |52 ) e
< (1#hlgo + oo ozl cs) e
On en déduit :
4l < < aCl+1D1)
< (o] + ol houhl)

et par conséquent :

2
1H (. 1)) = fole@ DIl < < (19 hll o + oo 1022l 0o + 1Rl co)
2

~ (Lt lelico) 7l
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ce qui montre le point 1).

Passons au point 2). Rappelons que :

BH)e.1) = - (Ho(p,0) + ) uco

et définissons une applicatidhpar

P(u,t) := o(p(p,t) + udy, —t)

Onaalors:
Vi€ [0,1], o(p,t) + uds = o(P(u, 1), )
Donc:
@BH)e.1) = 5o (H(P,1),0)) g
= o (Betpunon s [ repun.9. o)
De méme :
@)e.1) = o (olelPls0), )

Par conséquent :

(0oH — dafo)(p(p,t)) =

=
5
5
s
N
%_
&
S
?n
I
=
=
&
S8
V,)
N———

‘u:O

‘u:O

/0 1 h(g(@(p, t) + Opu, s — 1), v)dvds)

Iu:O

(h(p(e(p,t) + Oou, s —t), Ns)) |u=ods

/
- /Ot /01 9 (h((p(p,t) + Oru, 5 — 1),)) lumodvds
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Or
S (olelp ) + 1.5 = ). 2)) Lo = (@)l 9): 2) 5260 5).5 =1
Ainsi
(OuH — 0ufo)( / / (@uh) (o, ), Ns) = (@ul)((p:).u)] 522 (o(p. ). 5 = D

ou (py, p2) sont les composantes gedans la bas¢d;, d,). On utilise la méme méthode que
précédemment :

(02H — 6‘2fo)(( t)

= 5 L @t/ - <82h><so<p,s/N>,u>>Z—Z«o@,w,s/zv—t)dsdu
T z//(82 S el ).~ )

Oips
— (@), Nm) 8§2<¢<p,t>,% >) dsdu

2 &pg
All o < — o [|==
I4les < 5 losleo | 52
De .
apt) = ps + / o(o(p, ))ds
0
il vient
6902 (p7 t) /t 8@2(1)7 S)
= |1 d
2 + [ ot 2L,
! 8@2(]978)
S N e
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et en utilisant le lemme de Gronwall on en déduit

0
H 2| < exp([020] o).

Opa

o
Par conséquent

[A][ o < % 105h]] go el?2lco
Traitons maintenant le terme

B = ol + ) 2V gl ), 3~ £ ) — (Bl ), 2) 2l 1=

il Do
- /ON%Q@Q@(@@%%) 232 <pt>,§—t+§>>d§

Donc

1B < (H@i Ouh) || + [192(0a1)| ||a||) +_||(32 )|

0 [ Op2
ot \ Opy

= ([0 @1) | + 2:@am) | o) 1?7 + [ (@uh)]| 920 1"

IN

et par conséquent :

1
1027 = o follco < (14 lloll + [1820]]) 102hllca €1
ce qui démontre le point 2)

Il reste maintenant a établir le point 3). On a

OH(e(p,t) = 5 Hlp(e(p.0)5)) oo
OH(p(#(p,1), 5))

n 0s Ja=0
_ 3H(90(p,t+8))‘
- 85 s=0
_ OHp.)

ot
= h(p(p,t), Nt)

et par conséquent

1 H (o, )IIF = (21 H(p(p,t), 0 H (p(p, 1))
= ||hle(p, t), Nt)|?
Peo(p,t) (01, 01 ).
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Désignons respectivement fdret M les matrices associées aux deux formes bilinéaires définies
positivesH*(, ) ps etu(, ) zs dans la baséd;", d,). Nous allons établir que

1) [Haz — Mao| < [|02H — 02f0llco (21020l co + 102H — 82 foll o)

i) [Hiy — Muz| < |0:H — 02 follco (|01 H || co 4 llollco |02 — 02 foll co + 2 [0 | oo |02 foll o)

i) [H11r — Maa| < [102H = Bafoll o (o1 Eo 102H = 02 follco + 2llol[¢o 102 follco + 2|l o 1101 H [ o)
Commencons par les termes diagonaux. On a

|H22 - M22‘ = |<82H, a2H>R3 - ,u(82, 82)\
- |<82H, 82H>]R3 - <82f0782f0>R3|
= |6HI* = |02fo1?]

< N%H = 02 foll (102H — D2 foll + 21|02 foll)

puis
|H11 —M11| = }(62LH,62LH>R3 — u(@j,aj)] .
Or
<82LH, 82lH>]R3 = <61H, 81H>R3 — 20’<81H, 62H>]R3 + 0'2<62H, 62H>]R3
et

(05, 05) = (0, 1) = 200(d1,0s) + *1u(Ds, o)
Puisqueu(0y, 01) = (01 H, 01 H)rs et queu(d;, 02) = 0, il vient
|H22 — M22| = CT2 |M(82, 82) — <82H, 62H>R3| + 20‘(61]’], 82H>R3.

Remarquons maintenant que

(O H, O H)gs| = (O1H,0H — s fy)us

< ||oiH| |0 H — 0xfo|
et que

|,u((’32,(’32) - (52H, 82H>]R3| |<62f0752f0>11§3 - <82H7 62H>R3|

|02H — 03 follco (21102 follco + [|02H — 02 fol| o)
Finalement :

[Hir — M| < 1182H = 0 folloo (1o 102H = D2 foll co + 2 loll¢o 182 oll o + 2 N1l oo 101 H | o) -
Passons maintenant au terme non diagonal. On a

Hio — My = (0:H, 82lH>R3 — 11(0a, azL)
= <81H, 82H>R3 — O'<82H, 82H>R3 — ,u(ﬁl, 82) —+ a,u(ﬁg, 62>
= (01H,0,H — Oy fo)ws — 0 (||82H||2 - ||32f0||2)
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Par suite
[Hio — Maa| < ||02H — D2 follco (|01 H || co + [|ollco [[02H — 2. follco + 2 ||lo | o [[02f0ll o)
On pose alors

Co = max( (2]0sfollco + 02H — dafoll o)
(0 H o + lollen 192H = 2 folloo +2 oo 192 lco)
9 2
(||U||00 |02 H — Os follco + 2|l co 110200l o + 2 [|0]| co ||61H||00) )

Puisqud|0, H||co = ||7||c, et d’apres les points 1) et 2), le terrilg se majore par un term& ne
dépendant que des 1-jets fiede o et deh. Ceci montre le point 3). O
2.3 Lecasdutore

En général, 'applicatiot/ : Dom, — R* définie précédemment n’induit pas une application

deE?/A dansR?. On définit une applicatioif : T?> = E?/A — R? par

flp(po,t)) = H(p(po,t)) +w (%) (H(p(po, T)) = fole(po, T)))

pour toutp, € [O, A] et toutt € [0, 7). La fonctionw : [0, 1] — [0, 1] est une fonctior™ telle
quew(0) =0, w(l) =1et

Vi e N*, w®(0) = w® (1) = 0.

Un calcul montre alors qug estC™.

Théoréme 2.3.1.(Théoreme 12C) On a:
2
DIf = folleo = 57 A+ llollco) [l

2
2)[102f = Dafollco < 5 (1+ [l + [1920]]) 1921 v €l

C

)M —f(, >R3||CO < N

ou C' ne dépend que des 1-jetsdede f;, deo et deh,

1 /
A 0uf = follco < VTIVPlco + ~ 1Wlleo 1+ lloflgo) (1]l o1

La démonstration de ce théoreme sera faite d’'une succassi@mmes.

Lemme (point 1).-On a

2
1f = folleo = = @+ llolico) Pllcs -
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Démonstration.— On a:

f(SO(Pa t)) - fO((p(pa t)) = H((p(p, t)) - fo(SO(Pa t)) tw <%> (H(@(Pa T)) - fo(SD(Pa T)),

par conséquent

If = folloo < 2[1H = follgo

1
2 (1+ [lollco)

IN

Lemme (point 2).—On a

2
|02f — 0o follco < N(l + [lo|| + |0aa]]) |02h]] o1 olld2oll

Démonstration— En effet :

(021)(p(p, 1) — (O2fo)(p(p, 1) = (O2H)(@(p, t) — (82fo) (0 (p, 1)

¢ T 1 6¢2
v (1) [ [ 106t0.00.59) = 06,0000 52600, ).

Par suite

[02f = Dafollco < 2[|02H — 0. foll co
2
N(l + [lof| + |92 |]) [|O2he]| o €192

A\

Lemme (point 4).—

1
100f = O folloo < VT lIv/Plleo + & [@llco L+ lloligo) lAllen -

Démonstration.—On a :
(OLf)(e(p, 1)) — (Dfo)(e(p,t)) = (0H)(p(p,t)) — (91fo)(e(p, 1))
— (%) (H(p(p.T)) ~ lo(p. 7))

Or

10:H =01 folleo < VTIIVP o
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et
[(H(p(p,T)) = folep, T)I < |[H - foll
1
<~ (1+lloflco) [l
d’ou

1
101 = Oufolloo < VT Iv/Plleo + & [@'lleo (1 llolleo) [1Alle:

U
Désignons respectivement paret M les matrices associées aux deux formes bilinéaires définies
positivesf*(, ) gs et dans la bas&;, d,).

Lemme (implique le point 3).—On a les inégalités suivantes :

i) | Faz — Maa| < ||02f = Oafol| (|02f = Oafoll + 2102 f0ll)
i) [Fi2 — Muo| < |02 f — 32ff” ([OLf ]| + lel[ |02f = D2 foll + 2]a]| |02fol])
+ 15 — foll llw'[| 1|02.fol

i) 7 — ol < 17 = ol (2o | 10wt + [ | 127 = gl + 2101 sl
+[102f — Dafoll (ol 102f — Bafoll + 2 o] |02f0ll)

Démonstration.— On a

Fio — Mz = (0of,05 frs — (02, 05)
= (Oif,02f)gs — 0(Oaf, 02 f)rs — p(O1, Oa2) + o (s, 02)
= (01f,0of — Oafo)rs — (| 0af|I” — 02fol1?) + (OLf, Do fo)rs

Commencons par traiter le troisieme terme :

O t) = OH) 1) — u (3) (Hp0.T)) — folo(p.T))

T T
Par suite
Oufdefibes =~ () Oufo Help. T) = flilp T
et
(O, dafohss] < || 102oll 1 = ol
On en déduit

[ Fra = Mua| < |02f = D2 foll (10LF I + llo [ 102 = 2 foll + 2l |92f0l])

1
+o 1 = foll |18 foll
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Traitons maintenant;; — M;;. Ona

O 0) = @H)pp0) - (1) (Hew.T)  Jole(p.T)

T
et donc
1 1\
oufI* = our)® = 2’ () @ttt )+ ! () = ol
Puis
Fin— My = [[ouf? = 20(00f, 0of) + 0> |02 | — 1(0r, 01) — 0 1u(D2, )
/ 1 !/ 1 ?
— outlf 20! (1) ottt = o)+ (1) 18- ol
— 20(D1f,00f) + 07 ||0of|I* — (D1, 01) — 0% u( D2, D),
or
|0y HI” = (@1, 0) = 0,
donc
/ 1 / 1 2 2
Fu—-Muy = 2w T (OH, H — fo) +w T 15 — foll
~ 2000 L. 05f) + 0 |0af | — *1u(2, 32)
/(1 (1Y
= 2w <T) (hWH,H — fo) +w <?> |H — fOH2
— 20(0uf, 0of — Oafo) + 7|02 f|* — 0* (D2, D) + 20(01 £, D fo).
Comme
@S0 fo)es <[] 10l 1 = ol
On en déduit
! / 2
Fa— sl < 1= ol (2] ot + o 1 = sl + 20 housl

+ 0of = Defoll (Ilo]” 10of — Defoll + 2 |lo || 1020l -
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2.4 Complément: de I'importance d’intégrer le long d’'un champ
de vecteur.

On reprend les notations du premier paragraphe 2.1 de cérehap on avait not€ le cylindre
obtenu en identifiant le segmeliat B] avec[AC] on noteC' = A + B. notons aussi que les deux
vecteurs :

U=T0y et V=T7"0
forment une base orthogonale directe et vérifient
UV =1 et (U)=][U|

Nous supposons notre cylindre feuilleté par la famille debesy; : I — Cyl, s — O+t V+s U
avect € R/Z (voir figure 2.2).

sU

@)

FIGURE 2.2 —Le point¢,(s) a pour coordonnées, t) dans le repéréO, U, V).

Afin d’obtenir un plongement quasi-isométriqyie: (C,u) — (E?, (-, )zs) Nous appliquons a
chaque courbg, o ¢, le processus d’intégration convexe décrit au chapitre ikdis alors cette
stratégie.

2

(foo ée) (-, s (U, U) < (U, ).
Posons
r?(s,t) == u(U,U)

Cela nous améne a définir une version paramétrique de ladarictue au chapitre I. Définissons
alors cette nouvelle fonctiolncomme suit : pour touts, ¢, u) € [0,1] x R/Z x [0,1] :

h(t,s,u) = r(t,s)(cos(a(t, s) cos(2mu))t(t, s) + sin(a(t, s) cos(2mu))n(t, s)),

avecr := \/u(U,U),t :=U - fo/ |U - foll et® a := J; (|U - fol| /7). Un choix naturel dex est
donné par un vecteur normal au plongemgna savoim := U - fo AV - fo/|U - fo AV - fol.

3. Notation :X - fy = dfy(X) désigne la derivation d¢ le long du champ de vecteuls.
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Evidemmenty, et les dérivées dé, sont calculées au poirit(s). Nous avons alors :

W(s)z/{) h(t,s,u)du

Nous définissons alors: (C, ) — (R?, (-, -)zs) par le procédé d'intégration convexe :

s

fooi(s) = fo(tV) —i—/ h(t,u, Nu)du. (2.3)

u=0
Dans quelle mesurg est est-elle proche d’'une isométrie ? Pour répondre a agttgiqn nous al-
lons juste évaluer et comparer |'effet des deux metrigfiies -).; ety sur les couples de vecteurs
(U, 0), (V,V),et(U,V).

0
D’un c6té, notons queﬁ =U.Onaalors

0s
Of o ¢y Of o ¢y
U U fyg = (L2000 00), gy g2
et
”h(tv 57N8>H2 = Tz(tv S) = M(Uv U),
d’ou

f*<'7 '>]R3(U7 U) = M(Ua U)
D’un autre coté, en dérivant (2.3) par rappott aous observons q ’ Oaft(s) peut étre obtenue
dfo o ¢1(s)

a partir deT par le processus d’intégration convexe. Nous pouvons dpplicaer le

lemme deC?-densité pour montrer que ces deux dérivées peuvent éttaesiaussi proches l'une
. - , 0 ,

de l'autre siN est choisi suffisamment grand. En notaﬁi =V, cela se traduit par :

V'f%NV'fm

N 1 N . . .
oUu =~y v Signifieu = v+ O(N)' Grace au choix de la métrique(2.1) et le fait qué’ € ker /,
nous déduisons que :

Ofo o ¢i(s) Ofgo Puls
( Jo af( )’ fo (‘91?( )>R3 = (Vifo, Vefo)gs = n(V, V),

et par suite

f*<'7 '>R3<Vv V) RN ,u(vv V)
Ainsi donc le fait quef soit une quasi-isométrie ou non va reposer la proximité
entreu(U, V') et (U-f, V-f)gs. Nous avons

<Uf, V'f>R3 = <h(t7 S, NS)) V'f>R3 ~N <h(t7 S, NS)? V'f0>R3
et, en omettant certains parametres évidents
(h(t,s,Ns),V-fo)gs = (r(cos(acos(2nNs))t,V-fo)gs
cos(a cos(2mNs))
r U-fo, V-f
177y AL
cos(acos(2mN's))

T o eV
_ cos(acos(2mNs))
R
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La premiére égalité résulte de I'orthogonalité enife) etV-f, alors que la derniére égalité résulte
du fait queV’ € ker £. Nous concluons que :

cos(acos(2mN's))
1U-foll
Conclusion : sauf dans le cas p(l/, V) est nulle, une telle construction naive fiee s’approche

pas d’'une isométrie, quel que soit la valeur Me Pour corriger ce défaut il faut remplacer la
direction d’intégartiorU par un champ de vecteurs, p-orthogonal a/.

e pe (U V) =y r w(U, V).



Chapitre 3

Immersions isometriques du tore carré plat

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment a partir domgement lisse strictement court
du tore carré plat dans I'espace euclidien, on peut comstdg facon suffisamment explicite pour
étre implémentée, une suite d’applicatiqifs).cn qui converge vers uné'-isométrie du tore
carré plat dan&?®. Le résultat principal est léhéoréme d’étapénoncé ci-dessous qui lui méme
utilise lele théoréme [2@Iémontré au chapitre 2.

3.1 Lethéoreme d’étape

Soient(d,,d,) la base orthonormale standard B et (9;, 0;) sa base duale. On définit trois
formes linéaired,, ¢, et /s surlE? par :

1 1
bo=0; , b= (@ +20)) , ls = (0]~ 20))

V5 V5

On désigne par :
C:={pili ® b1 + paly @ Uy + p3ls @ L5 | pr > 0,p2 >0, p3 > 0}

le cone positif engendré par les trois formes bilinéairesétyiques positives, ® (1, {5 ® (5 et
(5@ (5. Tout point deC est un produit scalaire sfi¥ et donc, toute applicatiof™ deT? = E?/Z>
dansC est une métrique dg>.

Dans ce premier paragraphe nous allons démontrer le théquencipal ci-dessous et 'utiliser,
dans le parargraphe suivant, d'une maniére récursive mmstire une suite d’'applications de
classeC'™ convergeant vers une immersion isométrique de classe axsmibdeE? /Z* dansE®.

A 62 ® 62

Q,
l3 ® L3

/ YA

FIGURE 3.1 —L’espace des formes bilinéaires symétriques est identifié va la base
(07 ® 0, 0y ® Oy + 0 ® 0y, 0, ® 0,). Le coneC est a l'intérieur du coné) . des produits scalaires.

61
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Théoréme 3.1.1.[ Théoréme d’étape] Soient and k deux métriques riemanniennes i et
soit

fO : (T27g) — E3
une immersion telles que :
1) h—g € C>(T?0).
2) g — f(>)k<7 '>]R3 € COO<T27C)

Alors, pour toutX > 0 il existe une immersiorf : T? — E? satisfaisant les propriétés sui-
vantes :

) £(0,0) = £,(0,0)
i) Jlg £ Ymsllen < 50— glles

i) h— f(,)ps € COO(']I'Q,C)

) [ldf — dfylloo < C*llg — £ (Vo2 + KlR — gllZ

Remarque 1. Le nombre||df||co désigne le maximum de la norme de Frobenius de I'opérateur
linéairedf (p), p € T>.

Remarque 2. Il découle de I'hypothése 2 qui : (T? g) — (E®, (-, )zs) €St une immersion
strictement courtd,e. g — f; (-, -)gs €St une métrique sur le tore plat . De méme la conclugion
implique aussi que 'immersiofi : (T?, ) — E* est strictement courte.

Remarque 3. La constante”’ de la conclusioniv) dépend du choix de la fonction utilisée
pour le recollement.

Le paragraphe suivant sera consacré a la démonstrationtdéaréme.

3.2 Deémonstration du théoreme d’étape

3.2.1 Domaines fondamentaux

Nous allons construire 'immersiofhen appliquant &, trois corrugations (c’est-a-dire trois inté-
grations convexes) successives suivant des directiorendépt desg,.

Soit A le résealZo, + Z0,. Pour touti € {1,2,3}, le noyauker ¢; de ¢; contient un élément
primitif /(¢) du réseaul. Nous prenons :

V(1) =0, V(2):=-20,+09, V(3):=20,+0,

Et pour tout; € {1, 2, 3}, nous posons :

) ':# ot_=V (1
YO e O

soit

U() = 0,, U(2) = é(@ +99,) et U(3):= é(@ —29,)
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\U(3)

FIGURE 3.2 —Domaines fundamentaux @2 /7 de basegU (i), V (i)).

Notons alors que pour toute {1,2,3}, la famille (U(i), V (7)) est une base orthogonale directe
deE? et le rectangle déterminé par l'origiiedeE? et les deux points

A() =04+ U(@@) etB(1) := O + V (i),

draire |U(i) A V(i)|| = 1 est un domaine fondamental B8/Z? pour I'action deA surE?. Il est
noté Dom(1).

3.2.2 Lemme préliminaire
Dans la suite nous aurons besoin du lemme suivant :
Lemme 11(Lemme préliminaire) Soit
B = pily @ Uy + pala @ by + p3ls @ U

une forme bilinéaire symétrique définie &ir. Alors :

V17

;| < T”BHF
5V3

2] < == lIBllr
5f

|ps| < —||B||F-

En particulier :
5V3

max{|onl, sl losl} < %" 1B

Remarque . Rappelons, qu’en général Biun champ de formes bilinéaires symétriquesByr
alors pour toup € T?, on note

|Byllr =/ BL(p) + B2, (p) +2B2,(p)

la norme de Frobenidsde la matrice

( gm((p)) gxy(p) )
4 (P

1. Rappelons que la norme de Froberjjuld| » d’'une matrice carréd est le nombrg /tr(T AA). Cette norme
est sous-multiplicative et compatible avec la norme eiglide, i. e. pour tout vecteldf on a :||AV|| < || A||r||V]|-
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qui représentds,, dans la basé,, d,).
L'inégalité de Schwarz appliquée aux vecteurs

(Bia(p)s Bay(P), By, Byy(p))

et
<X127 X1X27 X1X27 X22)

montre immédiatement que :
VX €T, |B,(X, X)| < [|B,]p{X, X)ee.
Si on notel| B|| o le supremunpour tous lep € T des|| B, || », on a donc
1B(,)] < [1Blloo-, Yz,
I'écriture | B(.,.)| < g ou g est une métrique signifiant bien sdr que :
VpeT? VX € T,T?, |B,(X,X)| < g,(X,X).
Démonstration. Développons I'expression d@ :

B = pily @+ pals @ oy + psls @ L3
= (o1 + 150+ ) 8 © 0 +2/5 (9 — ps) (0, @ 8 + 0 © )
+ 4/5(pa + p3) (9, ®0;).

En écrivant :
B = B,,0, ® 0; + Byy(0; ® 0, + 0, @ 0;) + By, 0, ® 9y,
un calcul direct montre que

5,1 5,1

1
P1 = BJ:J: - _Byya P2 = _(_Byy + Bxy)a pP3 = _(

-B,, — B.,).
4 4°2 427 )

En utilisant maintenant le produit scalaire canoniqu&®#eon peut aussi écrire

1 Bas 0 Bga 0 Boo
0 B, 5/8 B, ~5/8 B,

Xt I N i AR (el B i DA VERt I I I
—1/4 By, 5/8 By, 5/8 By,

Le résultat s’en suit par simple application de I'inégatieéCauchy-Schwarz. O

3.2.3 Premiere corrugation
Soit

Dl =g — f(>]k<7 .>]E3.
D’apres I'hypothése 2 du théoreme, on sait que

Dy € C>(T?,0).
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En d’autre terme, il existe trois fonctions positive$D;), p2(D1), ps(D;) € C(T? R%) telles
que

Dy = p1(D1)ly ® by + pa(D1)la @ Ly + p3(D1)l3 @ L.
Définissons une métrique auxilliarg par
w1 = fg (-, ‘>R3 + p1(D1)l; ® 4.

Notre but est d’appliquer le théoreni2C' du chapitre2 pour construire une application presque
isométrique pouy;. Notons que I'application

Jo: (T27:u1) — <E37 <'7 >]E3)

est une immersion courte. Donc, elle vérifie les hypothésagh@&reme 2C. Par suite pour tout
N; € N*, il existe une immersion

fro(T% ) — B°
obtenue par le procédé d’intégration convexe dans la dbrect

e e (VA), UQ))

Wy i=U(1) + G V(1) avec (; = Fr (e (V(1), V(1))

telle que
I = follon = O3 3D

Idf, = dfllco = Ol5r) + ViV D) en (3.2)

et b~ it Juslleo = O3 (3.3)

Rappelons que la condition (1) signifie que I'immersjprestC’-proche def,. Soit
Erry = — f{ (- )ps €L erri = [[Erri| co
le défaut d'isométrie d¢; par rapport a:;. Considérons la forme bilinéaire
pi2 = f1 (- )gs + p2(D2)la @ L
ou D, =g — f{ (-, )ps €l p2(D>) est le second coefficient dans la décomposition :
Dy = p1(D2)ly @ by + pa(Da)ly @ by + p3(D2)ls @ Ls.
Lemme 12. Soit
Pmin(D1) == min{||p1(D1)l[co, [lp2(D1) [ co, lps(D1) o }-
Si

8
erry < —— Pmin(D C1

alors
pQ(Dz) : T2 — R*Jr,

et doncu, est une métrique SUF>.
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Démonstration. Comme
pr = fol,)gs +p1(Di)l @4
= g— pa(D1)ly ® by — p3(D1)lz ® L3
et
1 — fr, )gs = 1 — g+ Do,
ona

Erry = p1(Da)lh @ by + (p2(D2) — p2(D1))la @ Ly + (ps(Da2) — p3(D1))ls @ Ls.

On en déduit d’aprés le lemme préliminaire :

5v/3
||;02(D2) - PQ(Dl)Hco < Terrl.
En particulier,

5V3
pa(D2) > pa(D1) — g €

Et en utilisant la minoration évidente

p2(D1) > pmin(D1)

on conclut que :

5V/3
p2(Ds) > pmin(D1) — Terﬁ > 0.

(3.4)

n

" : 1 - .
Remarque sur la condition (C1) pour N;. Puisqueerr; = O(V) on peut choisirN; aussi

1
grand que I'on veut pour que la condition (C1) du lemme sailisée.

3.2.4 Seconde corrugation

Comme I'immersion
fl : (TQHUQ) — (E?’v <'7 >E3)

est strictemnt courte, d’apres le théorem€’, pour toutN, € N*, il existe une immersion :

f2 : (Tzan) — (E37 <'7 >E3)
obtenue par le procédé d’intégration convexe dans la drect

S e (V(2),U(2))
Jr(rs(V(2),V(2))

Wy :=U(2) + (V(2) avec(, =

telle que

1
”f2-f1”co = O(E)a

1
|dfy — dfillco = O(E) + VTV |p2(D2) | co

et e = f5 (s dpslloe = O(57)-

(3.5)
(3.6)

(3.7)
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Considérons maintenant la forme bilinéaire :

s =[5 (" Jms + p3(D3)ls @ L3
ou
D3 :=g— f2*<7 '>R3
et p3(D3) est le troisiéme coefficient de la décomposition/egle

Ds = p1(D3)ly @ Uy + pa(D3)ly @ Uy + p3(D3)ls @ ls.

Et posons
Erry = po — f5(-, gz et erry:= | Errs||co.
Lemme 13. Si
8
erry + erry < —— Pmin( D C2
1 2 5\/3 P ( 1) (C2)
alors

p3(D3) : T? — R*.
et doncy; est une métrique sur.
Démonstration. Comme
pae = i s+ p2(D2)lo @ L
= g—p(D2)lr @ b — p3(D2)ls @ L3

et
Ho — f2*<'7'>R3 = U2 —9+D37
ona

Erry = (p1(Ds3) — p1(D2))l1 @ £y + pa(Ds)ly @ £y + (p3(Ds) — p3(Da))l3 @ L.

Appliqguons maintenant le lemme préliminaire a (3.8) et 4)(8n en déduit que

5v/3 5v/3
1p3(D3) — p3(D2)|co < —g €T and ||ps(Dz) — ps(D1)||co < —g o

et par application de l'inégalité triangulaire, on obtient

5v/3
1p3(D3) — p3(D1)l[co < T(errl + erry).
et par suite
5v/3
p3(D3) > pmin(D1) — T(erﬁ +erry) > 0.

Remarque sur la condition (C2) pour V;. Si la condition (C1) est réalisée alors
8

—— Pmin(D1) — erry > 0.
53 e D) —ern
Et par suite, comme
1
= O(—
erry (NZ),

on peut choisitV, assez grand pour que la condition (C2) du lemme soit réalisée

(3.8)
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3.2.5 Troisiéme corrugation

Comme l'immersion
f2 : (T27,u3) — (E37 <'7 >E3>

est strictemnt courte, d’apres le théoref€’, pour toutN; € N*, il existe une immersion :
f3 : (TQ,,U?,) — (E?’v <'7 >E3)

obtenue par le procédé d’intégration convexe dans la dbrect

W3 :=U(3) + (V(3) avec 3 := —ﬁé ;igx‘;g gg;;

telle que
1
1 fs— follo = O(E)’ (3.9)
1
ldfs = dfallco = O(5) + VT lp3(Ds) | co (3.10)
1
et |lus — f5(, Jpsllee = O(ﬁ)- (3.11)
3
Définissons
Errg = pus — f3 (-, )gs €L errs:=||Errsl/co.

Lemme 14.0n a
lg — f3 (- )psllco < 3(erry + erry + errs).
Démonstration.D’un c6té, on a :
g — f?ik(a '>R3 = g— 3 +,u3 - f?;k(a '>]R3
= g—(f3(, )ps + p3(D3)lz @ L3) + Erry
= D3 — pg(Dg)Eg X 63 + ETT’g
pl(Dg)gl X 61 -+ p2<D3)£2 (059 62 + ET’T’g.
Comme
161 @ 4| = [|le @ L] = 1,
on obtient, en appliquant I'inégalité triangulaire :
lg = f5¢ dgrsll < [p1(D3)] + |p2(Ds)| + errs. (3.12)
De l'autre coté, en additionnant les équations (3.4) ef) @&btient
ETTl + ETTQ = pP1 (Dg)gl (059 61 + pQ(DQ + D3 — Dl)gg (029 62 + p3(D3 — Dl)gg X €3. (313)

Apppliquons maintenant le lemme préliminaire a la derni&gaation et a I'équation (3.8) on
obtient :

V17 V17 5V/3
|p1(D3)] < THET'/’l + Errl| < T(er'r’l +erry) and |pa(D3)| < Te'r’w

En reportant ces inégalités dans (3.12), et en notant que

1

ceci achéve la démonstration. O
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Lemme 15.Si

(erry + erre + errs) < pmin(h — g)

15v/3
8
alors
h— £ )gs € C%(T2,C).

Démonstration. Soient

Ai=h—g, B:=g—fi(,)ps € D:=h—f5( )gs.
OnaD = A + Betpourtout € {1,2,3}

pi(D) = pi(A)+ pi(B)
> pmin(A) + pi(B)'

Par conséquent, pour tou€ {1, 2,3}, la condition
10i(B)|| < pmin(A)

implique
pi(D) > 0.

D’aprés le lemme préliminaire, on sait que

5V3
1Bl co

max{[|p1(B)llco, llo2(B)lice, los(B)lleo} < —o=

et d'aprés le lemme 14
[Blco < 3(erry + erry + errs).

En reportant la derniere inégalité dans la précédente Imkgien suit. O

Condition (C3) pour N;, Ny et N3. Nous allons effectuer une I‘égere modification a la conteain
apparaissant dans le lemme 15 :

15v/3
8
Contrairement a (C1) et (C2), la condition (C3) peut étreasgible a réaliser une fois; et Ny
sont choisis. Nous allons contourner cette difficulté pachwix uniforme deV;, N, et N5. Cela
va étre expliquée dans la section suivante.

1
(erry + erry + err3) < épmm(h - 9) (C3)

3.2.6 Réalisation des conditions (C1), (C2) et (C3)

Soientr € R}, tel que

et < A < 1telque

Ah—g) <g—= o )gs-

Commeh — g etg — fi (-, -)gs SONt des metriques sur une variété riemannienne compactel, u
nombre existe toujours.
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Lemme 16(Lemme de bouclage)Si pour touti € {1, 2, 3},
err; < AT.pmin(h — g)

alors les conditions (C1), (C2) et (C3) sont satisfaites.

1 C .
Remarque 4.Comme pour tout € {1,2,3} on aerr; = O(ﬁ>’ I'inégalité du lemme ci-dessus
peut étre réalisée étape par étape en choisissai l@gssi grénds gue possible.

Démonstration. D’une maniere concise, posons comme au dessus
A:=h—g et D;:=g—fj{, )gs-
Si pour touti € {1,2, 3}
err; < AT.pmin(A)

alors

(erry +errg+erry) < AT Pmin(A).

15v/3 45/3
8

Et donc, la conditiolC'3) sera réalisée si
45v/3 1
—— A7 <
8 2

ou d’'une maniére équivalente si

4
AT < ——.

45v/3

D’apreés les définitions d& et~ I'inégalité ci-dessus est triviallement réalisée.
On déduit également :

)\pmin(A) < prnin(Dl)

et par suite

err; < AMT.pmin(A) = err; < 7.pmin(D1).

4
——pmin(D1). En particulier, les conditiong”'1) et (C2
~pmn( D) END ) et(C2)

o 4 .
Linégalité 7 < —— impliqueerr; <

5V3

8 8
erry < ——pmin(D1), erry + erry < ——pmin(D1)

5v/3 5v/3

sont satisfaites. O
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3.2.7 Fin de la démonstration et choix desv;
Choix desN;

Pour tout K > 0, on choisit les nombres de corrugatiois (dépendant de<') correspondant a
la i-eme intégration convexe assez grands pour que

err; < AT.pmin(h — g)

et

K
dfi — dfi—1]|co < 5V 17— glleo + VTV pi(Dy)]] co

Un tel choix desV; est toujours possible puisque, (voir paragraphe 3.2.34 8123.2.5) :

erri=O(5) et df; — dfialleo < O(p) + ViV IIn(Di) en

Fin de la démonstration
D’aprés le lemme 15, le choix dé§ implique directement le poiriti) du théoréme, c’est-a-dire :

h — f§<7 '>]R3 € Coo(Tzvc)'

En outre,
lg— fi(, sl < 3(erry +erry +errs) (parle lemme 14)
4
< —— puin(h — ar le choix desV;
= 75" (h—g) (p )
< §||h — gllco (par le lemme préliminaire)

ce qui montre le pointi) du théoréme. Notons que le pointest trivialement vérifié d’apreés la
formule d’'integration convexe.
Démontrons maintenant le point). Par l'inégalité triangulaire,

dfs —dfoll < |dfs — dfall + ||dfa — dfrl| + [|dfy — dfol

K/[[h = gllco + \ﬁz VIpi(Di)lgo.

IN

Le lemme préliminaire appliqué aux équations (3.4) et (Birbplique :

5V'3 5V/3
lp2(D2) = p2(D1)llco < —c=erry €t |lps(Ds) = ps(D1)lloo < —o=(erry + erry).
Il s’en suit :
5V/3 5V/3
lp2(D2)llco < llp2(D1)llce + —o=erry - and lps(Ds)llco < llps(D1)lco + —o=(erry + err)
d’ou, grace aux conditions (C1) et (C2) :

[p2(D2)[[co < || p2(D1)|lco + prmin(D1) < Qm?XHPi(Dl)HCO-
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Parallelement
lps(Ds)lloo < 2max{|pi(Dy)|co-
On conclut que
ldfs — dfoll < K+/[lh = glleo + V7(2v/2 + 1) max v/[|pi(D1) | co-
Le lemme préliminaire appliqué a la decomposition2lepermet d’établir que

5V3
max [|p; (D) < —||D1||

ce qui conduit a

ldfs — dfoll < /b= gllen +C\/llg = f (- Ygslleo

=V7(2V2+1 )\/5\[

Et le pointiv est démontré ainsi que le théoreme. O

avec

3.3 Suite convergeant vers une immersion isométrique
Soit fini : T? — E? une immersioAR telle que

A= <'> '>R2 — fini <'> '>R3 S COO(T27C)'

it

Soienty > 0 et (6x )ken+ 12 suite définie par :
VkeN* | §,:=1—e"k

On considére la suite croissante de métrigugs.cn+ convergeant vers la métrique euclidienne
(-, )g2 €t dONneée par :

VEEN' | gpi= frals Vs + OuA

wnat

On construit une suite d'immersions

fz’m‘t; f1,1,f1,2,f1,3; f2,1,f2,2,f2,3; f3,1,f3,2,f3,3§

en appliquant d’'une maniere récursive le théoréme d'éRlos. précisément, a I'étagec N*,

on prend 'immersionf, := fr_1 3 €t on pose alorg := g eth := g;. Les trois immersions
correspondant aux trois corrugations qui apparaisserst ldadtémonstration du théoreme d’étape
sontnotéeg;, 1, fi.2 €t fi. 3. En particulier 'immersion résultant du théoreme d’étagiee= f; ;.
Notons quér — g = (041 — 0x)A etdonc

h— g€ C™(T?C)

2. Par exemple,une parametrisation standard du tore deitéwoavec un choix approprié du petit et grand rayon
convient.
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Cette condition est requise.C’est I'hypothese 1 du théerdi@tape. L'hypothes 2 a savoir
g— f5<7 '>]R3 € COO(T27 C)

est satisfaite d’'une maniére inductive de la conclusiodu théoreme. Notons que par convention,
fo3 estfii.. Plus généralement, on assume les conventions circuteiteselles pour les indices :
(k,4) = (k+1,1) et(k,0) = (k—1,3).

Théoréme 3.3.1.La suite( f;, 3)ren- €StC'-convergente vers ur@' immersion isométriqué,, :
E?/7? — E3.

Démonstration.Pour montrer que la suitg}. 3) ken- estC'-convergente, nous allons établir que la
suite des différentielle§if; 3)rcn- Vvérifie le critere de Cauchy pour la norrig.. La conclusion
iv) du théoréme d'étape assure que

1 1
ldfis — dfi-1sllco < C¥llgr — fiv a0, dpalléo + Kllgrer — gilléo-

Pourk > 1,0n a

ldfis = dfivsllco < Cllge = g1l o + Cllgrr = il daslléo + Kllgksr — gl
et d’aprés la conclusioii) on déduit :
1 1 1
|l gk—1 — f;—1,3<‘a '>R3||(2;0 < ﬁ”gk - gk—1||(2;0-
Par suite

1 1 1
—=)C" gk — ge-1llZo + K|l grr1 — grllZo

dfes — dfi—1sllco < (14
1 1 1
< (1+ E)C“\/ Ok — Op—1||Al| 2o + K/ Ors1 — Onl| Al Zo-

Puisque), = 1 — exp(—vyk)ona:

VOr — 01 = exp(—vk/2)y/exp(y) —1

>

et donc la série

S VAo

converge. Par suitglf; ;) est de Cauchy dars’(T?, R*). D’autre part, en utilisant I'inégalité des
accroissement finis, on a pour tqug € N* et pour toutn € 72 :

[fa3(m) = fpa(m) = (f4,3(0,0) = fp.3(0, )| < [|ml[ |dfo.s — dfp,allco -

Commef, 3(0,0) = f,3(0,0) = finit(0,0), lasuite( fx 3)ren- €St donc de Cauchy daa8(T?, R?).
De ce qui précéde, on déduit U 3).cn- €stC*-convergente vers ur@'-applicationf.,. Mon-
trons maintenant que I'immersiofy, est uneC'-isométrie. D’apreés la conclusiandu théoréme
d’étape, on a:

1
Hgk - fl:,3<'7 '>R3Hco < §||gk+1 - ngCO
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En passant a la limite, on obtient

(5 re = fo (s drsllco = 0
i.e. f- est uneC'-immersion isométrique der?, (-, -)g2) dans(E?, (-, -)g). O
Remarque.De I'égalité :

9k — f;—1,3<'7 '>R3 = (g — gr—1) + (gr—1 — f;—1,3<'7 '>R3)

on déduit :

Hgk - fljfl,3<'v ‘>R3HCO > ’Hgk - 9k—1||00 - Hgk—l - f271,3<‘> ‘>R3HCO

et comme d’aprés la conclusioi) du théoréme d’étape on a :

. 1
gr—1 — fk—1,3<'7 Jgslloo < §Hgk — gr-1llco,

on conclut que :

. 1
g = fica a0 dralleo 2 5llor = gr-rllco-

La conséquence est que dans notre application itérativeédugme d’étape, nous pouvons prendre

1 ~ . . s
A = — dand le lemme 16. et pouvons reporter cette méme valeur dare®hditions qui déter-
minent le choix desV;.

3.4 Mise en forme en vue de I'implémentation

Dans ce paragraphe nous reformulons notre fagon de ctoiginhbre de corrugations de maniere
a l'adapter a la construction effective de la suite d’agilans f; ; décrite dans le paragraphe
précédent. Les notations sont celles du paragraphe 3.3.

3.4.1 Nouveau choix du nombre de corrugations

Théoreme 3.4.1.Soite un réel strictement positif. Il existe une famille d’ensieraturels(V;, ;),
Jj € {1,2,3} etk € N*, telle que la famille d'immersion§, ; construite comme ci-dessus veérifie
les conditions suivantes :

: €
I) ka,j - fk,j—l”co < ﬁ

) . )
i) |ldfy; — dfk,ileco < Vo = Si1l| Al 2o + VTl pj(Dij) || 2o

F\/g(é’““ — Ok) Pmin (A).

Démontration et Commentaire

i) erry; <

Le pointi) provient de laC°-densité énoncé dans le théoréemé’ du chapitre2 :

1

VE e N*, Vje{l1,2,3}, VNy; e N, | fe;— fej1llco = O(m
»J

).
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Un choix convenable deV, ; réalise la propriété). Une conséquence immédiate est(le-
proximité de I'immersion limitef,, avec I'application initialef,. En effet, cette hypothese im-
plique que la suitéf, := fi.3)ren €St de Cauchy dars’(T? E*). Sa limite dans vérifie :

foo = fo = fs = fra-
k=1

Or

[fe = frecilloo < ks = fr2llco + 1 fr2 = freallco + 11 e — frollco
€
< 33—
- 3.2k

Par conséquent :

hE

[foo = follco < 1 fe = frmtllco
k=1
> €
< 23_7
k=1
< €

Le pointii) provient du théorémé2C' du chapitre2. En effet, on a:

. " 1 %

VEEN, Vje{l,2,3} YNk €N ldfis = dfijalloo = Ol —) + V71105(Dij) 1o
5]

Un choix convenable déV; ; réalisei:). Quant au pointii) c’est une simple reformulation du

lemme 16(lemme de bouclage) O
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Chapitre 4
Algorithme général

Dans ce chapitre, nous présentons les étapes principalegigithme général permettant de
construire grace a I'intégration convexe une suite d’insigrs convergeant vers une immersion
isométrique du tore carré plateproche d’une immersion initiale donnée du t@¥edans I'espace
euclidien tridimensionnél®. Rappelons que le principal objectif est de produire gletrant ou
localement une image, a l'aide de 'ordinateur, d’'un plangat isométrique du tore carré plat
dans I'espace a trois dimensions. Comme le plonger@érsométrique de notre tore plat est
le résultat d'un processus itératif infini (numériquemeracicessible), et puisqu’il n’y a aucune
formule explicite pour la limite, I'algorithme génére en nombre fini d’itérations une approxi-
mation de cette limite. Nous donnons aussi des conditiomagtéant la construction d’une telle
suite ainsi que la condition d’arrét de ce processus. Lémtgues informatiques mises en oeuvre
dans 'implémentation et la programmatiofCseront exposées dans le prochain chapitre.

4.1 Donneées initiales et calculs préliminaires

Les données initiales sont limitées aux cing nombres stgvan
ReRY, reRi, ecR], veR,, et KeN
avec les contraintes :
R+r<1 et r<R.

Nous allons donner la signification de chacune de ces doméappeler brievement les calculs
(préliminaires) effectués par I'algorithme.

4.1.1 Immersion initiale et les nombresk et r

Les nombres et R sont respectivement le petit et le grand rayon apparaisisenst la paramétri-
sation du tore standard :

finit : B?/72 — E3;  (2,9) — (X (z,9),Y(z,y), Z(z,9))

77
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avec . )

1
X(z,y) = %(R + 7 cos 2mx) cos 2y

1
Y(z,y) = ﬂ(R + 7 cos 27z sin 27y

Z(z,y) = % sin 27z

\

La matrice associée a la premiere forme fondamernfiglg-, -)rs de ce tore standard est donnée
dans la base canonique par

I — ((am finitu am fzmt> <am finitu ayfim't >)
(#) (Oy finits O finit) Oy finit> Oy finit)

_ r? 0
— \0 (R+rcos2rx)’)”

La contrainteR+r < 1 estdonc nécessaire et suffisante pour que I'immergjgrsoit strictement
courte.

4.1.2 Le défaut d’isométrie et le nombrey

Le défaut d'isométrie est mesuré par le champ de formeséhilias symétriques définies posi-
tives :

A:E?/7? — E*Q E?
définies par
Al ) o= (g — fina (s ge-
La norme deA est donnée par :

[Allgo = sup [|A(p)]|

peT?

avec

JAG)r = /A2 (p) + A2, (p) + 282,(p)

la norme de Frobenidsde la matrice

(0 )

représentant (p) dans la bas&),, d,). On décomposé au moyen de trois métriques primitives.
Rappelons que les trois métriques primitives que nous aslooisies sont les suivantes :

LR, ULy, 3R s,

1. Rappelons que la norme de Froberjjuld| » d’'une matrice carréd est le nombrg /tr(T AA). Cette norme
est sous-multiplicative et compatible avec la norme eiglide, i. e. pour tout vecteldf on a :||AV|| < || A||r||V]|-
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ou/y, ¢, etls sont les trois formes linéaires :

1 & & 1 k >k
= 20 +20)), ts = —=(0; —20))

(=0, ¢
1 T 2 \/5
Un calcul direct (cf page..) montre que si

D = D05 @35 + Dy (05 © 3 + 95 ©07) + Dy @ 3

alors
D:al l1®l1+052 l2®l2+a3 l3®l37
avec
1 5.1 5,1
a1 = D:v:v — ZDyy, Qg = Z(aDyy —+ Dmy)a 3 — Z(aDyy — ny) (41)

La convexité du cone des métriques permet de décomposefalet ddsométrieA comme une
somme de trois métriques primitives :

3
A = ijfj & Ej.
7=1

Un calcul simple montre que & +r < 1 alors le défaut d'isométrié est a valeurs dans le cone
positif :

C:= {p1€1®fl+pgfg®fg+p3€3®€3|,01>0,p2>0,p3>0}

engendré par les métriqués® ¢;, j € {1,2,3} c'est-a-dire que lep,; sont des fonctions stricte-
ment positives. En effet :

Auz(p) Auy(p) )
Mat gz o0)(A) = v
o0 (8) ( Apep) Dy (p)

- 1—r2 0

n 0 1 — (R+rcos2rr)® )’
soit

A=(1-r*)0®0;+ (1 —(R+rcos2mz)?) 8 @ 8,

et donc d'apres (4.1),on a:

1
P = A:v:v_ ZAyy

1
= 1-7r*- 1 (1 = (R + rcos2mz)?)

3
= ~ — 7?4+ (R+rcos2mr)?

4

2 3

Z R _QTR_'_Z
> 0

En effet considéré comme trinome de second degi,&f — 2r R + 3/4 est toujours strictement
positif dés que son discriminamt? — 3 est strictement négaiik. r < 1/3/2. Ce qui sera toujours
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le cas. En effet; les condition8 + r < 1 etr < R impliquentr < 1/2. Quand aux deux autres
coefficients, on a:

p2=p3 =5/8(1 — (R+ rcos2rx)?) >5/8(1 — (R+1)?) > 0.
Ainsi p1, py et p3 sont des fonctions strictement positives. On pose :

Prin(B) 1= min{p1(p). p2(p), p3(p)}-

On définit sur la variété riemanieni® /Z* := T? une suite de métriqueg;,).en- CONvergeant
vers la métrique plate, -);.. Cette suite est définie par :

gk = Jinie (s dps + O,
ou I'on a choisi :
(Sk =1- eiwk.

La constantey € R’ permet le contrdle de la vitesse de convergence de la suiteétiéques
(gr)ren- Vers la métrique platé, -) ..

4.1.3 Lesnombresk ete

L'algorithme produit lesK” premiers termes d’une suitg).cn+ d'immersions convergeant vers
une immersion isométrique. En notgiyt la limite desf en+oo, il garantit en outre que :

€
Ific = Fllen < 5 €t i = ollew < e

4.2 Construction de la suite

La suite( fr)r<x €st en réalité extraite d’'une suite d’applicatidifs; ) cen- jc1,2,3 g€ENErées par
I'algorithme. Plus précisément, I'algorithme constraisuite d’applications suivantes :

f0,3 = fim't = fo;
f1,1,f1,2,f1,3 = fl;
f2,1,f2,2,f2,3 = f2;

Tk fro ks = fk.

Ainsi, les applicationg}, ne sont autres que lgs ;. Chaque immersiorfy. et a la fois une quasi-
isométrie poug, et une application strictement courte pgur;. Elle est obtenue a partir ¢¢_;
en effectuant trois corrugations successives selon timstibns différentes afin d’obtenir trois
immersionsfy 1, fx2 €t frs = fr. Ces immersions sont déterminées itérativement; $i; est
construite, on décompose le champ de formes bilinéairegtigues :

Dk,j - = Gk — flj,j—l('a '>R3
dans la bas¢l; @ (1;0; @ ly; 03 ® (3). |l existe, alors trois fonctiongy, 1(Dy, ;),pk2( Dy ;) €t
pr3(Dy. ;) telles que

3
Dk;aj = Zpk,S(Dk,j)Es ® ES'

s=1
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L'algorithme va garantir que gi= 1 alors les fonctiongy, ;(Dy 1), s € {1, 2, 3} sont strictement
positives et sij > 1 alorspy ;(Dy, ;) est strictement positive. La construction flg; a partir de
fx,j—1 constitue la procédure principale de I'algorithme. Elledgcrite au prochain paragraphe

4.3 Laprocédure principale

Nous allons expliciter la construction ¢fig,; en8 étapes

ETAPE 1:
Construction d’une métrique auxillaire

Le défaut d’isometrid;, ; vérifie :
Dk,j = gk — f]:,j-l('a '>R3
3
= Z pk,s<Dk,j>£s X gs;

s=1

Par hypothése
P (Dr,j) > 0,

Donc le champ de formes bilinéaires symétriques
Hi,j -= fl:,j—l('v '>R3 + pk,j(Dk,j)Ej X Ej-

définit une métrique sur le tore plRE/Z?. Le but de la procédure est de réduire le défaut d’iso-
métrie de I'immersion courte suivante :

fk,jfl : (T27/”Lk‘7j) — (E37 <'7 >]E3)

On choisit comme domaine fondamental du tore f&tZ? le rectangle(O; U(j), V (j)). Tous
les calculs seront effectués dans ce repére orthogonal.
Rappelons que nous avons pris :

V(1) =09, V(2):=-20,+0,, V(3):=20,+0,
et

U() =0, U(2) = é(am +209,) et U(3):= é(am _29,)

ETAPE 2:
Construction du champs de vecteursV, ;

On définit un champ de vecteurs, ; en tout poinp € T par la formule :

_fl:,jfl<'7 ‘>R3(V(j)a U(j))
fl:,j71<'v >R3(V(])> V(]))

Ce champ de vecteurs ggt;—orthogonal &/ (). Dit autrementV, ; verifie I'équation suivante :

1k (V(5); W) = 0.

Wi =U(j) + G.;V(j) avec ¢ ; :=
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ETAPE 3 :
Calcul du flot ¢}, ; du champs de vecteurdV,

Soitp := tV(j),t € [0 ;1] un point du tore surlé cercle de conditions initialésR/Z V' (j).
Considérons I'équation différentielle :

Opr.i(p, s
{Wk,jo%j(p,s) = %
or;(p,0) = p

En décomposant dans la baséU(j), V(j)) :
I'équation différentielle ci-dessus devient équivalesaiesystéme suivant :

X =1
Y = Gu(X,Y)
XOUG+YOVE) = »p

qui se réduit a un systeme monodimensinnel :

(Du fait quep =tV (j) onaX(0) =0 etY (0) = ¢).
La résolution de ce systéme pour tout pgimtétermine complétemenet le flot du champ de vec-
teursW, ;. L'étape3 consiste en la résolution de ce systéme.

ETAPE 4 :
Construction de la fonction i

On commence par calculer les grandeurs suivantes :

ri o= \/Nk,j(Wk,j?WkJ)

t: = (Wi feg—1)/ (Wi fri-)l

n: = Wi frj 1 AVG) St/ W frjm1r AV(G) frjill
a: = Jo (W -fug-)ll/r)

On définit alors la fonctioh de la maniére suivante : pour tout point= sV (j), s € [0; 1] surle
cercle de conditions initialé® /Z V' (j) , pour toutt € [0; 1] et pour toutu € [0; 1] on pose :

W@ (1), u)

=
—
AS)
=

Sl

= (1)) cos (e (p, 1)) cos(2mu)) t(p;(p:t))

+ 7(n(p, 1)) sin (a(ipri(p, 1)) cos(2mu)) np;(p,t))
ETAPE 5 :

Construction de F}, j o ¢y ;
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Dans cette étape, nous déterminons l'applicafipno o ; obtenue a partir d¢;, ;_; par le pro-
cessus d’intégration convexe le long des courbes intégedlgans recollement. Nous choisissons
comme valeur initiale du nombre d’oscillations I'entiersgd :

Ni,j = 2N,
et on pose pour tout poipt:= sV (j), s € [0; 1] sur le cercle de conditions initial&/Z V (j) et

pour toutt € [0;1] :

Fioj (01 (0,1) = frj1(or;(0,0)) —i—/o h(ek,;(p,u), Nu)du

Il s’agit d’une application définie sur le cylindi®/Z V() x [0, 1]. Formellement :
erg R/ZV () x [0,1] — R/Z V() x [0,1] U(j)
et
Frj : RIZV(5) x [0,1] U(j) — R

ETAPE 6 :
Le recollement

Dans cette etape, on corrige I'applicatibp; o ¢y ; définie sur le cylindre de fagcon a obtenir une
application définie sur le torB%. Nous posons pour cela :

frjop(p,t) = Frjop(p,t) —wt)(Frjop(p,1) = frj10¢(p 1))

ouw : [0;1] — [0; 1] est une fonctiorC"*> croissante en forme deS® qui vérifie les conditions
suivantes :

w(0)=0, w(l)=1, et w®0)=w"®(1)=0 pourtoutk € N*

0

FIGURE 4.1 — représentation graphique dé’ .
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ETAPE 7 :
Extraction de f; ;

Il s’agit d’'une procedure permettant d’inverser le flot edlatenir I'expression dg, ; en tout point
q de coordonnéegX, Y) dans le reper¢O; U(j),V (j)) du tore. Cette procédure sera discutée
amplement au prochain chapitre.

ETAPE 8 :
TEST et Choix des nombres de corrugation

Le test de validation consiste a verifier que le choix\ilg permet aux trois conditions suivantes
d’étre satisfaites : .

) | feg — frj-lleo < 3ok

i) (dfi; — dfij-1llco < /o — 5k-1||A||430 + /35| p;(Di )l o

i) 67’7%,.]' = ||y — frj (- '>R3Hco < m.(ékdrl — 0k) Pmin(A).
Nous allons interpreter chacune de ces conditions :

i) permet d’assurer l&°-densité et par conséquent elle assure fiuese trouve dans la
boule B( fi.i; €). En effet, en utilisant 'inégalité triangulaire nous asan

K
Ifxc = fmitlloo < > Ifu = Frtlleo
k=1

K 3
D s — frgelleo

k=1 j=1

K 3 .
<D 3o
k=1 j=1
K

ﬁe
k=1
< e

IN

IN

ii) assure que I'immersion limite est au moi@$
iii) permet d’'avoir & chaque corrugation le défaut d’isorieetans le cbne des métriques
défini au chapitre
Dans le cas ou I'une des conditions fait défaut, on doublalleur deN, ; et on retourne a I'étape
5 pour reconstruire a nouvedy ; o ¢y, ;.
On trouve dans la page suivante I'organigramme de tout Igranome permettant de construire
une immersion quasi-isométrique du tore plat dans I'espadénensionnel.
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Données initiales
R7 r? 67 K? PY
N

+— 1

Détermination

de la métrique
‘ 9k

i

7 +— 1

Procédure principale

/ (décrite au paragraphe 3)

de corrugations

de «—— N

valeur du nombre

de la
fonction
hy ;

'
construction
de la
fonction

k,j

construction

{ Nij — 2Nk,j} l

test
i) i) etiii) de
I'etape 8

non

j—3+1
Nk:,j «— 2Nk,j

non

oui

FIGURE 4.2 — Organigramme de programmation
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Chapitre 5

Implémentation

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter des techniquegmatiques et informatiques utilisées
dans le programme1@. Elles sont mises en ceuvre pour I'implémentation du prasedinté-
gration convexe. Rappelons que le principal objectif espraeluire globalement ou localement
une image, par l'ordinateur, du plongement (quasi-)isoiopé¢ du tore plat dans I'espace a trois
dimensions.

Comme le plongemertt’-isométrique de notre tore plat est le résultat d’'un pracegsratif in-

fini (numériquement inaccessible), et puisqu’il n’y a auefmrmule ni explicite ni implicite pour

la limite, nous avons effectivement calculé une approxiomade cette limite. En pratique, I'appli-
cation de quatre corrugations successives sur un toraliritin isométrique) donne visuellement
des résultats satisfaisants et comme on le verra dans ledpamagraphe de ce chapitre, au-dela
de ces quatres intégrations les oscillations devienndigdgarnables a I'oeil nu.

Ce chapitre est divisé en plusieurs paragraphes. Le prgraragraphe décrit la maniere dont
les applications continues sont encodées par des grikesatés dans 'ordinateur ainsi que le
choix de la méthode d’interpolation surfacique mise en omulans le paragraphe 5.2, nous
expliquons comment est calculé numeériquement le flot du phdenvecteurdV, ; nécessaire
pour chaque corrugation. Lintégration convexe discégtiest décrite dans les paragraphes 5.3
et 5.4. Le choix de 'immersion initiale est discuté au paaphe 5.5. Nous expliquerons dans
le paragraphe 5.6 comment choisir le paramétre principgdrdaessus, c’est-a-dire le nombre
d’oscillations. Nous terminons ce chapitre par une étudalé

5.1 Codage des immersions

5.1.1 Discrétisation

Notre premiere préoccupation est de représenter les inonsrsuccessivey := f;; dans le
but d’effectuer des calculs numériques par ordinateurshitigcrétisons dong afin d’obtenir une
représentation finie. Nous avons choisi d’échantillonfhavec une grille carrée dex n sommets.
Le choix du paramétre est discuté au paragraphe 5.6. Les trois coordonnégsemnt évaluées
aux noeuds de la grille :

p = (i/n,j/n), 0<i,j<n.

87
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Ainsi, on pose :

7= f o). (5.1)

5.1.2 Interpolation

Nous remarquons que le processus d’intégration convexs, mtatre cas, repose sur le calcul de
certains flots et intégrales qui ne dépendent que de I'agifilit / et de ses dérivées premiéres.
Il s’avere que les schémas numériques usuels pour résaslégjliations différentielles ou pour
évaluer les intégrales nécessitent la connaissance duwifldé dintégrande en des points n'ap-
partenant pas a la grille ci-dessus. Afin de fournir ces valen des points n'appartenant pas
a la grille, nous associons x n noeuds représentaritune surface interpolante bicubiqa#
f:T? — R® basée sur les splines cubiques d’Herrhit8ette surface nous permettra d'évaluer
f et ses dérivées en tout point hors de la grille et telle que

fw) = 1.
Nous évaluong en des points n’appartenant pas a la grille comme suit : retir@ns en premier

of

les dérivées partiell / p“') et = (p*’) en utilisant une méthode de différences finies d’ordre
] 0
Z Y

4. Rappelons que cela consiste a approcher la dégivégd’une fonctiong par I'expression :

ﬁ(g(x— 9h) — 8g(z — h) + Sg(x + h) — g(x + 2h)). (5.2)

Notons respectivemetft’ et f,/ les estimations des derivees partleI%fs(p“) et 8—f(pw).
T Y

En utilisant (5.2) aveé = 1/N, nous avons donc :
Y ) (5.3)
T ! (5.4)

Considérons maintenant les quatre fonctions de base derpwlation de Hermite définies pour
toutt € [0, 1] par :

hoo(t) := (1 +2t)(1 — ), hoi(t) :=t*(3 —2t), hiolt) :=t(1 —)* et hy(t) :=t*(t —1).

Nous définissons alors l'interpolation par splines cubsgde Hermite ditdhorizontalecomme
suit :

() i= hoo(t) £ + hor (8) f5 + hao(8) f27 /o + haa (8) f277 /.
Finalement la ancti_o_rf est définie au point de parameéfte y) inclus dans la maille?™’ :=
[phd, pithd | pithitl it de la grille par une interpolatiorerticale(cf Fig. 5.1)

A~

f(z,y) == hoo(yy) 2’{(fci)+h01(yj) /i’jﬂ(l’z_')f
hao () (37 )y (2) [+ R () (F27 ) () I, (5.5)

1. Nous avons aussi essayé d'utiliser une interpolationdziire de surface.
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ou
(75,y;) := (nx —i,ny — j)

sont des coordonnées locales(dey) dans la mailleP™”. Les estimations des dérivégg”), (z)
et(f7*"),(x) sont obtenues avec la formule (5.4) utilisant les valgfit$z) & la place des points
d’echantillonnage d¢**, i.e. :

) = 2 (577%w) — 849 (0) + 87 (a) — £97)
U le) = 15 (577 @) = 857 @) + 877 (@) = [ (@),
pHtt Pl
T I(x,y)
Yy o
pz,] \Jl / pl+17]

X

FIGURE 5.1 — Interpolation def au point (rouge) de parametrer, y). La valeur def en chaque point
carré (vert) de I'espace des parametres est interpolée dgsplines cubiques horizontales. Les valeurs en
ces six points carrés sont utilisées pour estimer les detixédés par rapport & figurées par des fleches
(vertes) sur la figure de droite. Le calcul g%gx,y) implique les 36 noeuds de la grille de paramétres
indiqués par des points gras sur la figure de gauche.

Remarquons que les réles de I'interpolation horizontalegtcale peuvent étre interchangés sans
gue cela n’affecte la définition dé Plus précisément, on a:

J?(ﬂfa y) = h00<xi)f5’j<yj) + hot (ﬂfz‘)ffl’j(yj) +
hao(s) (fo7)e () /1 + haa () (F27 1) ays) [,

ou
FE () = hoo () f*7 + hot (6) 71 4 hao(8) f7 /n 4 har (8) 7 /. (5.6)
- . A i . of
Avec l'aide de la table ci-dessous, la continuitéfdainsi que de ses dérivées partie ¢ et 3

le long des bords de la grille peut étre vérifiée facilement.
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| fonctionF [ F(0) | F(1) [ F'(0) | F'(1) |

hoo 1 0 0 0
ho1 0 1 0 0
hio 0 0 1 0
hiy 0 0 0 1
G W s Wl Y

En effet, pour un point de parametfe, j/n) du segmenfp™’, p"**/], on obtientf(x, j/n) =
fi (), conS|derant quér, j/n) appartient soit au bord inférieur de la grilié” soit au le bord
supérieur de”*’ 1. De méme, pour un point de parametign, y) du segmenpo” p“*t1], nous
trouvonsf(z'/n, y) = f* dans les deux cellules incidente$’Ret P*~/ de la grille. Cela se voit
mieux en utilisant la seconde formulation (5.6) fle

2y
Par dérivation de (5.5), nous calculogaé(x,j/n) = a&’; (x) en considérantr, j/n) dans I'une

ou l'autre des deux cellules incidente®¥ , p' ™).

Les conditions de continuité restantes peuvent étre vesifi@ la méme maniére. Nous concluons
que f est de class€' surT?. Nous pouvons maintenant dériver formelleméret fournir une
estimation des dérivées ( du premier ordre)fde

Dans le programme informatiqug,et ses dérivées du premier ordre sont en effet explicitement
utilisées a la place dg¢ et de ses dérivées de premier ordre.

La figure 5.2 ci-dessous montre les effets de l'interpofasior un tore chantillonné.

a b

FIGURE 5.2 — a : Le tore standard échantillonné avec une grille x 10 . b : Interpolation du tore
précédent.

Bien que la surface interpoléene soit pas en général pag, dans la pratique elle semble étre
bien adaptée pour nos calculs comme en témoigne la figuregbi2tprrespond a la fonctiofi
construite a partir de la figure 5.2a. Rappelons que la régiidu plongement isométrique du
tore carré plat dans I'espace euclidien n’est@3s

5.2 Champs de vecteurs et calcul du flot

Rappelons que la construction dg; a partir def;, ;_, repose sur le calcul du flot du champ de
vecteurs

Wiy =V () + GV ()
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avec

(VEG) - frg=1. V() - frg—1)ps
<V(]) : fk,j—h V(]) : fk,j—l)[Rs ’

Chj = —

oV (5) etV*(4) sont des champs de vecteurs constants donnés par :
V(1) :=09,, V(2):=-20,+0, V(3):=20,+0,
et
1 1 1 1 1
V-(1):=0,, V-(2):= g(am +20,), V—(3):= g(@x —20,).

Le calcul del;, ;, en particulier d€, ;, nécessite le calcul des dérivées premiereg.de;, dont
I'évaluation a été décrite dans le paragraphe 5.1. L'étap@aste sera de calculer les courbes in-
tégralesyy, ;(t, -) de Wy ; de condition initialepy, ;(¢,0) = ¢tV (j). On utilise le solveur d’Hairer
basé sur le DOPRI5 pour des équations différentielles ndesaCe code utilise une méthode de
Runge-Kutta explicite d’ordre 5 avec un pas adaptif. La readeur de notre équation différen-
tielle repose sur les valeurs propfestV/(j) - ¢ ; de la matrice jacobienne d&;, ;. Bien que nous
n'avons pas évalué ces valeurs propres, le code d’'Hairerapsible de détecter a quel moment
cette équation devient raide, ce qui ne s’est jamais praolduis notre cas.

Pour chaque = 0...n — 1, on appelle le code d’Hairer pour résoudre I'équation déffidielle du
premier ordre :

L,
'(s) = Wi, (0(s))  avec ¢(0) = ~V(j).
Le solveur d’Hairer nous fournip;, ;(i/n,l/n) = ¢(I/n) pour0 < I < n. Ces valeurs sont
stockées dans un tableau de dimensionn dont I'entrée(s, [) contientyy, ;(i/n,l/n).
La figure 5.3 montre les courbes intégrales pour les quagmigres corrugations. Elles ont été

calculées avec une grille d®, 000 points. Seules00 parmi les10, 000 courbes intégrales ont
été déssinées a chaque étape.

5.3 Corrugation le long des courbes intégrales

5.3.1 Corrugation sans recollement

Nous sommes maintenant préts a appliquer I'intégratiomea Nous commengons par construire
I'application £}, ; définie sur le cylindr& /Z x [0, 1] :

Frjoori(t,s) = frj1(tV(j)) +/ h(pr,j(t, u), Ny ju)du, (5.7)
u=0
ou

h(t,s,u) = r(t,s)(cos(a(t, s) cos(2mu))t(t, s) + sin(a(t, s) cos(2mu))n(t, s)) (5.8)
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FIGURE 5.3 — courbes intégrales déV}, ;. Dans chaque figure, les deux carrées unitaires (rouges)-repr
sentent des domaines fondamentaux de I'actiodi®dsurR>. a) les dérivée partielles de la paramétrisation
usuelle du tore standard sont orthogonales. Le champ dewsatorrespondarit’;; = V(1) est constant

et vautd,. Ses courbes intégrales sont des lignes horizonte)eBour la seconde corrugation, I'origine
de chaque courbe iftale est sur la droite de directidn(2) passant par l'originec) A la troisiéme cor-
rugation, 'immersion s’approche d’'une isométrie. En @nsence, le champ de vecteli¥s 3 s'approche

du champ constaritfl(j) et ces courbes intégrales sont presque des lignes droités,pas encore or-
thogonales &(3). d) Quant a la quatriéme corrugation, le champ de vectBgrsest presque constant et
horizontal.

avec

=) W(Wij, Wi ),
. Wi frj—1
Wi - frj—ll
Wi fojm1 AV(F) - frj—1
Wi« frejr AV() - frj-all’
o= JY( W 'Tfkvj—1|| )

La métrique auxilliairg: est donnée par :

t=frj1( drs + i (D)l ® ¢

Dyj = gr— f;,jq('a '>R3
= p1(Dy;)li @ by + pa(Dy j)la ® by + p3(Dy ;)5 @ L,
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Quant a la suite de métriquég; )xcn ; rappelons qu ’elle est donnée par :

gk = (1= 0k) finie (s ms + 0r (s Do
avec
0p=1— e k10,

En pratique , toutes les métriques sont considérées comsnmaateces carrées d’ordre 2 dans des
bases canoniques. En particulier, les coefficients du tirgreeref; ; (-, -)zs sont des produits
scalaires des dérivées partielles premiéreg,de;. Notons aussi qu’il s’agit d’un simple calcul
d’algebre linéaire que de determiner les coefficignt®,, ;) de la décomposition dB ;.

Pour évaluer l'intégrale (5.7) on utlise le méme solveuraier comme pour le flot. En effet,
pourt fixé, 'équation (5.7) peut étre vue comme solution de I'éopuredifférentielle :

y'(u) = h(pk;(t,u), Ny ;u) avec la condition initiale y(0) = fi;—1(tV(j)).
On résout cette équation pour les valeurs échantillonnées :
t=i/n , 0<i<n.
Pour un tel fixé, on évalue la solution
Fyj o @r(t,u) = y(u)
aux valeurs échantillonnées
u=Il/n , 0<I<n.

Nous avons eu des résultats plus précis avec le code de Haiasec la formule du trapeze, pour
le calcul d’intégrales. A la fin on obtient un tableau de disienn x (n + 1) dont I'entrée(i, [)
contientFy, ; o ¢y ;(i/n,1/n).

5.3.2 Lerecollement

Il reste a effectuer le recollement des bords de cette imoredu cylindre pour obtenir une
immersion du tore. On pose ainsi :

7 1 7 1 l 7 7
frjo @k,j(ga 5) = Fj ;o @k,j(ﬁa ;) + w(g)(fk,jfl ° @k,j(ﬁa 1) — Fyjo @k,j(ﬁa 1))
ou
w : [0,1] — [0, 1]

est une fonction lisse vérifiant :

et satisfaisant les conditions :

Vi € N* : w™(0) = w® (1) = 0.
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En pratique, on a utilisé la fonction polynomiale
w(z) = 2°(62% — 15z + 10).
Méme si elle ne satisfait les conditions ci-dessus que podrl, 2, nous n’avons détecté aucune

difference perceptible lorsque I'on considére des fomsgtipolynomiales de degres plus éleve.
Une raison est que nous avons effectué seulement quatresadaptégration convexe. Lautre

: ) - N . (4 7
raison est que nous avons observé un écart trésfpetit o i j(—, 1) — Fy.;j 0 o 4
n

—, 1) avant
n

et aprés recollement en conformité avec le lemméteensité.
Dans le paragraphe suivant, nous allons décrire commenatirexf;, ; de f; ; o ¢y ;.

5.4 Retour aux coordonnées euclidiennes

Les calculs ci-dessus donnent un échantillonnage unifaleng ; o . ;. Mais, afin d'itérer le
processus, c'est-a-dire calculr;, a partir f, ;, nous avons besoin d’extraire un échantillonnage
uniforme def; ;. Autrement dit, connaissarft ; aux pointspy, ;(i/n,l/n), 0 < 4,1 < n, on veut
évaluerf,, ; aux pointg™ = (i/n,l/n) appartenant a la grille initiale . Commeest assez grand,
on ne peut se permettre un algorithme non linéaire en temmgddsement, la forme particuliere
dey, ; nous permet de concevoir un tel algorithme.
Comme on I'a observé dans le chapizren peut écrire :
Pr it s) = sV(5) + U (t, )V ()
pour une fonction)y, ; telle queyy, ;(¢,0) = ¢. Il suit que pour urs fixe, 'ensemble
{on(t,s) | t € R/Z}
est contenue dans la droite :
L, est paralléle & (7). Commel/ () a ses coordonnées entieres, premieres entre elles et que
V=) x V(I =1,
les lignes
Lu/n EUAS Z
balayent a la fois les points de la grille réguliere et lesioile(y, ;(u/n, v/n))uvez (CF Fig 5.4).
Chaque point de la grille réguliére se trouve donc entre geiuxsq, etq,; du flot échantillonné
ol g, etq,1 sont de la forme
@ = @rj(u/n,v/n)) et qu1 = gp;(u/n, (v+1)/n))
Maintenant, pour évalugy ; aux points réguliers de la grille initiale, on fixe un entieg [0, n—1]
et on balaye I'échantillon de points
{qw == i ;(u/n,v/n) | v e [0,n]} C Lym.
Tout pointp™ de la grille réguliére se trouvant entreetq,, ,,S’exprime comme une combinaison
linéaire convexe :
piJ = (1 - t)Qv + tquy1-
et on pose enfin 'approximation :
u v+1

N
n

).

L. u v
Jej(@7) =1 —=1)- frj o sok,j(ﬁ’ ﬁ) +t - frj o r(
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FIGURE 5.4 —Ici le tore plat est uniformément échantillonné par undeyde dimensios x 5 (n = 5). La
partie ombragée représente un domaine fondamental d&fiaitdeux lignes de conditions initialest par
deux courbes intégralgsy, ;(0, -). Tout point du tore plat admet un représentant de sa clasdalod?
dans ce domaine. Les courbes intégrales sont représeniégsaatillonnées en vert. Chaque point (noir)
du domaine fondamental initial se trouve entre deux poirggtg) échantillonnant les courbes intégrales et
sur un certain segment (rouge) /s.

5.5 Choix de I'immersion initiale f;,;:

Rappelons que d’apres le chapisteon doit choisirf;,;; telle que le défaut d’ismétrie
D1y = g1 = [l )ps
soit a I'intérieur du cbne positif engendré par les trois métriques primitives ¢4, {, ® (5 et

(3 ® (3,00

1

V5

1

0=, by 7

(07 +207) et fy:= —(0F —207).

Comme

Dl,l = 51(('7 '>R2 - fi*nit<'> '>R3)7
il suffit de choisir 'immersion initialef;,,;; strictement courte. Par exemple on peut choisir comme
paramétrisation le tore standafgl,;; défini par :

p

1
X(z,y) = %(R + 7 cos 2mx) cos 2Ty

1
Y(z,y) = ﬂ(R + 7 cos 27z sin 27y

Z(z,y) = " sin 2
\ 2m

avec les nombreset R qui sont respectivement le petit et le grand rayon. La ma@gsociée a
la premiére forme fondamentaf¢,;, (-, -)zs de ce tore standard est donnée dans la base canonique
par

7 0
0 (R+rcos2mz)?)”
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Un telle immersion est strictement courte si et seulemet $ir < 1. En pratique on choisit
r=1/5 e R = 1/2.
La figure 5.5 montre 'mage dg;,;, (-, -)zs dans cone des metriques

Q+:{<E g)|EG—F2>O,E>O,G>O} (5.9)

et le coOnel.

A

F

FIGURE 5.5 —(a gauche) image dg,,;; (-, -)gs dans le coné&)., . (a droite) le cone engendré par metriques
primitives ¢y ® #1, {2 ® £y etls ® 3.

5.6 Choix desN; ; et taille de la grille

Il nous reste a choisir un nombre approprié d’oscillatidig apparaissant dans la formule(5.7).
Par “appropriés” nous entendons que les conditiorstalge théoremsont satisfaites pgy ; pour
pouvoir appliquer la prochaine intégration convexe.

Rappelons que d’apres le chapiBieet afin de selectionner ul, ; optimal, il suffit que la condi-
tion (C1) :

kt1

* k *
[ porej — fk]< Jrslloo < (€719 — €7 10 ) AT pin ({5 Vg2 — finae (s rs)

et la condition (C2) :

K _ k+1
ldfes = dfiillon < Ve VI e = Fral dssllos + V5 Tpi(Di)les

soient satisfaites ouy ;, pmin(-), D; €t AT sont définis comme au chapitseEn particulier le pro-

duit \T est sensé étre plus petit qm/é(45\/§) 2, A ces deux conditions, il faut ajouter la condition
(C3) permettant d’avoir une immersion quasi-isométriegpeoche de I'immersion initiale :

€
[ frj = frj-illeo < Tk

2. Dans la pratique nous avons pkis = 0.16.
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On procede ainsi :

Le nombreN;, ;_; étant supposeé déja choisi.

Nous selectionnons par suit, ; par une recherche exponentielle, a partinde= 2.V, ;_;.
On injecte ceV dans I'exession :

S

Fij ot s) == frj-1(tV(j)) +/ h(pr,;(t, u), Ny ju)du, (5.10)
u=0

et on vérifie si 'immersion résultantg, ; satisfait les conditions (C1), (C2) et (C3). Sinon, on

double la valeur déV jusqu’a ce ce que ces conditions soient satisfaites. Notenobs finale-

ment, par dichotomie,le plus petit enti&rsatisfaisant les trois conditions et on pose :

Nk,j = N.

Malheureusement, la suitg ; croit tres vite aveé et j, de sorte qu'il est pratiquement impossible
de mettre en oeuvre cette méthode. En effet, I'intégratE0jsmplique une fonction qui oscille
N, ; fois et il semble raisonnable d’avoir au moittséchantillons par période. Cela implique que
le grille reguliere qui représent ; devrait contenir environ x n échantillons avec & 10N, ;.
Comme expliqué dans le paragraphe 5.7 ci-dessous, nous ewostaté expérimentalement pour
les quatres premiéres corrugations :

Nip =611, Nip,=69,311, Nig=20,914,595 Ny, = 6,572 411,478.

Ces valeurs nous imposent d'utiliser une grille ayee x 6,572,411,478)* ~ 4.310" som-
mets ! Cela dépasse les capicités des ordinateurs utitiésdl@ment. Comme les conditions (C1),
(C2) et (C3) sont uniqguement suffisantes, nous avons essayéatburs petites de, ;'s. Apres
guelques tentatives nous n’avons pu réaliser que troisgations, en partant du plongement stan-
dard initial f;,;; de la section Section 5.5. Cependant il était souhaitalappiiquer quatre cor-
rugations afin de s’approcher de la surface limite. Nous sgoinmonté cette difficulté technique
en appliquant d’abord une corrugatiory,a;; avecN; ; = 12 et considérer 'immersion obtenue
comme leplongement initiaNous avons pu de cette facon pu réduire le nombre d’osoifiatiles
guatres premieres corrugations Ainsi on a pris

12, 80, 500, 9000.

Nous avons utilisé une grille de taille 10 0bfour les trois premiers corrugations. Pour la derniére
corrugation, nous avons affineé la grille de dix fois dans lessg d’intégration et de seulement
deux fois dans la directiofl,, conduisant a une grille avec 2 milliards d’échantillons.tableau
suivant résume les résultats.

k5] Niy [suplll = fi G0l | EQI = fi (0 dgsll) | taille
0|-| - 1.32 1.21 108
0|1 12 1.20 1.05 108
12| 80 0.99 0.84 108
13| 500 0.91 0.63 108
1(1|9000 0.75 0.25 2.10°

la premiére ligne correspond au plongement standard Les quatrieme et cinquieme colonnes
indiquent respectivement le maximum calculé et la moyenndéfaut isométrique. L'indicg
indique la direction d’intégration. Ces calculs ont ét@etifies sur les immersions :

finita fO,la f1,27 f1,37 fl,l-
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FIGURE 5.6 — Comparaison des longueurs.,&Jn domaine fondamental du tore plat avec des méridiens,
les paralléles, diagonales principales et les diagonaashgs, composées chacunedeourbesb, Les
images paif;,; de quatre courbes, chaqu’une prise dans chaque groupe.examen plus attentif de ces
courbes laisse présager une géomeétrie fractale, bien djostmestC!-réguliére.

Nous illustrons également I'amélioration de la métriquecemparant les longueurs des de cer-
taines courbes tracées sur le tore plat (Fig.a)&vec les longueurs de leurs images par la derniere
immersionf; ;. La longueur de chaque courbe differe au moind@e% par rapport a celle de
son image pay ;. Par contraste, I'ecart atteid®% quandf; ; est remplace par le tore standard

finit .
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il

FIGURE 5.7 — immersions isométriques localesiue schématiques des lignes du flot (bleues) au voisi-
nage deV,. La ligne (inclinée (verte) représente un ensemble de Gondiinitiales. Les carrés (rouges)
représentent quatre grilles . Chacune est un domaine feemtairdeT?.

5.7 Calcullocal

Indépendamment de la génération des images des immersiassigométriques du tore plat, il
est intéressant d'évaluer le taux de croissanceNjes En effet, un controle précis de ce taux
donnerait une borne inférieure sur I'exposant holderietade" régularité de la limite de I'im-
mersion isométrique.

Afin de calculer une limite inférieure pour €%, ;, nous avons implémenté une version locale
du programme d’'immersion isométrique . Dans la versionléoda programme, la grille des
paramétres échantillonnés est représentée dans un geEsmaaré\, = [—r,r]? du point de
paramétrg0, 0) € T?.

La fonction f;,,;; est maintenant limité &/,.. Nous appliquons le processus d’intégration convexe
a cette restriction. Nous devons modifier Iégérement legases. En outre les courbes intégrales
sont limitées a un petit domaine et ne rejoignent plus leeliga retour de I'état initial. En particu-
lier, il N’y a plus de recollement sur les frontieres. Nousradonc prolonger les courbes du flot
sur les deux c6tés de la situation initiale comme indiquédeskiigure 5.7.

Comme on réalise plusieures corrugations on réduit laegailln voisinageV,..,. de O(0,0) et

on reéchantillonne de telle sorte a garder le méme nombreeleds. On a choisi la demi-largeur
' inversement proportionnelle & ; dans le but de garder un nombre constant d’échantillons
par période d’'intégration . Ainsi, on a pu réaliser plus d@ t6rrugations (voir Fig. 5.8). On

a constaté que le nombre d’'oscillatiovis; croit d’'une maniere exponentielle. Observation en
accord avec Con#t al.

Notons, enfin que la demi-largeur dedu voisinageV, décroit drastiquement; aprés 165 corru-
gationsr devient plus petit qué0—3°. Pour préserver une certaine exactitude on doit appliquer
une remise a I'échelle du domairedu codomaine d¢;, ;. En partique, on n a tenu compte que
de la condition (C1) pour selectionnay, ;.

Pour cette raison, et aussi du domaine qui se réduit évégruent a un point, ledV, ; calculés
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FIGURE 5.8 — Croissance exponentielle des nombres d’oscillationa, Estimation numérique des fré-
quences des corrugations tracées en échelle logarithiiques défaut isométrique dg, ; est mesuré
comme étant le maximum de la norme de Frobeniu§,dg;: — f; ; (', )gs dans un voisinage carre appro-
prié

FIGURE 5.9 — Gauche L'image du maillage suff? par l'application f35 3 semble plate et isométrique
au maillage planaire a cette échelle. La demi-longueur daoadoe defss 3 €st9.34 x 1072, Le rouge
correspond au morceau de surfacefglg; sur lequel va étre construitg; ;. Droite, La superposition de
f36,3 (bleue) et defs7 1 (rouge) souligne les oscillations dg; ;.

sont probablement sous-éstimés.

Ces calculs ont été éffectués sur processeurs 64 bitsautilismie double précision (64-bit) (binary
floating-point numbers).

La figure 5.9 montre la superposition fig ; aprés 118 corrugations avég ;.Comme le domaine
de f37, est 128 fois plus petit que celtiis 3, une partie seulement de ce dernier est visible.



Chapitre 6

Les images

Dans ce chapitre, nous présentons un ensemble d'imagemiestgour 'immersion quasi-isométrique
du tore carré plat dans I'espace tridimensionnel. Le sepanagraphe sera consacré a des images
obtenues en effectuant des calculs locaux.

6.1 Le probleme durendu

En partant d’'une immersion initialg, nous avons effectué quatre intégrations convexes respect
vement dans les directiors, /5, /5 et¢;, pour produire grace au programme décrit au chapitre
les maillages associes aux immersignsf 1, fi2, fi3 := fi1 et fa.

Pour les trois premieres corrugations, nous avons utihigeguille de taillel0 000 x 10 000. Cela
suffisait pour fournir une description assez précise des i@mieres immersions. Nous avons
pu les visualiser avec le logiciéfafaray. La situation pour la quatrieme corrugation est plus
problématique. En effet, le nombre d’oscillations avasies9000. Pour en tenir compte, nous
étions obligés d’utiliser une grille de tailz) 000 x 100 000. Mais la plupart des logiciels de
lancer de rayon ne peuvent traiter de telles grilles. Erdiaitx problemes techniques se posent :
e les logiciels de lancer de rayon nécessitent une grandditgide mémoire (RAM). Par exemple
le rendu d’une surface échantillonnée sur une grillé@e00 x 10 000 noeuds consomme environ
48 Go de RAM avec le logicieY a faray. En pratique la mémoire nécessaire est proportionnelle
au nombre de sommets de la grille. Le rendu de la quatrienmegattion est donc impossible sous
un ordinateur dd8 Go de mémoire RAM. Aved’a faray, il faut compter deux heures de calcul
pour un rendu similaire.

e Le calcul de rendu prend beaucoup de temps. Par exempldedeggiciel Sun flow il faut une
semaine pour le rendu d’une surface échantillonnée surnilfeede 10 000 x 10 000 hoeuds sous
un ordinateur dé8 Go de mémoire RAM.

Pour contourner ces difficultés, une des pistes que nous ax@ioré, est le découpage de I'image.
Nous avons dd procéder en deux étapes. La premiére étapste@ndécouper le maillage initial
en plusieurs parties et a produire une image pour chaquie pa&parément. La seconde étape
consiste a combiner toutes ces parties d'images pour eniipeathe de la surface entiére.

6.1.1 Images numériques et lancer de rayons
Images numériques

Une image numérique est composéerden pixels,m estlalargeur de 'image etsa hauteur. Le
pixel étant I'unité de base permettant de mesuregéfanitiond’'une image numeérique matricielle.
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Lancer de rayons : principe

Le lancer de rayons est une technique qui permet de créemageinumérique a partir d’'une
scéene composée d’'une caméra, d’un ou de plusieurs objetsnet au plusieures sources de lu-
miere.L'image est construite sur un plan entre la camém®téne. Rappelons que dans le lancer

Image

source de lumiere
Camgra
Th O
— | View Ra
e i Y

Scene Object

FIGURE 6.1 —Scene.(Source Wikipedia)

de rayons, on suit les rayons a I'envers, c’est-a-dire argatl’observateur vers les sources de
lumiére en lancant un ou plusieurs rayons a travers chacet gie I'écran sur lequel se forme
I'image. Cela évite de traiter des rayons qui n’aboutiramgis & I'observateur (camera). Etant
donné un rayon qui aboutit a I'objet, ce rayon peut @tienaire et donc issu directement de
I'observateur osecondaire Il existe trois types de rayons secondaires :

e les rayons d’élairement qui transmettent la lumiére demeint d’'une source lumineuse
vers la surface d’'un objet.

e Les rayons réfléchis qui transmettent la lumiere réflechieipabjet.

e Les rayons de transparence qui transmettent les rayorst@sra travers un objet trans-
parent.
On traite le rayon primaire partant de I'observateur et giaisgar chaque pixel de I'écran virtuel
de maniére a déterminer la couleur attribuée a ce pixel.
Chaque rayon issu de la caméra a travers un pixel de I'imaggusseptible de rencontrer plu-
sieurs objets. En partant depuis I'ceil de I'observateuméra), on traverse un pixel de I'écran
virtuel sur lequel est matérialisée I'image créée, puisamire dans la scéne de maniére a déter-
miner de quel(s) objet(s) un rayon lumineux provient, esiaiad déterminer ses caractéristiques
chromatiques qui définissent l'intensité du pixel.
Lors du parcours d’'un rayon lumineux dans une scéne, deusorapossibles :

1. Aucun objet n’intercepte le rayon.
La couleur est celle du fond (noir ou autre).

2. Un ou plusieurs objets interceptent le rayon.

On trouve I'objet le plus proche de la source du rayon (I'obsur pour les rayons pri-
maires, une intersection rayon-objet pour les rayons skoms).

En fonction des caractéristiques de cet objet vis a vis denfédre, la teinte du pixel est calculée
par somme des composantes de lumiére (a) diffusée, (b)higflét(c) transmise par I'objet au
point d’intersection.
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6.1.2 Image du tore plat

Nous présentons ici quelques images obtenues avec ledbyicfaray. Les calculs ont été réa-
lisés sur un noeud a huit coeurs ayaftGo de RAM.

Pour réaliser ces images nous sommes partis du tore stgrafardétré par
fim't . IEz/Z2 — E37 (I‘, y) L (X(:C’ y)7 Y(ZC, y)7 Z(.T, y))

avec . )

1
X(z,y) = %(R + 7 cos 2mx) cos 2Ty
1 .
Y(z,y) = ﬂ(R + 7 cos 2z sin 27y

Z(z,y) = " sin 2
\ 2m

Le petit rayonr et le grand rayork valent respectivement2 et0.5. Ensuite, nous avons effectué
quatre corrugations :

— dans la direction dité, avec un nombre d’oscillatiofy; = 12 (figure 6.2(b))

— dans la direction dité, avec un nombre d’oscillatiofy, = 80 (figure 6.2(c))

— dans la direction dité; avec un nombre d’oscillatiofvs = 500 (figure 6.2(d))

— dans la direction dité, avec un nombre d’oscillatiofv, = 9000 (figure 6.2(e))

Une autre image compléte du 'immersion isométrique ducare2 plat aprés quatre intégrations
convexes est donnée par la figure 6.3.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

FIGURE 6.2 —Tore initial et les quatre premieres corrugations.

6.2 Zoom

Dans cette derniere section, nous donnons quelques imbggsies par intégration convexe mais
sur un petit domaine du tore carré. Comme expliqué au cleaygjtchaque fois le domaine est
réduit de maniére a avoir suffisamment de points par osoitlat
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FIGURE 6.3 —tore aprés quatre corrugations

FIGURE 6.4 —Vue intérieur du tore aprés quatre corrugations
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Premiére corrugation et Zoom

L g

Second corrugation Superposition des corrugations 1 et 2

e

Troisiéme corrugation Superposition des corrugations 2 et

Superposition des corrugations 1, 2 et 3

Superposition de 3 et 4 Superposition des corrugations 3 24

FIGURE 6.5 —-Zoom sur les quatre premiéres corrugations et superpositio
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Erreur=|id-F_0A*<,> | Erreur=|id-F_OA*<,> |
1.13

1
t0.75
05

| 3

10.25

0

(a) (b)
FIGURE 6.6 —Calcul local. a : tore initial. b : premiére corrugation

Erreur=lid-F_0A*<,> |

E1
E0‘75
0.5
.25

0

Erreur=1id-F_1A*<,> |
1.13

1
Io.75
105
fo.25
0

FIGURE 6.7 —Deuxiéme corrugation
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Erreur=lid-F_1A*< > |
113

=
Eo.75
f0.5

fo.25

0

Erreur=1id-F_2A*< > |

7
foss
05
f0.25

0

FIGURE 6.8 —Troisieme corrugation
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FIGURE 6.9 —Quatriéme corrugation
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Erreur=|id-F_0A*<,> | Erreur=id-F_0A*<,> |

1
Eo 75

Erreur=|id-F_2A"< >
1.13

l 75

Erreur=1id-F_1A*<,> |
1.13

FIGURE 6.10 —Cinquiéme corrugation
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