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1 L’idée fondamentale

Lemme 1.– Soit Mm −→ En (m < n) une sous-variété compacte C2. Alors
il existe un point p ∈Mm et un vecteur normal ξp tels que

∀X ∈ TpMm \ {O}, 〈hp(X,X), ξp〉 < 0

où h est la seconde forme fondamentale de Mm.

Remarques.– 1) Bien sûr, en prenant −ξp au lieu de ξp on change le sens
de l’inégalité. Ce qui est important ici, c’est le fait que la seconde forme
fondamentale ne s’annule pas sur la sphère unité de TpM

m i. e. ‖hp‖ 6= 0.

2) On peut remplacer l’hypothèse ”sous-variété compacte” par ”immersion
isométrique d’une variété compacte”. C’est très facile.

Démonstration.– Soient O l’origine de En et f : Mm −→ R+ la fonction
dist2(O, .) restreinte à Mm. Puisque Mm est compacte, il existe au moins
un point p réalisant le maximum absolu de f.
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Au point p on a donc

∀X ∈ TpMm, dfp(X) = 0 et d2fp(X,X) ≤ 0.

Or
dfx(X) = 2〈DXx, x〉 = 2〈X,x〉

et donc dfp = 0 ⇐⇒ 〈X, p〉 = 0 i. e.
−→
Op ∈ NpM

m. On pose ξp :=
−→
Op

‖
−→
Op‖

.

Soit γ : [−ε, ε] −→ Mm une courbe telle que γ(0) = p et γ′(0) = X. La
composante de γ′′(0) le long de ξp est

〈γ′′(0), ξp〉 = 〈hp(γ′(0), γ′(0)), ξp〉

ainsi

0 ≥ d2

dt2
f(γ(t))|t=0 = 2 d

dt (〈γ′(t), γ(t)〉) |t=0

= 2〈γ′′(0), γ(0)〉+ 2〈γ(0), γ(0)〉

= 2‖
−→
Op‖〈hp(X,X), ξp〉+ 2〈X,X〉

et donc 〈hp(X,X), ξp〉 ≤ − 1

‖
−→
Op‖
〈X,X〉. �

Corollaire.– Soit f : Mn−1 −→ En une immersion isométrique C2 d’une
variété compacte. Alors il existe un point p ∈ Mn−1 en lequel toutes les
courbures principales sont non nulles et ont même signe. En particulier, la
courbure de Gauss en ce point est non nulle et elle est positive si n− 1 est
pair.

Ainsi, il n’existe pas d’immersion isométrique de tores plats Em/Λ dans
Em+1. En fait, il n’existe pas non plus d’immersion isométrique de tore
plats Em/Λ dans Em+k avec 2 ≤ k ≤ m − 1. Pour le voir, il faut creuser
un peu l’argument précédent. C’est l’objet de la prochaine section qui est
inspirée de [2].

2 Au delà des hypersurfaces

Lemme 2.– Soient h : En×En −→ Rk une application bilinéaire symétrique
et

f : Sn−1 −→ R+

X 7−→ ‖h(X,X)‖.
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1) Si X ∈ Sn−1 est un point critique de f alors pour tout Y ∈ En tel que
〈X,Y 〉 = 0 on a

〈h(X,X), h(X,Y )〉 = 0.

De plus, si h(X,X) 6= 0 alors

h(X,Y ) = 0 ⇒ 〈X,Y 〉 = 0.

2) Si X ∈ Sn−1 est un minimum de f alors pour tout Y ∈ Sn−1 tel que
〈X,Y 〉 = 0 on a

〈h(X,X), h(Y, Y )〉+ 2〈h(X,Y ), h(X,Y )〉 ≥ 〈h(X,X), h(X,X)〉.

Démonstration.– 1) Soit H : En −→ Ek définie par H(X) = h(X,X).
On a

dHX(Y ) = h(X,Y ) + h(Y,X)

et par conséquent

dfX(Y ) := 2〈h(X,Y ), h(X,X)〉.

Par conséquent si X ∈ Sn−1 est un point critique de f , on a

〈h(X,X), h(X,Y )〉 = 0

pour tous les Y ∈ TXSn−1, c’est-à-dire tous les Y ∈ En tels que 〈X,Y 〉 = 0.

Supposons que h(X,X) 6= 0 et que Y ∈ En soit tel que h(X,Y ) = 0. On
décompose alors Y = λX + Y0 avec λ ∈ R et Y0 ∈ X⊥. On a

0 = 〈h(X,X), h(X,Y )〉

= 〈h(X,X), h(X,λX)〉+ 〈h(X,X), h(X,Y0)〉

Puisque X est un point critique et que 〈X,Y0〉 = 0, on a nécessairement
〈h(X,X), h(X,Y0)〉 = 0 d’après ce que l’on vient de faire. Par conséquent
λ = 0.

2) Soit X ∈ Sn−1 un minimum de f, Y ∈ Sn−1 tel que 〈X,Y 〉 = 0 et
γ : [−ε, ε] −→ Sn−1 une courbe définie par

γ(t) := cos t X + sin t Y.
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Puisque X est un minimum de f on a

0 ≤ d2

dt2
f(γ(t))|t=0.

Or
d

dt
f(γ(t)) = 2〈h(γ(t), γ(t)), h(γ(t), γ′(t))〉

et
d2

dt2
f(γ(t)) = 4〈h(γ(t), γ′(t)), h(γ(t), γ′(t))〉

+2〈h(γ(t), γ(t)), h(γ′(t), γ′(t))〉

+2〈h(γ(t), γ(t)), h(γ(t), γ′′(t))〉

d’où

0 ≤ d2

dt2
f(γ(t))|t=0 = 4〈h(X,Y ), h(X,Y )〉+ 2〈h(X,X), h(Y, Y )〉

+2〈h(X,X), h(X,−X)〉

et finalement

2〈h(X,Y ), h(X,Y )〉+ 〈h(X,X), h(Y, Y )〉 ≥ 〈h(X,X), h(X,X)〉.

�

Proposition.– Soit Mm une variété compacte ayant, en tout point, toutes
ses courbures sectionnelles négatives ou nulles. Alors il n’existe pas d’immersion
isométrique C2 de Mm dans Em+k avec 1 ≤ k ≤ m− 1.

Remarques.– 1 ) En particulier, il n’existe pas d’immersion isométrique
C2 des tores plats Em/Λ dans l’espace euclidien E2m−1.

2) Le théorème est optimal dans le sens suivant : il existe des plonge-
ments isométriques C2 de variétés compactes plates. Par exemple, l’inclusion
naturrelle du tore carré Tm := S1 × ...× S1 dans Cm.

Démonstration.– Soit f : Mm −→ Em+k une immersion isométrique et
p un point qui réalise le maximum de la distance de O à f(p). On pose

ξp :=
−→
Op

‖
−→
Op‖

et, d’après le lemme 1, pour tout X ∈ TpMm \ {O} on a

〈h(X,X), ξp〉 6= 0
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et donc
〈h(X,X), h(X,X)〉 > 0

Soit X0 ∈ TpMm un vecteur réalisant le minimum de X 7−→ ‖h(X,X)‖ sur
la sphère unité de TpM

m. Notons que

dim{Y ∈ TpMm | h(X0, Y ) = 0} ≥ m− k ≥ 1.

Il existe donc un vecteur unitaire Y0 ∈ TpMm tel que h(X0, Y0) = 0. D’après
le point 1 du lemme 2, on a alors 〈X0, Y0〉 = 0. L’équation de Gauss1 s’écrit

SecEm+k(X0, Y0) = SecMm(X0, Y0)+〈h(X0, Y0), h(X0, Y0)〉−〈h(X0, X0), h(Y0, Y0)〉

soit encore

−SecMm(X0, Y0) = 〈h(X0, Y0), h(X0, Y0)〉 − 〈h(X0, X0), h(Y0, Y0)〉.

Par hypothèse −SecMm(X0, Y0) ≥ 0 et puisque h(X0, Y0) = 0 on a donc

0 ≥ 〈h(X0, X0), h(Y0, Y0)〉.

D’après le point 2 du lemme 2, on a

〈h(X0, X0), h(Y0, Y0)〉+ 2〈h(X0, Y0), h(X0, Y0)〉 ≥ 〈h(X0, X0), h(X0, X0)〉.

c’est-à-dire ici

〈h(X0, X0), h(Y0, Y0)〉 ≥ 〈h(X0, X0), h(X0, X0)〉.

En cumulant les deux dernières inégalités, on obtient

0 ≥ 〈h(X0, X0), h(X0, X0)〉

ce qui est en contradiction avec le fait que pour tout X ∈ TpMm \ {O} on
a 〈h(X,X), h(X,X)〉 > 0. �

1Rappelons la forme générale de cette équation

R̃(X,Y, Z,W ) = R(X,Y, Z,W ) + 〈h(X,Z), h(Y,W )〉 − 〈h(X,W ), h(Y,Z)〉.

Rappelons également que la courbure sectionnelle d’un 2-plan engendré par (X,Y ) or-
thonormé est Sec(X,Y ) = R(X,Y, Y,X).
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3 La codimension m

Le résultat auquel on pense est le suivant : tout tore plat Em/Λ admet un
plongement isométrique C∞ dans E2m mais je n’ai pas trouvé de référence
sauf pour m = 2.

Proposition (Pinkall, [1]).– Tout tore plat E2/Λ admet un plongement
isométrique C∞ dans E4.

La démonstration se trouve dans [1]. Je ne donne ici que le procédé de
construction. Soit π : S3(1) −→ CP 1 ' S2(1) une fibration de Hopf et
γ : S1 −→ S2(1) une courbe régulière plongée de support Γ. On note TΓ la
pré-image π−1(Γ).

Définition.– Le tore pré-image TΓ est appelé un tore de Bianchi-Pinkall
ou parfois un tore de Hopf .

Notons L la longueur de Γ et A ∈ [−2π, 2π[ l’aire (signée) enclose par γ.
Précisément, si c est une 2-châıne de S2(1) telle que ∂c = γ alors A =

∫
c ω

où ω et la forme d’aire canonique de S2(1). Notons que, quitte à changer
l’orientation de γ, on peut supposer A ∈ [0, 2π].

Proposition.– Le tore TΓ est isométrique au tore plat E2/Λ où Λ est le
réseau Ze1 ⊕ Ze2 engendré par e1 := (2π, 0) et e2 := (A2 ,

L
2 ).

Remarque.– Si Γ est un grand cercle de S2(1) alors (A/2, L/2) = (π, π)
et TΓ est un tore carré.
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L’image de ce tore après une projection stéréographique convenable est un
tore de révolution de E3.

Quelques exemples d’images par la projection stéréographique de tores de

Bianchi-Pinkall (illustrations tirées du site GeometrieWerkstatt).

L’inégalité isopérimétrique sur la sphère s’écrit

(A/2− π)2 + (L/2)2 ≥ π.

Les réseaux que l’on peut obtenir par la construction de Pinkall sont donc
ceux engendrés par (2π, 0) et un autre vecteur pointant dans la zone colorée
ci-dessous à gauche :

A gauche : les réseaux que l’on peut obtenir par la construction de Pinkall. A

droite : un domaine fondamental de l’espace des réseaux.

Cette zone couvre un domaine fondamental de l’espace des réseaux. Ainsi,
tous les tores plats de dimension deux sont réalisés par la construction de
Pinkall.
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