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Equation de Richards :
86 — div (k (9) VP) = 0,

ou 0 = ¢ S : la fraction volumique du liquide, P : pression du liquide.
Pression capillaire (statique) :

Pc(0) = Pa— P.
Conductivité hydraulique :

_kk©
k(o) =K==

Classiquement : P; et k/ fonctions univoques de 6.

S S
Pression capillaire dynamique [1] :
Pa— P = P;(0) — 79:6. (1)
7 : coefficient de relaxation.
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Prise en compte du caractere dynamique de la pression capillaire

Présentation du

oo Introduction de la pression capillaire dynamique (1) dans I'équation de
conservation de la masse :

Modsle incluant la pression
capillaire dynamique.

ko ol = 010 — 7 div(k(0) V (0:0)) +div (k (0) P; (§) V8) =0 (2)

Les propriétés du
modgle

Un sohéma Q un ouvert bornée de R”, a frontiére localement lipschitzienne.

numérique entropique

Simulations

Cadre d’étude simplifier :

Conclusion et
perspectives

@ milieu isolé,

@ 7 constant,

@ gravité négligée,

@ flux massique nul sur le bord du domaine €,
@ 4(x,t=0)=06p(x), VxeQ.
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Littérature

Littérature J

L'étude des EDPs d’ordre 3 ne sont pas trés présentes dans la littérature.

L. Pego, A. Novick-Cohen : 7 et k constants [2].

C. Cuesta, J. Hulshoff, C. van Duijn : ondes progressives (linéaire)
(31 [4].

Peu de références sur les EDPs non-linéaires dégénérées d’ordre 3 [5].
= méme |'étude du probléme régularisé présente un intérét.
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ct bléme régularisé

Régularisation :

ke (0) =k (e +6")
Peo(0) = Peo(e+067)
ol 0% (x,t)=sup(6(x, t),0)

Considérations pour le probleme non dégénéré :

1.0 < me < ke (0) < Mk < o0,
2.0 < mp < |Pee(0)] < Mp < c0.

(pb.reg) = formulation variationnelle associée au modele régularisé,

0. sa solution.
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Approximation de Galerkin

Méthode de Galerkin :
@ {q;};. une base de H' (Q),

Présentation du
modeéle

@ Vy = Vect{au, - ,an} 'espace de discrétisation.

Existence d'une
solution globale pour
le probléme régularisé

Approximation de Galerkin
Théore

Les propriétés du N

modele

5 OSN(Xat) ::Zci(t) O‘i(X)a
Un schéma

numérique entropique i=1

Simulations

ou les coefficients ¢; (t) vérifient :

Conclusion et
perspectives

/ 8[951\/ CYI dX+/ T ngv (81951\/) VO[] dX —/ kENPéVENVGMVaj dX = 0
Q Q Q

= Probleme de Cauchy :

A(c) dilgt) =B(c)c p.p.sur]o, T| @

¢ (0) = /900 (x) ai(x) dx.
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Pouri,j=1,---,N:

c(t)y=(cr,-,cn)'
Aji(c) = fQ aiajax + fQ T KenVaVag dx
Bii(c) = fQ KenPe enVaiVaoy dx

Proposition

Il existe un Ty > 0 tel que le probléeme (6) admet une unique solution
appartenanta C'[0, Ty].

Preuve : A(c) est une matrice symétrique définie positive.

ANDRA, ICJ

J. Bodin Journées MoMas$ : Ecoulements Multiphasiques 5 Septembre 2008



Existence globale en temps

Présentation du
modeéle

Proposition
Existence d'une
solution globale pour
le probléme régularisé

e . Il existe des constantes C indépendantes de Ty telles que pour tout
- = tel0, T, :

Les propriétés du
modle

Uneste 10t 0enll 2 (0. 1 12)) < C IV (80wl 2(0, 1, 12(0)m) < C
(0. 62(@) (0. t2@")

numérique entropique

Simulations

Conclusion et Preuve : o — Otf:-n = Ef\l:1 CI{ (t) e} (X) dans (5)

perspectives

Conclusion )

Pour tout T > 0, la solution du probléme variationnel approché existe et
appartienta C' ([0, T]; V).
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Estimations a priori et théoréme d’existence

Proposition

Présentation du
modeéle

EFETERT Il existe des constantes C indépendantes de N telles que :

solution globale pour
le probléme régularisé

: - HeeN”[_oo (0, T L2(Q)) < Cc ”atesN”Lz(o7 T; LZ(Q)) < (0}
Les propriétés du
<C l \/a \Y (atesN)H/_z(o, T L2(@)") <C

modéle

Un schéma HV06N||L2(0’ T: Lz(mn)

numérique entropique

Simulations

Conclusion et
perspectives

Preuve : a; — fv = SN, Gi (t) i (X).

Théoreme

Il existe une solution faible 6. du probleme (pb.reg) avec :

0. € H' (07 T H' (Q)) :

De plus 6- > 0 p.p. sur]0, T x Q.

Remarque : estimations introduites dépendant de m.
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Entropie mathématique et principe du maximum

Lentropie mathématique £ vérifie :

1
" _
::j:\’:amndu g (0) B kg (0) '

Existence d'une

solution globale pour On appellera variable entropique, notée ¢, la primitive de £” :

le probléme régularisé
Les propriétés du ) df

modéle 0= E (9) = ; K (f) + Cs. (7)

Un schéma
numérique entropique

Théoréme

Simulations

Conclusion et Soit 0. la solution du probleme (pb.reg). On a alors :

perspectives

essinf O (X) < 6- (x, t) < esssup Oy (X), p.p.sur]0, T[x Q
xXeQ XeQ

Majoration :

ut (x, t) =max (- (x, t) — 05>, 0) avec 6> = esssup o (X)
XEQ

Fonction test ¢ dans la formulation variationnelle de (pb.reg) :

. dy
k(e+o+07%)"
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Estimation d’entropie

Présentation du
modeéle

Existence d'une

solution globale pour
le probléme régularisé

e La solution 6. du probleme (pb.reg) vérifie :

Proposition

e U IV8ellioo (o, 7. 120)) < € OU ®)

Un schéma
numérique entropique

c-2 / € (6o) dx + / V60 (x)[2dlx.
T Ja Q

Conclusion et
perspectives

Preuve : fonction test — variable entropique ¢ avec Cs = 0.

= 9 </£(65)dx+£/|vee|2dx) <0 pp. surlo, T[.
Q Q
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Existence d’une solution pour le probléeme dégénéré

Présentaton du Si I'on suppose qu'il existe une constante M telle que

modeéle

Existence d'une Sup k (X) |Pé| < M’

solution globale pour
le probléme régularisé x€[0,1]
s

Les propriétés du

alors on obtient les estimations, indépendamment de my :

globale pour e probiéme

deginsvf ||05 ||L2(O T Lz(n ) C
bieinn IVOell oo (0, 7 12(0)) < € -
— o 1laerim <O
S |- ve. 20,7 2@) vk c
|| S \V4 (8105)”@(0, T Lz(Q)) g
i

estimation pour V (9:0.) dans L7 ((]0, T[ x Q),q > 1?
OUI, car
T 1 C
5 S0,
| few

Conclusion : On peut maintenant passer a la limite e — 0, et la limite
satisfait (2).
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Formulation variationnelle entropique du probléme (pb.reg)

Nouvelle variable :

Présentation du

modgle 0 d
po=fO)= | 2.
solution globale pour 0 k (4)0)

le probléme régularisé

Les propriétés du

Formulation variationnelle entropique de (pb.reg):

Trouver ¢ € H' (0, T; H' ()) telle que :

Conclusion et
perspectives

s Aauva—Akww»%wwmvumVWn
+/ k(0 (p)B:VO () Vvdx =0, p.p.sur]o, T[, ¥ve H' (Q), (9)
Q

avec la condition initiale

0o(x)
wmm=mmzl ;%5ewm» (10)

(pb.entrop) = (9)-(10).
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Discrétisatiol bleme (pb.entrop)

ReC @ {a;},. une base de H' (Q).
modeéle

Existence dune @ [0, T] — N+ 1 intervalles égaux de longueur At = T/(N + 1).

solution globale pour
le probléme régularisé

: - @ Définition récursive des éléments 9, --- , N, de Vi, :
modele

Un schéma

numérique entropique

e — 9 = projeté orthogonal de ¢ sur Vi, dans H' (Q).

entropique
E

— @f, n >0 connu, pI*" définit par la relation :

Simulations

Conclusi 1

Soncuson e / 0 (ep™") —0(eh)
0 At

o [k (o () VHELTIED o o
P

,/Qk(g( "+1)) ( ( "+‘))ve( "“)whdx:o Vi € Vh.

(11)

vh dx
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Existence d’une solution pour le schéma entropique

Présentation du
modeéle

Existence d'une
solution globale pour
le probléme régularisé

Les propriétés du
modéle

Existence d'une solution
éma numérique

ce
Simulations

Conclusion et
perspectives

Proposition
Soitn € N. Supposons p, n > 0 connu. Le schéma numérique défini
par la relation (11) admet une solution ¢** € Vi,

Preuve :
)

(@) ) = [ (0(6)~ 0 (o)) v
+ [ 7k (0(60) (V0 (er) — V0 () Trn

fAt/Qk(G () Pl (0(€n)) VO (6n) TV dX Vi € Vi
(12)

@ Point fixe de Brouwer.

ANDRA, ICJ
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Premiéres estimations a priori

@ Objectif : Solution du schéma numérique (11) converge vers la
fiésentalcnl solution du probléme variationnel (pb.entrop) quand At — 0 et

modeéle

Existence d'une h — OQ.

@ Méthode : h — oo, puis At — 0.

e probléme régularisé
Proposition

Les propriétés du
modéle

Un schéma
numeérique entropique

Il existe des constantes C indépendantes de h telles que I'on ait les
Smulations estimations :
Conclusion et n\2 <
e 1<T3KI(+1 /Q (¢h)”dx < C, (13)
ny 2
<
1gT£K/(+1/Q|VQ (en)["dx < C, (14)
N+1
Aty [ 1PL(@ (D) 196 () ax < C. (15)
n=1 79

Preuve : v, = ¢} dans (11).
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Théoréme de convergence en espace

Théoréme
Existence d'une

RECede  Quand h — oo, la suite {¢f, n=0,--- N+ 1}, de V)2 converge
Les propiétés du fortement dans L2 (Q)V*2 vers {¢", n=0,--- , N+ 1} solution du

modéle N .
probléme discret :

9<Son+1) *0(30’])
/Q At

ey + /Q k (0(™")) VO (") VO gy g (16)

Présentation du
modeéle

Un schéma

v dx

At
—/ﬂk (0 (gon+1)) P, (e (cpn+1)) Y (gon+1) Vvdx=0 YveH (Q)

Avec la condition initiale ©° (x) = o (x).
D’autre part la convergence de la suite {¢}, n=0,--- ,N+1}, de V)'*2
vers {¢", n=0,---,N+ 1} est faible dans H' (Q)"*?
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Secondes estimations a priori
Présentation du

Proposition
modeéle

Existonce dune Pour 0 < n < N, il existe des constantes C indépendantes de At telles

solution globale pour

NSRS  que ['on ait les estimations :

Les propriétés du
modéle

o™ — 0\
numérique entropique At Z / <> dX < C (1 7)

Sm\ulanor\: 0 n+1 9
Conclusion et A[‘Z / ) V ) v ) 2

perspectives

Prolongement sur [0, T] :
@ Oar (@) () =0 (") site]nAt,(n+1)At],n=0,---,N.

@ da: (¢) () une application continue de [0, T] dans H' (), linéaire
sur [nAt, (n+ 1) At], et égale a0 (¢"") au point (n+ 1) At.
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Théoréme de convergence de la solution du schéma numérique vers la solution de (pb.entrop)

Présentation du
modeéle

Existence d'une
solution globale pour
le probléme régularisé

Il existe une constante C indépendante de At telle que les deux
modele fonctions définies ci-dessus vérifient

Les propriétés du

Un schéma
numeérique entropique

|0Af (90) - gAf (30)‘%2(0’7'12(9)) < T Cc

Convergence
Simulations

Conclusion et
perspectives

Théoreme

Quand At — 0, les suites 6 () et 0ar () convergent fortement dans
L% (0, T; L2 (Q)) vers 0 (y) solution du probléme variationnel non

dégénéré (pb.entrop), et de maniére faible dans H' (0, T; H' (Q)).
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Simulations

=04 K=511x10"12 m?
(BC) Py =5x 10 Pa | (BC) A =2
Sr=5x 1072 4=1x10"3 kg.m— 15!
Présentation du
modéle
- R - —
Existence d'une
solution globale pour
le probleme régularisé oz 0] /
Les propriétés du oz 022 //
modéle az =
Un schéma o y
numérique entropique o oz
Simulations o |
Conclusion et o ose]
perspectives . 0ir]
o . - -
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Conclusion et perspectives

Conclusion J

ALkt Introduction du modéle de pression capillaire dynamique dans I'équation
BT de Richards :

solution globale pour
le probléme régularisé

s rortén o @ existence d’une solution globale pour le probléme dégénéré
modele (k (0) — 0),

Un schéma

U @ une régularité de la solution supérieure a la régularité qu’on obtient
Simulations .
: pour Richards,

Conclusion et

perspectives

@ principe du maximum,

@ schéma numérique entropique stable et convergent,
indépendamment de la dégénérescence de k.

Perspectives )

@ Flux massique non nul.

@ Simulations.
@ Ecoulements multiphasiques avec pression du gaz non constante.
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