
Li
en
e 3-ième année 13 janvier 20102009�2010Corrigé de l'examen de Géométrie élémentaireExer
i
e 1 On se pla
e dans l'espa
e eu
lidien R
n et on 
onsidère les hyperplans Hij =

{(x1, . . . , xn) ∈ R
n| xi = xj}, 1 ≤ i < j ≤ n. On notera B = {e1, . . . , en} l'ensemble desve
teurs de la base 
anonique (orthonormée) de R

n.Notons G le sous-groupe de O(n) engendré par les ré�exions orthogonales rij d'hyperplans
Hij .1. Trouver le 
omplement orthogonal de Hij. Puis donner la matri
e de rij exprime dansla base 
anonique.Soit 1 ≤ k ≤ n, tel que k 6= i, j. On voit immédiatement que le ve
teur ei − ejest orthogonal à Hij. Puisque dimHij = n − 1 on obtient que dimH⊥

ij = 1. Don

H⊥

ij = R(ei − ej). D'où rij(ei − ej) = ej − ei. Mais rij(ei + ej) = ei + ej (
ar
ei + ej ∈ Hij). On a alors rij(ei) = ej et rij(ej) = ei. Comme rij(ek) = ek si k 6= i, j,on en déduit la matri
e de rij exprimée dans la base 
anonique,
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où les 
oe�
ients diagonaux égaux à zéro sont en position i et j, et tous les 
oe�-
ients impli
ites sont égaux à zéro.2. Montrer que B est stable par l'a
tion de G (i.e. ∀g ∈ G, g(B) = B). En déduire unmorphisme de groupe ϕ : G → Sn, où Sn désigne le groupe des permutations à néléments.Nous venons de montrer que les ré�exions rij stabilisent B. Le groupe G étant engen-dré par 
es éléments, il stabilise B également. Ainsi G agit sur B, et par dé�nitiond'une a
tion de groupe, on a un morphisme
ϕ : G→ {f : B → B|f bije
tive} .Comme B est de 
ardinal n, le groupe de ses bije
tions est isomorphe à Sn, d'où lemorphisme annon
é. 1



3. Montrer que ϕ est un isomorphisme de groupe.Le morphisme ϕ est de noyau réduit à l'identité, 
ar la seule transformation linéaire�xant une base est l'identité. D'autre part, ϕ est surje
tive 
ar l'image des ré�exions
rij sont les transpositions de i et j, qui engendrent le groupe Sn (on aurait égalementpu démontrer la surje
tivité en montrant que les deux groupes ont même 
ardinal).Ainsi ϕ est bien un isomorphisme.4. Montrer que les éléments de G 
orrespondent dans la base 
anonique de R

n auxmatri
es ayant un seul 
oe�
ient non nul par ligne et par 
olonne, 
e 
oe�
ientétant égal à 1.Les matri
es rij (voir la partie 1) ont pour propriété d'avoir un seul 
oe�
ient nonnul par ligne et par 
olonne, 
e 
oe�
ient étant égal à 1. On voit aisément que 
ettepropriété est stable par produit, et don
 est satisfaite par tout élément de G. Ré
ipro-quement, si g est l'endomorphisme de R
n 
orrespondant dans la base 
anonique à unetelle matri
e alors g(ei) = ej et g(B) = B. En utilisant 3 on 
on
lut que g ∈ G.Exer
i
e 2 1. Soit H = {(x0, . . . , xn) ∈ R

n+1| x0 + . . . + xn = 1}. Montrer que H estun sous espa
e de l'espa
e a�ne R
n+1.On a H = (1, 0, . . . , 0) +

−→
H , où −→

H est l'hyperplan ve
toriel
{(x0, . . . , xn) ∈ R

n+1| x0 + · · ·+ xn = 0} .Il en dé
oule que H est un sous espa
e a�ne de R
n+1.2. Soit X un espa
e a�ne réel de dimension n et soit {p0,p1, . . . ,pn} une base de X(i.e. la famille de ve
teurs (−−→p0pi)1≤i≤n est libre). Soit

s : H → X, (x0, . . . , xn) 7→

(

p0 p1 · · · pn

x0 x1 · · · xn

)

,où (

p0 p1 · · · pn

x0 x1 · · · xn

) est le bary
entre de points pondérés (pi, xi)0≤i≤n. Montrerque s est une bije
tion a�ne.Soit (x0, . . . , xn) ∈ H et m = s((x0, . . . , xn)). On a alors ∑n

i=0
xi
−−→mpi =

−→
0 , i.e. m =

p0 +
∑n

i=1
xi
−−→p0pi. Or, l'appli
ation dé�nie sur −→H par −→s ((x0, . . . , xn)) =

∑n

i=1
xi
−−→p0piest trivialement linéaire, d'où s est une appli
ation a�ne. De plus, (−−→p0pi)1≤i≤n étantlibre, le noyau de −→s est l'ensemble des éléments de −→

H de la forme (x0, 0, . . . , 0), ilse trouve don
 être réduit à zéro. Comme −→
H et −→

X sont de même dimension il endé
oule que −→s est un isomorphisme linéaire, et s une bije
tion a�ne.Si m = s((x0, . . . , xn)) alors {x0, . . . , xn} sont les 
oordonnées bary
entriques de mpar rapport à {p0,p1, . . . ,pn}.3. Montrer que si f : X → X est une bije
tion a�ne alors les 
oordonnées bary
en-triques de m par rapport à {p0,p1, . . . ,pn} 
oïn
ident ave
 les 
oordonnées bary
en-triques de f(m) par rapport à {f(p0), f(p1), . . . , f(pn)}.2



Soit (x0, . . . , xn) les 
oordonnées bary
entriques de m par rapport à {p0,p1, . . . ,pn}.On a alors ∑n

i=0
xi
−−→mpi =

−→
0 . En appliquant −→

f , la partie linéaire de f , à 
etteégalité, on obtient ∑n

i=0
xi

−→
f (−−→mpi) =

−→
0 . Or, par dé�nition de −→

f , on a −→
f (−−→mpi) =

−−−−−−−→
f(m)f(pi). En substituant dans la somme pré
édente on est 
onduit à ∑n

i=0
xi

−−−−−−−→
f(m)f(pi) =

−→
0 , 
e qui montre que f(m) a pour 
oordonnées bary
entriques (x0, . . . , xn) par rap-port à {f(p0), f(p1), . . . , f(pn)}, 
omme attendu.4. Soit P = {p0,p1, . . . ,pn} et Q = {q0,q1, . . . ,qn} deux bases de X. Soient m ∈ X,
{x0, . . . , xn} les 
oordonnées bary
entriques de m par rapport à P et {y0, . . . , yn}les 
oordonnées bary
entriques de m par rapport à Q. Pour 
haque 0 ≤ i ≤ n, soit
{qi0,qi1, . . . ,qin} les 
oordonnées bary
entriques de qi par rapport à P. Montrer que

xi =

n
∑

i=0

qijyi.Par dé�nition des 
oordonnées bary
entriques, on obtient, en reprenant les notationsde l'énon
é, ∑n

i=0
yi
−−→mqi =

−→
0 et ∑n

j=0
qij

−−→qipj =
−→
0 . En introduisant le point m dansla se
onde relation, on en déduit que −−→mqi =

∑n

j=0
qij

−−→mpj. Nous pouvons alors sub-stituer −−→mqi dans la première égalité obtenue, et aboutir à ∑n

j=0
(
∑n

i=0
qijyi)

−−→mpj =
−→
0 . Cela montre que ∑n

i=0
qijyi est la ime 
oordonnée bary
entrique de m par rapportà P, et par uni
ité des 
oordonnées bary
entriques (montrée à la question 2) on ob-tient xj =

∑n

i=0
qijyi.Exer
i
e 3 On se pla
e dans l'espa
e R

3, muni de sa stru
ture a�ne eu
lidienne.On 
onsidère l'enveloppe 
onvexe E des 4 points suivants :A = (1, 1, 1), B = (−1,−1, 1), C =
(−1, 1,−1) et D = (1,−1,−1).1. Montrer que E 
oïn
ide ave
 un tétraèdre régulier en pré
isants ses sommets.Le tétraèdre T de sommets A, B, C et D est un 
onvexe 
ontenant 
es quatre points.Ainsi E ⊂ T . Ré
iproquement, E 
ontient le segment AB ainsi que tout segmentjoignant C à un point de AB. Ainsi E 
ontient le triangle ABC, ainsi que toutsegment joignant D à un point de ABC. Autrement dit E 
ontient le T . Don
 E = T .On véri�e aisément que les arêtes du tétraèdre T sont toutes de même longueur. Don


E = T est un tétraèdre régulier.2. Étant donné une bije
tion a�ne g de R
3, quelle est la relation entre l'enveloppe
onvexe de {g(A), g(B), g(C), g(D)} et E ? Justi�er votre réponse. Que peut-on direde 
et enveloppe si g ∈ G ?D'après le 
ours, étant donnée une appli
ation a�ne g, l'enveloppe 
onvexe de g(A),

g(B), g(C) et g(D) est égale à l'image de l'enveloppe 
onvexe de A, B, C et D par
g, 
.à.d. g(E). Don
, si g ∈ G alors l'enveloppe 
onvexe de g(A), g(B), g(C) et g(D)est E.3. Démontrer que G préserve l'ensemble {A,B,C,D}. En 
onsidérant S4 
omme legroupe des permutations de {A,B,C,D}, en déduire l'existen
e d'un morphisme degroupes ψ : G→ S4.Soit g ∈ G. Notons que l'enveloppe 
onvexe de g(A), g(B), g(C) et g(D) est3



� d'une part (voir l'argument de 1) un tétraèdre de sommets g(A), g(B), g(C) et
g(D),� d'autre part (voir 2) E, qui est (d'après 1) un tétraèdre de sommets A,B,C et D.Don
 g préserve l'ensemble {A,B,C,D}. Pour démontrer l'existen
e de ψ on appliquel'argument de l'exer
i
e 1.2.4. Montrer que G est un sous-groupe de GL(3,R).L'isobari
entre de {A,B,C,D} est 0. Si g préserve {A,B,C,D} alors g préservel'isobari
entre de {A,B,C,D} (proposition du 
ours), i.e. g(0) = 0. Don
, G ≤

GL(3,R).5. Pour 
haque transposition τ ∈ S4 trouver un gτ ∈ G tel que ψ(gτ ) = τ .Soit τ la transposition qui permute les sommets A et B. Soit H le plan 
ontenant lespoints C, D et le milieu du segment [AB]. Alors la ré�exion orthogonale par rapportà H �xe C et D, et permute A et B. Les 
inq 
as qui restent sont analogues.6. En déduire que(a) ψ est surje
tif ;Selon 5, ψ(G) 
ontient toutes les transpositions de S4. Les transpositions de S4engendrent S4. D'où le résultat.(b) ψ est un isomorphisme ;Si g ∈ ker(ψ) alors g �xe A, B, C et D, qui sont 4 point non 
oplanaires. Don

g = Id. Par 
onséquent ψ est inje
tif, 
'est don
 isomorphisme d'après le pointpré
édent.(
) G est un sous-groupe de O(3).Soit g ∈ G. Comme G ≤ GL(3,R) alors on peut identi�er g et son appli
ationlinéaire Lg. Pour voir que g ∈ O(3), il su�t de véri�er que g préserve le produits
alaire sur une base de R

3, par exemple {
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD}. Dans la mesure où genvoie une arête du tétraèdre E sur une arête de E, et où le tétraèdre E estrégulier (toutes les arêtes ont même longueur et l'angle entre deux arêtes vauttoujours π/3), alors g préserve le produit s
alaire entre les ve
teurs de la base.Ainsi G ≤ O(3).7. On note ε : S4 → Z2 la signature et det le déterminant. Montrer que pour tout g ∈ Gon a ε(ψ(g)) = det(g), et en déduire que le groupe G+ = G ∩ O+(3) des isométriesdire
tes qui préservent E est d'ordre 12.La 
omposition de ε et ψ est un morphisme de groupe. Comme il 
oïn
ide ave
 ledéterminant sur les ré�exions rij pour tout i, j, et que 
es dernières engendrent legroupe G, l'égalité ε ◦ ψ = det s'ensuit. Le sous-groupe des isométries dire
tes estdon
 isomorphe au sous-groupe alterné A4 des permutations paires, qui est d'ordre

12.8. Dé
rire expli
itement les 12 isométries de G+.1. l'identité ;2. la symétrie orthogonale d'axe (Ox) ;3. la symétrie orthogonale d'axe (Oy) ;4. la symétrie orthogonale d'axe (Oz) ;4



5. la rotation d'axe (OA) et d'angle π/3 ;6. la rotation d'axe (OB) et d'angle π/3 ;7. la rotation d'axe (OC) et d'angle π/3 ;8. la rotation d'axe (OD) et d'angle π/3 ;9. la rotation d'axe (OA) et d'angle −π/3 ;10. la rotation d'axe (OB) et d'angle −π/3 ;11. la rotation d'axe (OC) et d'angle −π/3 ;12. la rotation d'axe (OD) et d'angle −π/3.Remarque : l'axe (Ox) est aussi la droite qui passe par le milieu I de l'arête AD etle milieu J de l'arête BC. De même, (Oy) et (Oz) passent par les milieux de deuxarêtes opposées.
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