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he 2 - Constru
tions à la règle et au 
ompas
Considérons le plan dans lequel nous distinguons deux points : O = (0, 0) et I = (1, 0).Dé�nition : les points du plan dits 
onstru
tibles sont énumérés 
i-dessous :� O et I.� les point d'interse
tion de droites (M1M2) et (N1N2) distin
tes, pour M1,M2, N1, N2 despoints 
onstru
tibles.� les points d'interse
tion de la droite (M1M2) et du 
er
le C(N1, N2) 
entré en N1 et passantpar N2, pour M1,M2, N1, N2 des points 
onstru
tibles.� les points d'interse
tion de 
er
les C(M1,M2) et C(N1, N2) distin
ts, pour M1,M2, N1, N2des points 
onstru
tibles.Dé�nition : un nombre réel x est dit 
onstru
tible si 
'est l'abs
isse d'un point 
onstru
tible.À titre d'exer
i
e préliminaire on pourra démontrer qu'un nombre réel x est 
onstru
tible siet seulement si le point (x, 0) est 
onstru
tible.Exer
i
e 1Montrer que l'ensemble C des nombres 
onstru
tibles est un sous-
orps de R qui est stable par ra
ine
arrée (
e qui signi�e que la ra
ine 
arrée d'un nombre 
onstru
tible positif est un nombre 
onstru
tible).Indi
ation : pour la stabilité par le produit et l'inverse on pourra utiliser Thalès ; pour la stabilité parla ra
ine 
arrée on pourra utiliser Pythagore.Vo
abulaireOn dira qu'une droite est 
onstru
tible si elle passe par au moins deux points 
onstru
tible.On dira qu'un 
er
le est 
onstru
tible si son 
entre est 
onstru
tible et qu'il passe par aumoins un point 
onstru
tible.On dira en�n qu'une �gure est 
onstru
tible si elle peut être tra
ée à l'aide de droites et de
er
les 
onstru
tibles.Exer
i
e 2Montrer que les �gures suivantes sont 
onstru
tibles ?� un 
arré d'aire égale à 1.� un 
arré d'aire égale à 2.� un 
er
le de 
ir
onféren
e égale à π.� un 
arré d'aire égale à √

2.� un triangle équilatéral ins
rit dans le 
er
le de rayon 1 
entré en l'origine.
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Un peu d'algèbreSoit K ⊂ L une in
lusion de 
orps. En parti
ulier L est un K-espa
e ve
toriel, et on note
[L : K] sa dimension, qu'on appelle aussi degré de L sur K. Si on a K ⊂ L ⊂ M alors
[M : K] = [M : L] · [L : K].On dit qu'un élément a ∈ L est algébrique sur K si il existe un polyn�me P ∈ K[X] telque P (a) = 0. On note alors K(a) le plus petit sous-
orps de L 
ontenant a et K. On peutmontrer qu'il existe un unique polyn�me unitaire irrédu
tible Q ∈ K[X] tel que Q(a) = 0,appelé polyn�me minimal de a, et que [K(a) : K] = deg(Q).Exemple : √2 est un algébrique sur Q, de degré 2. En e�et, √2 est ra
ine de X2 − 2.Critère de Wantzel (admis) : tout nombre 
onstru
tible est algébrique, et son degré estune puissan
e de 2.On admettra également que π n'est pas algébrique sur Q.Exer
i
e 3Les �gures suivantes sont-elles 
onstru
tibles ?� un 
arré d'aire égale à 3

√
2.� un 
er
le de 
ir
onféren
e égale à 1.� un 
arré ins
rit dans le 
er
le de rayon 1 
entré en l'origine.� un 
er
le de 
ir
onféren
e égale à √

2.� un 
er
le d'aire égale à √
2π2.Angles et polyg�nes réguliers 
onstru
tiblesOn dit que l'angle orienté de mesure θ est 
onstru
tible si le point M du 
er
le de rayon 1
entré en O tel que ( ~OI, ~OM) = θ est 
onstru
tible. Cela revient à dire que cos(θ) est unnombre 
onstru
tible.On dit que le polyg�ne régulier à n 
�tés est 
onstru
tible si l'angle orienté de mesure 2π

n l'est.Exer
i
e 4 : 
onstru
tibilité de l'hexagone régulierNous allons démontrer que l'hexagone régulier est 
onstru
tible.1. Soient m et n des nombres entiers premiers entre eux. Montrer que l'angle orienté de mesure 2π
mn est
onstru
tible si et seulement si les angles orientés de mesures respe
tives 2π

m et 2π
n sont 
onstru
tibles.2. Con
lure à l'aide de l'exer
i
e 2.3. Donner une démonstration plus géométrique de la 
onstru
tiibilité de l'hexagone régulier.Exer
i
e 5Le polyg�ne régulier à 2n 
�tés est-il 
onstru
tible ?Exer
i
e 6 : 
onstru
tibilité du polyg�ne régulier à 15 
�tés1. Nous allons 
ommen
er par démontrer que le pentagone régulier est 
onstru
tible.2



(a) Remarquer que ω = e2iπ/5 est une ra
ine de X4 + X3 + X2 + X + 1, et en déduire que
cos(2π

5
) + cos(4π

5
) + 1

2
= 0.(b) Montrer que cos(2π

5
) et cos(4π

5
) sont les ra
ines de X2 + X

2
− 1

4
.(
) Con
lure.2. Le polyg�ne régulier à 15 
�tés est-il 
onstru
tible ?3. Et 
eux à 30, 60 et 120 
�tés ?Exer
i
e 7 : le polyg�ne régulier à 9 
�tés1. Posons ω = e2iπ/9. Démontrer que le degré de ω est algébrique de degré 6 sur Q.2. Véri�er que ω + 1

ω = 2cos(2π
9

), et en déduire que ω est algébrique de degré 2 sur Q(cos(2π
9

)).3. Con
lure en utilisant le 
ritère de Wantzel.4. En déduire un 
ontre-exemple pour le problème de la trise
tion de l'angle.
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