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Introdu
tionEtre bon en mathématiques est une 
ondition qui n'est ni né
essaire, nisu�sante pour être un ex
ellent joueur de billard, mais 
ela peut être trèsutile. Outre le fait que la mathématique soit le seul langage universel, elleest à la base de nombreux domaines : � La mathématique, 
'est la reinedes s
ien
es.�, é
rivait le mathémati
ien Gauss. 1 Ce sujet pourrait don
s'adresser à tous 
eux qui pensent que les mathématiques sont une s
ien
epeu utile voire ennuyeuse.Le billard est apparu sous Louis XI sous forme de tables re
ouvertes dedrap sur lequel on poussait des billes au moyen de bâtons re
ourbés à leurextrémité. Le général Mingaud, au XIXè siè
le, fut le premier à réaliser dese�ets ave
 les boules, grâ
e notamment au bout 
uivré de la queue. Cethomme inspira le mathémati
ien Gaspard Gustave Coriolis 2 qui rédigea unouvrage intitulé � La Théorie Mathématique des E�ets de Jeu de Billard �.Pourquoi étudier le billard dans un sujet mathématique ? me demanderait-on. La réponse est évidente : le billard ne laisse rien au hasard, tout estprévisible. Par exemple, un rebond obéit aux mêmes lois que 
elles régissantla ré�exion de la lumière sur un miroir. La boule rebondit sur la bande enfaisant un angle égal à l'angle sous lequel elle l'a tou
hée. En d'autres termes,lorsqu'une boule ren
ontre une paroi, elle est ré�é
hie selon les lois dé�nies1Johann Carl Friedri
h Gauss est allemand et est né en 1777. Il étudia les mathéma-tiques, l'astronomie et la physique. Doté d'un grand génie et surnommé le "prin
e desmathématiques", il est 
onsidéré 
omme l'un des plus grands s
ienti�ques et mathémati-
ien de tous les temps. A la �n du XVIIIè siè
le, il formula la méthode des moindres 
arréset une 
onje
ture sur la répartition des nombres premiers, 
onje
ture qui fut prouvée parJa
ques Hadamard en 1896. Il fut le premier à démontrer rigoureusement le théorèmefondamental de l'algèbre ; en fait, il produisit quatre preuves entièrement di�érentes de 
ethéorème tout au long de sa vie, et 
lari�a 
onsidérablement le 
on
ept de nombre 
om-plexe. Il apporta aussi d'importantes 
ontributions en théorie des nombres ave
 son livrepublié en 1801, Disquisitiones arithmeti
ae. Gauss dé
ouvrit la possibilité de géométriesnon-eu
lidiennes mais ne publia jamais 
e travail. Bien d'autres travaux plus intéressantsles uns que les autres furent publiés. Il mourut à Hanovre, en Allemagne, en 1855. Enhommage à son génie, son portrait �gurait sur les billet de dix Marks allemands.2Gaspard Gustave Coriolis, mathémati
ien et ingénieur français, est né en 1792 à Paris.Il devient enseignant à l'E
ole polyte
hnique en 1816, à l'âge de 24 ans. En 1829, Coriolis
ommen
e à enseigner l'analyse géométrique et la mé
anique à l'E
ole Centrale des Artset des Manufa
tures. Coriolis est avant tout 
onnu du "grand publi
" grâ
e à la for
e quiporte son nom et qui 
orrespond à une loi de la 
inématique : Toute parti
ule en mouvementdans l'hémisphère nord est déviée vers sa droite (vers sa gau
he, dans l'hémisphère sud).Il mourut en 1843 suite à de nombreux problèmes de santé.3



par Des
artes. 3 Si, par exemple, nous voulons tou
her une bille en utilisantune seule bande, il nous faudra don
 viser le symétrique de la bille par rap-port à la bande 
hoisie. On aurait pu aussi étudier les 
as de billard dé�nispar des polygones, 
omme un triangle ave
 angles aigus, un pentagone ouo
togone... Mais 
eux-
i sont trop 
ompliqués. Nous avons dé
idé de nouspen
her sur un problème plus simple et non des moins intéressants : le 
asd'un billard re
tangulaire. On négligera les phénomènes dissipatifs (
ommeles frottements de l'air et de la table du billard) et on supposera que la boulede billard est réduite à un point sans dimension. Nous ferons ainsi de lagéométrie analytique.Nous étudierons dans un premier temps les raisons né
essaires et su�-santes pour que la traje
toire d'une boule de billard, initialement mise enmouvement par un joueur, ait une traje
toire périodique. Ce
i nous amèneraà explorer 
ertaines te
hniques simples de représentation d'une traje
toiredans un repère. Nous verrons que 
haque traje
toire peut dé�nir un motmathématique, dit mot de billard, qui possède 
ertaines parti
ularités inté-ressantes à étudier. Nous ferons la 
orrespondan
e entre 
es mots de billard et
ertains autres mots, 
omme les mots de Christo�el. 4 Nous nous pen
heronsensuite sur le 
as de traje
toires non périodiques, qui nous mènera sur l'étudede fra
tions 
ontinues. Nous en verrons 
ertaines parti
ularités et propriétés,qui nous 
onduirons à démontrer que tout nombre irrationnel s'é
rit sous laforme d'une unique fra
tion 
ontinue. Nous terminerons en�n notre travailpar l'étude des mots sturmiens, qui tiennent leur nom d'un grand mathéma-ti
ien du XIXème siè
le, Charles Sturm. 5 Nous pourrons faire le parallèle3René Des
artes est né à La Haye en mars 1596. Il fut un grand mathémati
ien, physi-
ien, et le prin
ipal fondateur de la philosophie moderne. Des
artes appliqua les méthodesde l'algèbre aux problèmes de géométrie. Il établit la géométrie analytique 
omme étantl'appli
ation de l'algèbre à la géométrie. Des
artes mourut en février 1650 à Sto
kholm.4Elwin Bruno Christo�el a vé
u au XIXème siè
le, de 1829 à 1900. Il étudia les mathé-matiques et la physique. Il fut enseignant à l'E
ole polyte
hnique de Zuri
h, en Allemagne,son pays d'origine. Il fut notamment l'auteur de travaux sur les fon
tions algébriques, surles équations di�érentielles. Il 
ontribua, ave
 un autre mathémati
ien, Lips
hitz, à lathéorie des formes di�érentielles quadratiques, né
essaire à l'étude des géométries rieman-niennes.5Charles Sturm est un mathémati
ien français d'origine suisse né à Genève en 1803.En 1827, 
e mathémati
ien reçu le Prix de l'A
adémie des S
ien
es ave
 un autre mathé-mati
ien, Colladon, pour leurs re
her
hes sur la 
ompressibilité des liquides et pour leurmesure dire
te du son dans l'eau. En 1829, Sturm énon
e un théorème qui permet de 
al-
uler le nombre de ra
ines réelles di�érentes d'un polyn�me, 
omprises dans un intervalle.Sept ans plus tard il devient membre de l'A
adémie des S
ien
es et professeur à l'E
ole4



ave
 les mots équilibrés et les mots de billard, 
e qui nous 
onduira à faireun lien entre plusieurs mondes, plusieurs 
onstru
tions de mots di�érents.Etant à l'origine un divertissement, le billard est vite devenu sujet demathématique, prouvant que l'allian
e entre la s
ien
e des nombres et leloisir n'est pas impossible. C'est l'une des raisons pour lesquelles j'ai dé
idé,suite à la proposition de mon en
adrant, d'étudier le billard re
tangulaire,qui va nous ammener à explorer divers horizons.

Polyte
hnique. Il mourut en 1855, à Paris. Charles Sturm fait partie des 72 savants dontle nom est ins
rit sur la Tour Ei�el. 5



1 Traje
toire périodiqueNous étudions dans 
e 
hapitre la périodi
ité de la traje
toire d'une boulede billard en fon
tion de quelques paramètres intervenant dans sa mise enmouvement. Nous ne nous intéressons pas au 
as où la boule per
ute un 
oin,ne 
onnaissant pas sa traje
toire à la suite de 
e
i.1.1 Dé�nition mathématique d'un motOn pose A un ensemble qu'on appelle alphabet. Les éléments de A sontdes lettres.Dé�nition 1.1 Un mot de longueur n est une appli
ation
ϕ : [|1, n|] −→ A.Un mot in�ni est une appli
ation
φ : N

∗ −→ A.Par 
onvention, on appelle ǫ le mot vide, qui est l'unique mot de longueur 0.Remarque 1.2 On note [|p, q|] := {p, p+1, ..., q} ave
 p ≤ q. Si p > q, alorspar 
onvention, [|p, q|] := ∅.Si u est un mot de longueur n, on note uk = u(k) la k-ième lettre de u. Oné
rira don
 souvent u 
omme une suite de lettres :
u = u1u2u3...un.Un fa
teur d'un mot u, �ni ou in�ni, est un sous-mot �ni 
onstitué delettres 
onsé
utives de u.Dé�nition 1.3 Soit u un mot de longueur n. Un fa
teur ou sous-mot de uest un mot v que l'on obtient à partir de la restri
tion u[|p,q|] de u à [|p, q|],ave
 p ≤ q ≤ n, de la manière suivante : pour tout k dans [|1, q − p|],
vk = up+k−1.6



Exemple 1.4 Prenons par exemple le mot u = aabaaabaaba. Il a 
ommefa
teurs le sous-mot f1 = aab, ainsi que f2 = abaaa et
...Dé�nition 1.5 Soit u un mot de longueur n et k un entier, tel que 1 ≤
k ≤ n. Conformément aux notations de la dé�nition 1.3, le pré�xe de u delongueur k est le fa
teur pk(u) tel que p = 1 et q = k.De même, le su�xe de longueur k est le fa
teur sk(u) obtenu en prenant
p = n+ 1 − k et q = n. On a en parti
uler

p0(u) = s0(u) = ǫ.Exemple 1.6 Considérons le mot u = aabaaabaaba. On a don
 
omme pré-�xe de longueur 2 : p2(u) = aa et de longueur 5 : p5(u) = aabaa.On a aussi 
omme su�xe de longueur 2 : s2(u) = ba et de longueur 5 :
s5(u) = baaba.Dé�nition 1.7 On parle de langage d'un mot pour dé�nir l'ensemble desfa
teurs de 
e mot.Dé�nition 1.8 La 
omplexité d'un mot u est la suite numérique (Pn(u))n∈N,où Pn(u) désigne le nombre de fa
teurs distin
ts de u de longueur n.1.2 Mot de billardLes mots de billard sont des mots in�nis 
onstitués d'un alphabet A =
{a, b} 
omposé seulement de deux lettres a et b. Ces mots sont dé
rits à partirde la traje
toire d'une boule de billard qui se dépla
e sur une table re
tan-gulaire. On 
hoisit de manière arbitraire un repère orthonormé dont l'originesoit un des quatre sommets du re
tangle, et que 
e dernier soit situé dans le
adrant supérieur droit du plan. En e�et, 
haque 
ho
 de la boule de billardave
 une paroi verti
ale (resp. ave
 une paroi horizontale) se traduit par un
a (resp. par un b). L'en
haînement des rebonds entraîne une su

ession delettres, formant un mot.Sur notre exemple de la �gure 1, le premier rebond et le troisième rebondse trouvent sur la paroi horizontale supérieure (b), le deuxième s'e�e
tue auniveau de la paroi horizontale inférieure (b), le quatrième 
ontre la paroi ver-ti
ale de droite (a), et
. 7



Figure 1I
i, notre mot de billard est don
 u = bbbabbbab...Notation 1.9 On appelle B l'ensemble des mots de billard. On note u(α, y)le mot de billard 
orrespondant à une droite de pente α et d'ordonnée àl'origine y.1.3 Simpli�
ationsL'étude de la traje
toire d'une boule de billard devrait être réalisée à par-tir d'un billard de forme re
tangulaire. Or de manière intuitive il est plus aiséde se pla
er dans un billard 
arré, dont les quatres 
�tés sont identiques. Onpeut en e�et passer, par une suite de diverses transformations, d'une tablere
tangulaire à une table 
arrée, sans modi�er le mot de billard asso
ié. Ce
iest illustré par la �gure 2. On étudie don
 la traje
toire d'une boule de billarddans un billard de forme 
arée.
Figure 2De plus, on 
hoisit, sans perte de généralités, de prendre une ordonnée àl'origine 
omprise entre 0 et 1. Par 
onséquent, le mot de billard engendré8



par la traje
toire d'une boule de billard débute né
essairement par un a (laboule se situe sur le bord verti
ale de gau
he).Par symétrie par rapport à l'axe (Ox), on 
hoisit d'étudier le 
as d'une pente
α positive. De plus, par symétrie par rapport à la première bisse
tri
e, on
hoisit de prendre α < 1.1.4 La rationnalité au 
oeur de la périodi
itéDé�nition 1.10 Une traje
toire est dite périodique si elle se répète identi-quement à elle même au bout d'un 
ertain temps.Proposition 1.11 La traje
toire de la boule de billard est périodique si etseulement si α est rationnel. De plus, si α = p/q est rationnel, la boulese retrouve au point de départ lors du (2p+2q) i-ème rebond et bou
le satraje
toire qui se repète.Exemple 1.12 Pour illustrer 
ette proposition, appuyons nous sur un exemple.Je 
hoisis de manière arbitraire de prendre α = 1/2.Si la proposition dé�nie pré
édemment est 
orre
te, on devrait obtenir unetraje
toire périodique telle que la boule se retrouve à son point de départau 6ème rebond et referme sa bou
le. On 
onstate sur la �gure 3 qu'e�e
-tivement la traje
toire de la boule de billard est périodique et qu'au 6èmerebond elle revient au point de départ et bou
le sa traje
toire. On remarqueune 
ertaine symétrie de 
elle-
i, 
e qui expliquerait pourquoi on multipliepar 2, dans l'expression (2p+2q), pour revenir au point initial. Le mot debillard asso
ié à 
ette traje
toire est le suivant : u = babbabbabbabbabbab...La période de la traje
toire (nombre de rebonds de la boule avant de revenirau point initial) a pour longueur le double de 
elle du fa
teur ou sous mot
bab, qui dé�nit la moitié de la période. Par symétrie, il su�t de six rebondspour que la boule revienne à son point de départ et bou
le sa traje
toire.
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Figure 3Démonstration : La démonstration qui suit va se dérouler en deuxétapes. Je rappelle que nous devons montrer une équivalen
e. Je 
ommen-
erai par démontrer que la rationnalité de α implique la périodi
ité de latraje
toire, puis dans un se
ond temps, nous montrerons la ré
iproque par leprin
ipe de 
ontre-apposition, 
'est-à-dire que l'irrationnalité de α impliqueque la traje
toire est non périodique. Pour 
ela, nous allons analyser la tra-je
toire de la boule 
omme une ligne droite grâ
e au système de dépliage. Ene�et, lorsque notre boule de billard ren
ontre une paroi de notre 
arré, nousprolongeons sa traje
toire en ligne droite, dans la même dire
tion, au lieude faire ré�é
hir 
ette boule dans le sens opposé, 
onformément aux lois deDes
artes. Cette traje
toire se prolonge dans un 
arré qui est le symétriquede notre 
arré de départ par rapport au 
�té que la boule a ren
ontré. Cetteméthode s'illustre de la manière suivante.
Figure 4A partir de 
ette nouvelle vision de la traje
toire, il faut traduire sa pé-riodi
ité en langage géométrique. En e�et, si on se pla
e dans un repèreorthonormé et qu'on étudie la droite représentant la traje
toire issue du dé-pliage, dire que la traje
toire est périodique signi�e que pour une 
ertaineabs
isse entière, l'ordonnée du point 
orrespondant sur la droite a une partie10



dé
imale égale à y.
Figure 5

α rationnel implique que la traje
toire est périodiqueSupposons α rationnel. On peut don
 é
rire α = p/q, ave
 p et q deuxentiers naturels (q 6= 0). L'ordonnée d d'un point d'abs
isse entière n est dela forme
d = y + αn,
'est-à-dire

d = y + (p/q)n.On a vu que pour que la traje
toire soit périodique, il su�t de trouver uneordonnée d dont la partie dé
imale est y. En posant n = q, on obtient d =
y + p, dont la partie dé
imale est y. Par 
onséquent, si α est rationnel, alorsla traje
toire de la boule de billard est périodique.
α irrationnel implique que la traje
toire est non périodiqueSupposons maintenant que α est irrationnel. On ne peut don
 pas l'é
rire
omme le quotient de deux entiers. Comme pour la première partie de la dé-monstration, il faut que l'on trouve un point tel que la partie dé
imale de sonordonnée soit égale à y. Comme d = y+αn, il faut que αn soit un entier. Or
α est irrationnel, et un produit dont l'un des fa
teurs est irrationnel ne peutêtre un nombre entier. Don
 αn n'appartient pas à l'ensemble des entiersnaturels. Par 
onséquent, si α n'est pas rationnel, alors il n'existe au
unevaleur entière de n telle que le produit αn soit entier. Don
 l'irrationnalitéde α implique que la traje
toire est non périodique.Ces deux impli
ations démontrent bien notre équivalen
e :11



α rationnel⇐⇒ traje
toire périodique.2Remarque 1.13 Pour que la traje
toire soit périodique, il su�t que α =
p/q. On a ainsi n = q et [d] = p. Or, un rebond 
ontre une paroi verti
ale
orrespond à n = 1, deux rebonds 
ontre une paroi verti
ale 
orrespondentà n = 2 et
... et un rebond 
ontre une paroi horizontale 
orrespond à d = 1et
... Il y a don
 au total, par symétrie, 2n + 2[d] rebonds (le nombre derebonds 
ontre les parois verti
ales plus le nombre de rebonds 
ontre lesparois horizontales) avant que la boule ne revienne au point de départ etbou
le sa traje
toire. Ainsi, il y a 2p + 2q rebonds entre le moment où laboule est mise en mouvement et le moment où elle revient au même endroitet termine la bou
le de sa traje
toire !
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2 Mots de billard, mots mé
aniques et mots deChristo�el2.1 Dé�nition des mots de Christo�elOn peut lier les mots de billard vus pré
édemment aux mots de Chris-to�el. Ces derniers portent le nom d'un grand mathémati
ien et physi
ienfran
o-allemand du XIXè siè
le, Elwin Bruno Christo�el. Les mots qu'il dé-�nit 
orrespondent à l'approximation d'une droite par des points à 
oordon-nées entières. On 
onsidère une droite dont la pente est positive et le butest de l'appro
her par une suite de points dont les abs
isses sont des entierssu

essifs, et dont les ordonnées sont les entiers les plus grands possibles, demanière à 
e que les points 
orrespondant restent sous la droite. Ce
i estillustré sur la �gure 6.

Figure 6Ave
 
ela, on 
onstruit un mot in�ni, 
omposé lui aussi de deux lettresdistin
tes : on é
rit un a lorsque deux points su

essifs ont la même ordon-née, et on é
rit un b lorsque l'ordonnée varie entre deux points d'abs
issessu

essives.Remarque 2.1 Cette question d'approximer une droite se pose lorsqu'onsouhaite tra
er une droite sur un é
ran d'ordinateur par exemple.Notation 2.2 On appelle C l'ensemble des mots de Christo�el. On note
c(α, y) le mot de Christo�el 
orrespondant à une droite de pente α et d'or-donnée à l'origine y. 13



On dé�nit de même 
e qu'on appelle les mots mé
aniques, dérivant desmots de Christo�el. Ces derniers ont aussi pour but d'approximer une droite.Tous les points de la 
ourbe, à 
oordonnées entières, se situent sous la droiteà approximer, 
omme pour les mots de Christo�el. En réalité, la 
ourbe re-présentant les mots mé
aniques ressemble à un es
alier. Si, pour une abs
issedonnée, la di�éren
e entre les ordonnées du point de la droite et du point dela 
ourbe est supérieure à 1, alors on prolnge notre 
ourbe d'approximationsur l'axe des ordonnées. Si 
ette di�éren
e est inférieure à 1, on prolongenotre 
ourbe sur l'axe des abs
isses, 
omme indiqué sur la �gure 
i-dessous.
Figure 7On peut don
, d'une façon analogue à 
elle des mots de Christo�el, dé�nirun mot mé
anique. Lorsqu'on prolonge la 
ourbe sur l'axe des abs
isses, onajoute un b, et on dé�nit un a quand on prolonge la 
ourbe sur l'axe desordonnées. Par exemple, le mot mé
anique asso
ié à la 
ourbe pré
édente est

m = aababa.Notation 2.3 On note
m(α, y)le mot mé
anique engendré par une droite de pente α et dont l'ordonnée àl'origine est y.2.2 Relations entre mots de billard, mots mé
aniqueset mots de Christo�el2.2.1 Lien ave
 les mots mé
aniquesProposition 2.4 Les mots de billards et les mots mé
aniques sont iden-tiques, 
'est-à-dire que pour tout α et pour tout y :

u(α, y) = m(α, y).14



Exemple 2.5 Prenons pour exemple les 
ourbes de la �gure 7. Dans 
e pa-ragraphe, on 
ompte la paroi 
ontre laquelle se trouve la boule de billard.I
i, le mot du billard 
ommen
e don
 par a 
ar la boule, à sa position ini-tiale, se trouve 
ontre une paroi verti
ale. Sur la �gure 7, le mot de billardreprésentant la droite est don

u = aababaa...Si on regarde maintenant le mot mé
anique asso
ié à 
ette même droite, ontrouve :
m = aababa...On remarque don
 que les deux mots sont identiques.Démonstration : Nous montrons la proposition énon
ée 
i-dessus parré
urren
ee. Il faut montrer que pour tout n entier stri
tement positif, un =

mn.-Nous avons 
hoisi, sans perte de généralités, que la boule se trouvait au pointde départ sur la paroi verti
ale de gau
he. On en avait déduit que le mot debillard 
ommençait par un a. De plus l'ordonnée à l'origine est inférieure à1. Ainsi, le mot mé
anique asso
ié au mot de billard débute lui aussi par un
a. Don
 les deux mots 
ommen
ent par la première lettre : a. La propriétéest ainsi véri�ée au premier rang.-On suppose que la proposition est vraie pour un n �xé, 
'est-à-dire que
un = mn. Montrons que 
ette proposition est vraie au rang n + 1.Trois 
as sont possibles. Le premier d'entre eux est le 
as où un = mn = aet on suppose que un+1 = a. Il su�t de montrer que mn+1 = a. On voit àpartir de la �gure 8 que si un+1 = a, alors la droite ne 
oupe pas de lignehorizontale. Ainsi, la 
ourbe d'approximation de la droite n'est prolongeableque suivant l'axe des abs
isses. Ainsi, mn+1 = a.Le deuxième 
as 
onsiste à supposer de même que un = mn = a, mais enprenant 
ette fois un+1 = b. Il su�t don
 de montrer que mn+1 = b. On voiten
ore une fois sur la �gure 8 que si un+1 = b, alors la droite traverse une lignehorizontale, 
e qui impose à la 
ourbe d'approximation 
orrespondante d'êtreprolongeable de manière unique selon l'axe des ordonnées. On en 
on
lut que
mn+1 = b.Le troisième et dernier 
as 
onsiste à étudier le 
as où un = mn = b. Commeon avait 
hoisit de prendre α < 1, on ne peut avoir deux b 
onsé
utifs dans unmot de billard engendré par une droite de pente α. Par 
onséquent, un+1 = a.15



Il su�t de montrer que mn+1 = a. Par le même pro
édé de raisonnementque pour le premier 
as, on remarque ave
 la �gure que la 
ourbe n'estprolongeable que selon l'axe des abs
isses. Ainsi, mn+1 = a.En étudiant tous les 
as possibles, on a montré que si un = mn pour un n�xé, alors la propriété est véri�ée au rang suivant. Comme au premier rang
ette proposition est aussi véri�ée, on en 
on
lut, par ré
urren
e que un = mnpour tout n entier naturel stri
tement positif. Ainsi, mot de billard et motmé
anique asso
ié sont identiques.
Figure 8La �gure 9 résume graphiquement la démonstration énon
ée 
i-dessus.

Figure 9On pourra don
 utiliser l'une ou l'autre expression pour désigner le mêmemot. 22.2.2 Bije
tion entre mots de billard et de Christo�elOn rappelle qu'ave
 nos 
onventions d'é
riture, on note u(α, y) (respe
-tivement c(α, y)) le mot de billard (respe
tivement le mot de 
hristo�el)engendré par une droite de pente α et d'ordonnée à l'origine y.16



Proposition 2.6 Il existe une bije
tion ψ entre l'ensemble des mots de billard(ou mots mé
aniques) et l'ensemble des mots de Chisto�el, dé�nies par :
ψ : B −→ C

u(α, y) 7−→ c(
α

α + 1
,
α + y

α + 1
).Nous allons montrer l'existen
e d'une bije
tion entre les deux ensemblesmais nous ne démontrerons pas l'expression de 
elle-
i. Pour démontrer 
etteproposition, nous allons avoir besoin de dé�nir 
ertains outils mathématiques.Dé�nition 2.7 Un ensemble E est un monoïde lorsqu'il est muni d'une loide 
omposition interne asso
iative et d'un élément neutre. Autrement dit, ondit que (E,*,e) est un monoïde si :

1)∀(x, y) ∈ E2, x ∗ y ∈ E

2)∀(x, y, z) ∈ E3, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)

3)∃e ∈ E tel que ∀x ∈ E, x ∗ e = e ∗ x = xExemple 2.8 Soit M l'ensemble des mots de longueur �nie. M est un mo-noïde lorsqu'il est muni de la 
on
aténation pour loi de 
omposition et dumot vide ǫ pour élément neutre. Par exemple, si u = u1...uk et v = v1...vlalors uv = u1...ukv1...vlDé�nition 2.9 Soient (E,*,e) et (F,.,f) deux monoïdes. On dit que l'appli-
ation ϕ de E dans F est un morphisme de monoïde si les propriétés suivantessont véri�ées :
∀(x, y) ∈ E, ϕ(x ∗ y) = ϕ(x).ϕ(y)

ϕ(e) = f.Démonstration : On rappelle que nous démontrons i
i l'existen
e d'unetelle bije
tion entre les deux ensembles, mais nous ne démontrons pas sonexpression.Nous avons vu dans l'exemple pré
édent que l'ensemble des mots �nis noté
M était un monoïde. Soit φ le morphisme de monoïde telle que :

φ : M −→ M17



a 7→ a

b 7→ ab.

∀u et ∀v, φ(uv) = φ(u)φ(v),

φ(ǫ) = ǫ.Commençons par montrer que φ est inje
tive.Soient u et v deux mots �nis distin
ts. On pose k = max{i ∈ N
∗/pi(u) =

pi(v)}. On a don
 pk(u) le pré�xe le plus long 
ommun à u et v. Ainsi, on a :
u = pk(u)u

′ et v = pk(u)v
′.

u′ et v′ sont des mots �nis, tels que :
u′ = XU et v′ = Y V,ave
 U et V deux mots �nis et X et Y deux lettres distin
tes de A.Pour montrer que φ(u) 6= φ(v), il su�t de montrer que φ(u′) 6= φ(v′).Supposons que u′ = aU et v′ = bV . On a don


φ(u′) = φ(a)φ(U) = aφ(U).Montrons désormais que la deuxième lettre de φ(u′) ne peut-être qu'un a,
'est-à-dire que φ(U) débute par un a. En e�et, l'image de a par φ est a etl'image de b par φ est ab. Don

φ(u′) = aa...De plus,

φ(v′) = φ(b)φ(V ) = abφ(V ).Don

φ(v′) = ab...On en 
on
lut que φ(u′) 6= φ(v′).Ainsi, φ est inje
tive.Cette appli
ation s'étend en une appli
ation φ, telle que :

φ : M∞ −→M∞.18



φ est également inje
tive. On prend désormais la restri
tion de 
ette appli-
ation aux mots de Christo�el :
ϕ : C −→M∞.Cette restri
tion est évidemment inje
tive. On a don
 ϕ : C −→ B.Pour montrer que ϕ(C) = B, il su�t de montrer maintenant que ϕ est surje
-tive. On a vu qu'un mot de billard 
odait une unique droite. Celle-
i peut-êtreapproximée par une 
ourbe dé�nissant un mot de Christo�el. Ainsi, à un motde billard 
orrespond un unique mot de Christo�el. Ce mot de billard est enréalité l'image du mot de Christo�el 
orrespondant par l'appli
ation ϕ. Don
tout mot de billard à un anté
édent par ϕ. On en 
on
lut que ϕ est surje
tive,don
 bije
tve.

Figure 10On a i
i :
ϕ(babb) = abaabab

ψ : B −→ C est la bije
tion ré
iproque de ϕ. Ainsi ψ est bije
tive, 
e qu'ilfallait démontrer. 2
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3 Fra
tion 
ontinueAprès avoir étudié les mots de billard engendrés par une traje
toire dont lapente est un réel rationnel, nous nous pen
hons dans 
e 
hapitre au problèmeque soulève le 
ara
tère irrationnel de 
ette pente. On se pla
e don
 dans le
as où α n'est pas rationnel, 
'est-à-dire qu'on ne peut l'é
rire sous la forme
p/q, ave
 p et q deux entiers naturels premiers entre eux. La traje
toire dela boule de billard n'est don
 plus périodique. Cette troisième partie nous
onduit à étudier d'autres outils mathématiques : les fra
tions 
ontinues.3.1 Dé�nition d'une fra
tion 
ontinueLa notion de fra
tion 
ontinue remonte à l'époque de Fermat et atteintson paroxisme ave
 les travaux de Lagrange 6et Legendre 7vers la �n duXVIIIème siè
le. Les fra
tions 
ontinues sont utilisées, entre autres, dans lebut d'approximer des nombres irrationnels par des nombres rationnels. Pourdonner une représentation 
on
rète d'une fra
tion 
ontinue, nous allons 
onsi-dérer le nombre rationnel a/b, tel que pgcd(a, b) = 1 et b > 0. L'algorithmed'Eu
lide permet d'é
rire :

a = a1b+ b1 0 < b1 < b

b = a2b1 + b2 0 < b2 < b16Joseph Louis, 
omte de Lagrange, est un mathémati
ien et astronome italien. Il vé
utde janvier 1736 à avril 1813. Il fonde l'A
adémie de Turin en 1758 et publie ses premierstravaux. Admis à l'A
adémie de Berlin par Euler et travaillant à ses 
�tés, Lagrangefonde la théorie des formes quadratiques, démontre le théorème de Wilson sur les nombrespremiers. On lui doit le théorème de Lagrange sur la théorie des groupes, un autre surles fra
tions 
ontinues ainsi que les équations portant son nom en mé
anique analytique.Surtout 
onnu pour avoir introduit la méthode analytique en géométrie, il n'en a pasmoins étudié toutes les bran
hes des mathématiques et a laissé d'importants travaux tanten géométrie qu'en trigonométrie et en mé
anique.7Adrien-Marie Legendre est né en 1752 et mort 80 ans plus tard. C'est un mémoiresur les Traje
toires des proje
tiles dans les milieux résistants qui lan
e sa 
arrière en lefaisant gagner le Grand-Prix de l'A
adémie des S
ien
es de Berlin en 1782. Ses travaux ontrarement 
los un sujet, mais ont plus souvent ouvert la voie à d'autres mathémati
iens.Legendre est aussi un spé
ialiste des intégrales elliptiques, sujet sur lequel il travaillependant 40 ans. Membre asso
ié de l'A
adémie des S
ien
es depuis 1785, il fait partie del'équipe qui travaille ave
 les gens de l'observatoire de Greenwi
h à la mesure du méridienterrestre et à la triangulation de la terre. Ave
 son ouvrage Eléments de Géométrie, ilreprend les Eléments d'Eu
lide. Ce livre sera pendant un siè
le le texte de référen
e pourl'apprentissage de la géométrie. Il y démontre aussi l'irrationalité de π.20



b1 = a3b2 + b3 0 < b3 < b2

......... ......

bn−3 = an−1bn−2 + bn−1 0 < bn−1 < bn−2

bn−2 = anbn−1.Puisque tous les nombres bi 
i-dessus sont des nombres stri
tement positifs,on en déduit que les termes a2, a3, ..., an sont eux aussi des entiers stri
tementpositifs. En réé
rivant 
es expressions, on a :
a

b
= a1 +

b1
b

b

b1
= a2 +

b2
b1

b1
b2

= a3 +
b3
b2

........

bn−2bn−1 = an.Par des divisions su

essives, on otient don
 :
a

b
= a1 +

1
b
b1

= a1 +
1

a2 + 1
b1
b2

......

= a1 +
1

a2 + 1
a3+ 1

...
1

an−1+ 1
an

= [a1, a2, ..., an].L'expression à plusieurs étages est appelée développement du nombre a/b enfra
tion 
ontinue �nie. Celle-
i est dite simple si tous les nombres ai sontdes entiers, 1 ≤ i ≤ n. On vient de voir son lien étroit ave
 l'algorithmed'Eu
lide.Remarque 3.1 D'après l'algorithme d'Eu
lide, on peut 
onstater que ai estun entier stri
tement positif pour tout i supérieur ou égal à 2. Seul a1 peut-être nul. Ce
i n'est possible que dans le 
as où a < b.21



Remarque 3.2 L'égalité suivante est vraie :
[a1, a2, ..., an] =

1

[0, a1, a2, ..., an]
.Nous venons de donner le sens d'une fra
tion 
ontinue simple �nie. Il esttout naturel de dé�nir de même une fra
tion 
ontinue simple in�nie de lamanière suivante.Dé�nition 3.3 Une fra
tion 
ontinue simple in�nie [a1, a2, ...] est la limite,si elle existe, de l'expression [a1, a2, ..., an] lorsque n tend vers l'in�ni.Remarque 3.4 En réalité, on pourrait démontrer que 
ette 
onvergen
e esttoujours a
quise. On admettra 
e fait dans la suite du travail.3.2 Lien entre nombre irrationnel et fra
tion 
ontinuesimple in�nieLe but de 
ette partie est de montrer que tout nombre irrationnel s'é
rit demanière unique 
omme une fra
tion 
ontinue simple in�nie. Pour 
ela, nousdevons démontrer 
ertains théorèmes qui nous 
onduirons à notre résultat.Dé�nition 3.5 Soit [a1, a2, ...] une fra
tion 
ontinue simple in�nie. La fra
-tion 
ontinue Ck = [a1, a2, ..., ak] où k = 1, 2, ... est appelée k-ième réduite dela fra
tion [a1, a2, ...]. On a don
 à partir de 
ette notation :

C1 = [a1] = a1.

C2 = [a1, a2] = a1 +
1

a2

=
a1a2 + 1

a2

.Par sou
i de simpli�
ation des é
ritures 
i-dessous, on introduit les suites
pn et qn dé�nies par :

p0 = 1, p1 = a1, pn = anpn−1 + pn−2 où n ≥ 2,

q0 = 0, q1 = 1, qn = anqn−1 + qn−2, où n ≥ 2.Ce
i nous ammène à la proposition suivante.22



Proposition 3.6 Toute réduite Ck de la fra
tion 
ontinue simple in�nie
[a1, a2, ...] satisfait :

Ck =
pk

qk
, où k = 1, 2, ...Démonstration : Cette démonstration est élémentaire et se fait parré
urren
e. 2Théorème 3.7 Toute fra
tion 
ontinue simple in�nie représente un nombreirrationnel.Démonstration : Soit α = [a1, a2, ...]. J'admets le fait suivant : pourtout entier n impair, α est stri
tement 
ompris entre Cn et Cn+1. On endéduit :

0 <| α− Cn |<| Cn+1 − Cn |=
1

qnqn+1
.En multipliant 
ette dernière equation par qn, on obtient :

0 <| qnα− pn |<
1

qn+1
.Suposons que α = a/b est un nombre rationnel, ave
 b > 0. Alors l'inégalité
i-dessus devient :

0 <| qna− pnb |<
b

qn+1
.Les entiers qn formant une suite qui 
roît indé�niment, on peut 
hoisir nsu�samment grand pour que b < qn+1. De 
e
i, on en déduit que l'entier

| qna−pnb | est stri
tement 
ompris entre 0 et 1, 
e qui est impossible. Notrehypothèse de départ est par 
onséquent fausse. Don
 par l'absurde, α est unnombre irrationnel. 2Proposition 3.8 Si α = [a1, a2, ...], alors a1 = [α], 
'est-à-dire que a1 est lapartie entière de α. De plus, si α1 = [a2, a3, ...], alors :
α = a1 +

1

α1

.
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Démonstration : On pose α = [a1, a2, ...], 
'est-à-dire
α = a1 +

1

a2 + 1
a3+...Or, pour tout i ≥ 2, on a ai ≥ 1. En parti
ulier, a2 + [a3, ...] est stri
tementsupérieur à 1. Ainsi, on en 
on
lut que 1

[a2,...]
est stri
tement 
ompris entre 0et 1. Don
 0 < α − a1 < 1, 
e qui implique, 
omme a1 est un entier, que a1est la partie entière de α.Il est évident que si α1 = [a2, a3, ...], alors α = a1 + 1

α1
.

2Proposition 3.9 Deux fra
tions 
ontinues simples in�nies distin
tes 
onvergentvers des valeurs di�érentes.Démonstration : Pour démontrer le théorème 
i-dessus, nous allons rai-sonner une nouvelle fois par l'absurde. En e�et, supposons que deux fra
tions
ontinues simples in�nies distin
tes 
onvergent vers la même valeur. Posons
α = [a1, a2, ...] = [b1, b2, ...].Don
 d'après le théorème pré
édent, on peut a�rmer que

[α] = a1 = b1et que
α = a1 +

1

[a2, a3, ...]
= b1 +

1

[b1, b2, ...]
.C'est pourquoi on peut en
ore dire que

[a2, a3, ...] = [b2, b3, ...].En réitérant l'argument développé 
i-dessus, on obtient que a2 = b2 et don
on en déduit que an = bn pour tout n ≥ 1. 2Toutes 
es démonstrations nous permettent d'a�rmer que toute fra
tion
ontinue simple in�nie représente un nombre irrationnel. Le théorème suivantpré
ise que ré
iproquement tout nombre qui n'est pas rationnel peut-êtrereprésenté par une unique fra
tion 
ontinue simple in�nie.24



Théorème 3.10 Tout nombre irrationnel a une représentation unique 
ommefra
tion 
ontinue simple in�nie.Exemple 3.11 Le nombre π est un nombre irrationnel qui fas
ine les mathé-mati
iens depuis de nombreux siè
les. Il est 
onnu depuis l'antiquité, en tantque rapport 
onstant entre le périmètre d'un 
er
le et son rayon, ou en
oreentre l'aire d'un disque et son rayon. Depuis 
ette dé
ouverte, les nombreuses
ivilisations su

essives ont étudié 
e nombre fas
inant, a�n d'en donner unevaleur exa
te. C'était peine perdue ! C'est Ar
himède, en 250 av.JC, qui fut lepremier à réellement 
al
uler les dé
imales de π, en utilisant pour la premièrefois un algorithme. Sa méthode 
onsiste à 
al
uler le périmètre de polygonesréguliers ins
rits et 
ir
ons
rits à un 
er
le qu'on étudie pour en en
adrerle périmètre p et don
 en déduire un en
adrement de π. Ar
himède a ainsiobtenu :
3 +

10

71
< p < 3 +

1

7
.On peut ainsi, d'après le théorème énon
é 
i-dessus, représenter le nombre

π 
omme une unique fra
tion 
ontinue simple in�nie. Après de nombreux
al
uls, on, obtient 
e
i :
Π = 3 +

1

7 + 1
15+ 1

...Pour avoir plus de dé
imales, on peut é
rire π 
omme étant égale à :
[3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 12, 1, 3, 1, 14, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 84, 2, ...].Les mathémati
iens d'aujourd'hui tentent de repousser les limites de la 
onnais-san
e. Les frères Chudnovsky ont ainsi 
al
ulé les 4 premières milliards dé-
imales de π en 1994. Cinq ans plus tard, Kanada et Tamura ont battu 
ere
ord ave
 206 milliards de dé
imales, en seulement 33 heures de 
al
uls !En�n, Kanada battu son propre re
ord en dé
embre 2002, épaulé par uneéquipe de neuf 
her
heurs japonnais. En mettant au point, au bout de 
inqannées de re
her
he, un algorithme permettant de 
al
uler 
es dé
imales,
ette équipe a ainsi pu obtenir 1 241 100 000 000 dé
imales, en 400 heuresde 
al
uls !En
ore aujourd'hui de nombreux 
her
heurs s'intéressent à 
e nombre π.Démonstration : Nous allons démontrer que le nombre irrationnel αpeut s'exprimer 
omme une fra
tion 
ontinue simple in�nie [a1, a2, ...].25



Pour 
ommen
er, nous allons dé�nir la suite d'entiers a1, a2, ... en posantd'abord :
α1 =

1

α− [α]
, α2 =

1

α1 − [α1]
, α3 =

1

α2 − [α2]
, ...et par suite :

a1 = [α], a2 = [α1], a3 = [α2], ...Ainsi, dans le 
as général, on dé�nit les ak par :
ak+1 = [αk], où αk+1 =

1

αk − ak

et k ≥ 1.Or, αk désigne un nombre irrationnel pour tout k ≥ 1 et
0 < αk − ak+1 = αk − [αk] < 1.On a don


1

αk − ak+1

> 1,
'est-à-dire,
αk+1 > 1.Par 
onséquent, 
omme ak+1 = [αk], on peut a�rmer que les entiers ak+1sont tous supérieurs ou égaux à 1 (ak+1 ≥ 1) pour tout k ≥ 1. Il en dé
ouleainsi que tous les entiers a1, a2, ... sont stri
tements positifs, sauf peut-être

a1 (voir remarque 3.1). Ainsi, l'équation
αk−1 = ak +

1

αk+1
onduit à
α = a1+

1

α2
= [a1, α2] = [a1, a2+

1

α3
] = [a1, a2, α3] = ... = [a1, a2, ..., am−1, αm].Nous venons de démontrer que α est une fra
tion 
ontinue simple in�nie

[a1, a2, ...], qui est unique, (voir proposition 3.9). On a ainsi démontré quesi α est irrationnel, alors on peut le représenter 
omme une unique fra
tion
ontinue simple in�nie. 2 26



3.3 Mot de billard et pente irrationnelleJe rappelle qu'on étudie i
i le 
as où la pente α de la droite représentantla traje
toire de la boule de billard est irrationnelle. On munie le plan d'unquadrillage, traversé par la droite ∆ représentant la traje
toire. Comme pourla première partie, on asso
ie à 
ette traje
toire un mot mé
anique. L'inter-se
tion de ∆ et d'une ligne horizontale se traduit par un a, et l'interse
tionave
 une ligne verti
ale par un b, a et b étant les deux lettres de notre alpha-bet A. Nous nous plaçons dans 
ette partie dans le 
as où α > 1. Nous avonsdémontré dans la sous-partie pré
édente que tout nombre irrationnel peuts'é
rire sous la forme d'une unique fra
tion 
ontinue simple in�nie. Ainsi, onpose
α = a1 +

1

a2 + 1
a3+ 1

a4+...

,ave
 [a1, a2, ...] la fra
tion 
ontinue simple in�nie représentant α. On a don

a1 = [α]. Comme α > 1, on en déduit que ∆ ne 
oupe jamais deux fois desuite une ligne verti
ale. Un graphe su�t pour illustrer 
e
i (Figure 5).

Figure 11Par 
onséquent, le mot mé
anique asso
ié à ∆ 
omporte des séries de b,séparées par un seul a. Combien de b peut-il avoir dans un seul et mêmeblo
 ? La proposition suivante répond à 
ette question.Proposition 3.12 Le nombre de b dans un blo
 est égal soit à a1 soit à
a1 + 1. 27



Démonstration : La démonstration qui suit s'appuie sur un graphe trèsexpli
ite.
Figure 12Rappelons que l'ordonnée à l'origine y est 
omprise stri
tement entre 0et 1.Montrons d'abord que le nombre de b dans un blo
 est supérieur ou éagl à a1.Pour 
ela, il su�t que α + y > a1. Or, on sait déjà que α > a1 
ar a1 = [α].De plus, par hypothèse, y > 0. Ainsi, on a bien α + y > a1.Montrons maintenant que le nombre de b ne peut-être stri
tement supérieurà a1 +1. Pour 
ela, il su�t que α+ y < a1 +2. Or, α < a1 +1 et y < 1. Don


α + y < a1 + 2.
2 Nous venons don
 de démontrer que dans un seul et même blo
 nous nepouvions avoir qu'un nombre restreint de b, a1 ou a1+1. La question que l'onpeut se poser est la suivante : Combien de b peut-il y avoir dans un segmentde mot 
omposé de k blo
s ? Il se trouve que 
ette réponse est donnée par le
orollaire suivant.Corollaire 3.13 Le nombre N de b dans un segment 
omposé de k blo
ssatisfait l'inégalité : kα− 1 < N < kα + 1.Démonstration : On pose N le nombre de b dans un segment de motmé
anique. N est don
 un entier, de même que k qui représente le nombrede blo
s dans le segment 
onsidéré. En sa
hant que α > 1 est la pente de ladroite, on poseM = kα pour k > 0.M est par 
onséquent la di�éren
e entrel'ordonnée du point de la droite à l'abs
isse k et l'ordonnée à l'origine (voirFigure 13). 28



Figure 13On remarque qu'il est évident que
|M −N |< 1
'est-à-dire

M − 1 < N < M + 1.En remplaçant M par kα on obtient :
kα− 1 < N < kα + 1.

2Remarque 3.14 Ce 
orollaire implique qu'il n'y a que deux valeurs di�é-rentes possibles pour N . De plus, si α < 1, on inverse les r�les de a et b et onmodi�e l'inégalité en remplaçant α par 1
α
. Ce
i est dû au fait que les droitesde pente α et 1

α
sont symétriques par rapport à la droite d'équation y = x.Le r�le que joue a1 dans le mot de billard, a1 étant le premier entierde la fra
tion 
ontinue simple in�nie représentant α et par 
onséquent sapartie entière, vient d'être 
lairement établi. Ainsi, deux mots de billardengendrés par deux pentes di�érentes mais de même partie entière auront lemême nombre de b possible dans un blo
. Où don
 se trouve la di�éren
eentre les deux mots de billard, engendrés par 
es deux irrationnels distin
ts ?On imagine fa
ilement que 
e sont les entiers suivants dans l'expression de29



la fra
tion 
ontinue qui vont permettre de les distinguer ; mais de quellemanière ?Nous pouvons d'ores et déjà énon
er la proposition suivante.Proposition 3.15 Un mot de billard engendré par un nombre irrationnel
α de partie entière a1 ne peut 
omporter deux séquen
es 
onsé
utives de laforme ab...b 
omprenant� a1 b si α− a1 > 1/2,� a1 + 1 b si α− a1 < 1/2.Démonstration : Rappelons que d'après le 
orollaire 3.13, le nombretotal N de b dans deux blo
s su

essifs satisfait l'inégalité suivante :

2α− 1 < N < 2α + 1.Supposons α−a1 >
1
2
. On a don
 2α > 2a1 +1, et ainsi N > 2a1. Don
 dans
e 
as on ne peut avoir deux séquen
es de a1 b 
onsé
utives.Supposons : α− a1 <
1
2
. On a don
 2α < 2a1 + 1, et ainsi N < 2a1 + 2. Don
on ne peut pas avoir deux séquen
es de a1 + 1 b 
onsé
utives. 2Plaçons nous dans le 
as où α − [α] est stri
tement inférieur à 1/2. Laproposition démontrée pré
édemment nous permet d'a�rmer que le mot mé-
anique engendré par α = [a1, a2, ...] est 
omposé de plusieurs séquen
es de laforme ab...b 
omprenant a1 b, séparées par une seule séquen
e ab...b 
omposéede a1 + 1 b. Pour simpli�er la 
ompréhension et fa
iliter l'é
riture, notons b′une séquen
e 
omportant a1 b pré
édés d'un a, et a′ une séquen
e 
ompor-tant a1 +1 b pré
édés d'un a. On regarde don
 le nombre de b′ su

essifs qu'ilpeut y avoir avant de ren
ontrer un a′.Nous allons voir, ave
 l'exemple de π, que 
e nombre est donné par a2.On note v le mot engendré par le nombre irrationnel π, ave
 pour ordon-née à l'origine y = 0. On rappelle que la fra
tion 
ontinue simple in�niereprésentant π est la suivante :

[3, 7, 15, 1, 292, ...].I
i, a1 = 3. On remarque déjà que la proposition 3.12 est véri�ée : v est
omposé de blo
s de b de longueur 3 ou 4. Pour étudier v, nous l'exprimonsave
 les lettres a′ et b′ dé�nis pré
édemment. On a don

v = b′b′b′b′b′b′b′a′b′b′b′b′b′b′a′b′b′b′b′b′b′a′...30



On peut remarquer que 
e mot est 
omposé de 6 ou 7 b′ avant de trouver un
a′. v est don
 
omposé de séquen
es de a2 ou a2 − 1 b′, séparées par un a′isolé. De même, en remplaçant les séquen
es b′...b′a′ 
omposées de a2 − 1 b′par un b′′ et les séquen
es b′...b′a′ 
omposées de a2 b

′ par un a′′, on aurait 15ou 14 séquen
es de b′′ avant de ren
ontrer un a′′ isolé.On peut bien évidemment répéter 
ette opération indé�niment, 
e quilaisse penser que tous les entiers ai dans la fra
tion 
ontinue jouent un r�lesimilaire, mais à une é
helle di�érente (et 
'est le 
as, mais nous ne nous yattardons pas d'avantage).
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4 Mots sturmiensNous étudions désormais les mots que Charles Sturm a lui-même dé�niset qui portent son nom : les mots sturmiens.4.1 Dé�nition des mots sturmiens et équilibrésDé�nition 4.1 Un mot in�ni u est dit sturmien si, ∀n ∈ N, Pn(u) = n+1 ;
'est-à-dire s'il 
ontient exa
tement n + 1 fa
teurs di�érents de longueur n.Dé�nition 4.2 Soit u un mot in�ni ou non sur A. On note | v |x le nombred'o

uren
es de la lettre x dans le mot ou sous-mot v.On dit que u est équilibré si pour tout entier n et pour tous fa
teurs v et wde u de longueur n on a
|| v |x − | w |x|≤ 1, ∀x ∈ A.I
i, on a x = a ou x = b.Autrement dit, dans notre étude des mots mé
aniques ou de Christo�el, unmot u est équilibré si le nombre de a (respe
tivement de b) dans deux de sesfa
teurs de même longueur di�ère de 0 ou 1.4.2 Propriété des mots équilibrésProposition 4.3 Si un mot u est équilibré, alors il en est de même pourl'ensemble de ses fa
teurs de longueur quel
onque.Exemple 4.4 Prenons pour exemple le mot u suivant :

u = bbabbbab.Regardons l'ensemble de ses fa
teurs de longueur 3 :
L3(u) = {bba, bab, abb, bbb}.On remarque que 
et ensemble véri�e de manière né
essaire le fait que u estéquilibré. On remarque de même que ses fa
teurs de longueur 3 sont euxaussi équilibrés. Pour le premier d'entre eux, les deux fa
teurs de longueur 2sont bb et ba. Il y a don
 bien une di�éren
e de un b et un a entre les deux.32



Démonstration : Nous allons montrer la proposition énon
ée 
i-dessusen montrant la 
ontre-apposée. Cela revient à montrer que si au moins un desfa
teurs d'un mot n'est pas équilibré, alors 
e même mot n'est pas équilibré.Posons v un mot de longueur m et non équilibré. Supposons de plus que vest un fa
teur d'un mot u in�ni ou de longueur n, n ≥ m. Si v n'est paséquilibré, 
ela signi�e que le nombre de a ou de b entre deux de ses fa
teursde longueur l, l ≤ m, au moins, di�ère de 2 ou plus. Or, il est évident queles fa
teurs de longueur l de v sont des fa
teurs de u. On en déduit qu'aumoins deux fa
teurs de u de longueur l, l ≤ n, ne véri�ent pas la 
onditiond'équilibre. Ainsi, u n'est pas équilibré, 
e qu'il fallait démontré. 24.3 Propriétés des mots sturmiensProposition 4.5 Un mot in�ni périodique n'est pas sturmien.Exemple 4.6 L'exemple suivant servira de preuve à 
ette proposition.Prenons un mot in�ni u = abaab abaab abaab...On 
onstate que 
e mot estpériodique de période abaab 
omposé de 
inq lettres. Question : Que vaut
P5 ? Autrement dit, 
ombien de fa
teurs di�érents de longueur 5 
omporte
u ?Nous allons les énumérer : il y a f1 = abaab, f2 = baaba, f3 = aabab,
f4 = ababa et f5 = babaa. Si on regarde le fa
teur suivant, on retombe sur lepremier qui est abaab. Ainsi, on a P5(u) = 5 et non P5(u) = 6. Don
 
e mot uest périodique et non sturmien. A partir de 
et exemple, on peut généraliseren a�rmant qu'au
un mot périodique n'est sturmien.Remarque 4.7 On dit qu'un mot sturmien est un mot de 
omplexité mi-nimum parmi les mots non périodiques. La 
omplexité n + 1 signi�e quelorsqu'on 
onsidère les fa
teurs d'un mot de longueur n, il existe un seulfa
teur U tel que Ua et Ub soient fa
teurs de 
e mot, 
'est-à-dire qu'il estprolongeable à droite de deux manières di�érentes alors que les autres fa
-teurs sont prolongeables à droite d'une manière unique.Théorème 4.8 Un mot u est un mot de billard (ou mé
anique) engendrépar une pente irrationnelle si et seulement si il est sturmien.Démonstration : On suppose que la pente de la droite dé�nissant unmot de billard u est irrationnelle. Pour montrer que u est sturmien, il su�tde montrer que Pn(u) = n+ 1 ∀n. On le démontre par ré
urren
e.33



On se pla
e arbitrairement dans le 
as où la pente α est stri
tement supérieureà 1, 
'est-à-dire que u est 
omposé de blo
s de b de longueur a1 ou a1 + 1,ave
 a1 = [α], séparés par des a isolés. Pour le rang n = 1, 
'est évident
ar L1(u) = A = {a, b}. Don
 P1(u) = 2. Ainsi la propriété est véri�ée aupremier rang.Supposons maintenant que 
ette propriété est vraie au rang n−1. Parmis les
n fa
teurs de longueur n − 1, montrons qu'il y en a un et un seul que l'ontpeut prolonger en un fa
teur de longueur n de deux manières di�érentes (ondira qu'il est biprolongeable). On distingue deux 
as. Tout d'abord si n ≤ a1,alors le seul fa
teur de longueur n − 1 qui soit biprolongeable est 
elui où
a n'apparait pas. Ensuite si n > a1 alors un fa
teur de longueur n − 1 estbiprolongeable si et seulement si il se termine par un a suivi d'un blo
 de a1

b. Le lemme suivant nous permet don
 de 
on
lure :Lemme 4.9 Quel que soit n > a1, il y a un et un seul fa
teur de longueur
n− 1 qui se termine par un a suivi d'un blo
 de a1 b.Démonstration du lemme : Nous allons démontrer 
e lemme par ré-
urren
e. Parmis les sous-mots de longueur a1 + 1, il y en a un seul qui setermine par exa
tement a1 b (ab...b). Ainsi la propriété est véri�ée au premierrang.Supposons maintenant que le lemme est vrai au rang n− 1, 
ést-à-dire quílexiste un seul mot u de longueur n − 1 qui se termine par exa
tement a1 b.Supposons maintenant par l'absurde que parmis les fa
teurs de longueur nil y en a deux qui se terminent par exa
tement a1 b : au et bu. Distinguonstrois 
as. Si u 
ommen
e par moins de a1 b, alors le fa
teur au est impos-sible. Si u 
ommen
e par a1 + 1 b alors le fa
teur bu est impossible. En�n, si
u 
ommen
e par a1 b, alors les deux fa
teurs sont en prin
ipe possibles. Celasigni�e que u est biprolongeable à gau
he et à droite, or nous verrons plusloin que 
e
i est impossible. Don
 il n'existe qu'un seul fa
teur de longueur
n qui se termine par exa
tement a1 b. La propriété est don
 vraie pour toutentier n > a1. 2On a ainsi montré que tout mot de billard engendré par une pente irra-tionnelle est sturmien.Pour montrer l'impli
ation ré
iproque, il su�t de montrer que tout mot stur-mien est un mot mé
anique (puisque l'on sait déjà que les mots sturmiensne peuvent pas être périodiques). Nous allons seulement donner une idée dela démonstration. Soit m un mot sturmien. On pose a1 = k − 2 ave
 k qui34



est la longueur du plus petit fa
teur de m 
omprenant deux fois la lettre
a. En s'inspirant de la dis
ussion 
on
ernant le nombre π dans la se
tionpré
'edente, on pourrait dé�nir de même des nombres ai pour i ≥ 2 ; asso-
iant ainsi une fra
tion 
ontinue au mot sturmien m. Ce dernier s'avère êtrepar 
onstru
tion le mot mé
anique asso
ié à 
ette fra
tion 
ontinue. Don
tout mot sturmien est mé
anique. 2Théorème 4.10 Un mot in�ni u est sturmien si et seulement si il est non-périodique et équilibré.Démonstration : Pour démontrer 
ette équivalen
e, nous allons utilisertrois impli
ations dites 
ir
ulaires :� tout mot sturmien est mé
anique et non périodique,� tout mot mé
anique de pente irrationnelle est équilibré et non pério-dique,� tout mot équilibré et non périodique est sturmien.Tout mot sturmien est mé
anique et non périodiqueOn sait déjà que 
ette impli
ation est véri�ée grâ
e à l'équivalen
e dé�niepar le théorème 4.8.Tout mot mé
anique de pente irrationnelle est équilibré et nonpériodiquePour montrer 
ette impli
ation, on va utiliser une nouvelle fois le fait quele mot mé
anique issu d'une droite de pente irrationnelle α est 
omposé deblo
s de b (en supposant en
ore que α > 1) de longueur a1 ou a1 + 1, ave
en
ore a1 = [α], séparés entre eux par un a. Comme nous n'avons que deuxlettres distin
tes dans les mots mé
aniques, il su�t de montrer par exempleque le nombre de a dans 
haque fa
teur de longueur n de u ne di�ère que de1 ou 0.Si n ≤ a1 + 1, alors il est évident que 
haque fa
teur de u 
omporte soitau
un a, soit un seul. En e�et, deux a sont séparés par soit a1 b, soit a1 + 1
b.Si a1 + 2 ≤ n ≤ 2(a1 + 1), alors 
haque fa
teur de u 
omporte soit un seul a,soit deux. Le plus long fa
teur de u ne 
omportant pas de a est de longueur
a1 + 1, 
orrespondant à un blo
 maximal de b.35



Don
 de manière ré
ursive, on 
onstate bien une di�éren
e de un a au maxi-mum entre deux fa
teurs de même longueur d'un mot mé
anique dont lapente est irrationnelle. On a vu auparavant qu'un tel mot mé
anique n'estpas périodique. Don
 
e mot est équilibré et non périodique, 
e qu'il fallaitdémontrer.Tout mot équilibré et non périodique est sturmienOn suppose que u est un mot équilibré et non périodique. On veut établirla propriété suivante :
∀n ∈ N, Pn(u) = n + 1.On raisonne par ré
urren
e.Pour n = 1, les seuls fa
teurs possibles sont les lettres a et b. De plus,
es lettres apparaissent toutes deux sinon le mot serait périodique. Don


P1(u) = 2, et ainsi la propriété est véri�ée au premier rang n = 1.Supposons que 
ette propriété est vraie pour tout k inférieur à n, 
'est-à-direque Pk(u) = k+1, ∀k ≤ n. Ne perdons pas de vue que u est non périodique.Démontrons que 
ette propriété est vraie au rang n+ 1.Soit V un fa
teur de u de longueur n+ 1 :
V ∈ Ln+1(u).Il existe X et Y deux lettres de l'alphabet A etW un fa
teur de u de longueur

n− 1 tels que :
V = XWY.Comme W est un fa
teur de longueur n − 1, parmi tous les W possibles, iln'y en a qu'un qui est biprolongeable à droite. On le note Wd. De même,parmi tous les W possibles, il n'y en a qu'un qui est biprolongeable à gau
he.On le note Wg.On suppose que Wd 6= Wg. Parmi les n fa
teurs de u de longueur n− 1, il yen a :� n − 2 pour lesquels on ne peut prolonger que d'une unique manière àgau
he et à droite,� 1 pour qui on peut prolonger de 2 manières à gau
he :XWgX et Y WgX(ou XWgY et YWgY ),� 1 pour qui on peut prolonger de 2 manières à droite : XWdX et XWdY(ou YWgX et YWgY ). 36



Don
 on a Pn+1(u) ≤ n+ 2, si Wd 6= Wg. Il faut don
 montrer 
ette supposi-tion, 
'est-à-dire montrer que Wd 6= Wg.Nous allons raisonner une nouvelle fois par l'absurde. Supposons que
Wg = Wd = Wet 
omporte a1 b et don
 n− 1 − a1 a. W est don
 biprolongeable à gau
heet à droite. On a :

aWa ∈ Ln+1(u) ave
 | W |b= a1 et |W |a= n+ 1 − a1

bWb ∈ Ln+1(u) ave
 | W |b= a1 + 2 et |W |a= n− 1 − a1On a ainsi les équations suivantes :
|| aWa |b − | bWb |b|=|| aWa |a − | bWb |a|= 2.Or, on a pré
édemment vu, par le biais de la proposition 4.3, que si u estéquilibré, alors ses fa
teurs aussi. Par 
onséquent, les équations pré
édentessont absurdes, 
ar les deux di�éren
es devraient être égales à 0 ou 1. Ainsi,notre hypothèse est fausse. On en 
on
lut que Wd 6= Wg.Ainsi, ave
 
e qui est vient d'être prouvé, on a bien Pn+1(u) ≤ n + 2. Pourmontrer l'égalité, on utilise, 
omme pour le 
as n = 1, le fait que u est nonpériodique. On pourait montrer que si un des fa
teurs n'était pas dans u,alors on obtiendrait une 
ontradi
tion.On a don


Pn+1(u) = n+ 2.Ainsi, par ré
urren
e, si un mot est équilibré et non périodique, alors il eststurmien.Nous avons ainsi montré, par trois impli
ations 
ir
ulaires, que tout motsturmien est équilibré et non périodique, et ré
iproquement. 2
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Con
lusionLe travail que nous venons d'aborder nous a ammenés à explorer 
er-taines fa
ettes du billard. Nous avons étudié la traje
toire d'une boule surune table re
tangulaire ou 
arrée, notion 
on
rète. Puis, à partir de 
e
i, nousavons dé�ni de multiples 
lasses de mots et exploré les di�érentes relationsqui existent entre eux, notions plus abstraites.Cette étude 
on
erne une partie des mathématiques très intéressante à étu-dier et qui 
hange de l'univers que l'on étudie habituellement dans le 
ursusuniversitaire. Certains étudiants ont d'ailleurs 
hoisi des thèmes similairespour sujets de thèse, 
omme les 
ombinatoires sur les mots pour Cyril Allau-zen en 2001, ou l'étude du billard dans un polyèdre pour Ni
olas Bedaride ily a deux ans.
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