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- TD 11 – 

Feuille d’exercice V.  

– QUELQUES APPLICATIONS DE LA RECUCTIONS DES ENDOMORPHISMES – 

 

Exercice de méthode(hors feuille). 

1ère étape : 

X’ = AX X vecteur colonne X      

 A matrice carrée M    

Système d’équation différentiel linéaire à coefficient constant du 1er ordre. 

A ne dépend pas de t (coefficient constant) 

X est une fonction de t. 

 

L’ensemble des solutions 

X(t) = exp(tA)   où   =X(0) 

ou X(t) = exp((t-  )A)    où    =X(  ) 

 

On vérifie 

X(t) =       = Id  + tA   + 
    

  
  +…+   

  

  
     

On veut dériver (on admet que l’on peut dériver sous la forme infinie) 

 

     car A constant 

(  )    (
   
   

)  (
  
  

) 

(  )    A² est constant. 
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 !!  Si A non constant A’≠0 

(  )  (AA’)=A’A+AA’ mais A et A’ ne commutent pas. 

(  )                        
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On dérive X’(t) = u + A   +         
    

(   ) 
    +…. 

X’(t) = A(   +        
    

(   ) 
      +….)  

  ( )    ( )              ( )      

Conclusion : X’=AX          

Il faut savoir calculer    . 

 



2ème étape : 

X’ = AX+V V       et dépend de t. 

Dans            

                    

On cherche la relation par la méthode de la variation de la constante. 

                                   

                                   

 On cherche la solution particulière par la méthode de la variation de la constante. 
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Bilan            ∫        
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adaptation au cas matriciel. 
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Exercice 1*. Résoudre le système différentiel 
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Pour les matrices A suivantes, étudiées dans les planches précédentes. 
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D’après ce qui précéde : 
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V = (
 
 
 
)= s(
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)        . 

On peut calculer ∫         
 

 
 et ∫          

 

 
 

diagonalisation : ∫         
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Commentaire [E1]: constante 

Commentaire [E2]: en fonction de t 

Commentaire [E3]:    

Commentaire [E4]:    



Rq :    commute avec A  (    )  (    )A idem avec   .  

 

Vérification : On dérive (OK) 

                             (OK) 

 

Digression : ∫          
 

 
 

 

Intégrer par partie : [             ]     ∫         
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(  )                (       )   ∫        
 

 
   

Il faut vérifier (  ) en t = 0 on a bien 

     (       )      (OK) 

On dérive 

              (  )          (      )   

                  (  ) 

 

Principe de Vérification : On veut montrer que  ( )  ∫  ( )  
 

 
 

Il suffit de montrer que : F(0)=0 et   ( )   ( ) 

 

Solution 

         

                                (       )    
      

 

Reste à calculer            

On part d’un polynôme annulateur de A (si possible minimal, mais on peut prendre le polynôme 

caractéristique) 

 

exemple : 

1.  

   (
   
   
   

) =(
   
   
   

)     

   (   )(   )  

         =0 

     
 

 
(     )  

 

    
 

  
(     )   

    
 

  
(           )  

    
 

  
(               )  

    
 

  
(       )  

 



( )
 

(   )(   )
 

 

   
 

 

   
    

( )  x (X-1) eval(1)      
 

 
 

( )  x (X-4) eval(4)     
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Id =        
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On aurait pu faire : 

                 

    
 

 
   

 

 
    

       
 

  
    

 

2.    (
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calculer             
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( )  x (X-1) eval(1)       

( )  x (X-2)² eval(2)         

( )        ( )                          

 

   (   )(   )  (   )    (   )    (   )  

   (   )(   )  (   )  (   )(   )  

 

                 

                  

            (    )    

      (     )     (    )(      )(    )  

 

   (   )(   )    

                

                 

    
 

 
(         )  

 

 

Commentaire [E5]:    (     )   

Commentaire [E6]:  
   (      )(    ) 



Autre Méthode : 
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Exercice 4*. On considère la matrice réelle. 

   [
    
    
    

] 

4. Déterminer le polynôme minimal de A 

    (   )   

 

5. Exprimer, en fonction de la matrice A, les matrices des projections    et         
  sur les 

sous-espaces caractéristiques Ker A et Ker(A+9  )² 
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( )  x  X eval(0)    
 

  
 

( )  x (X+9)² eval(-9)         
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le calcul donne    
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6. Exprimer en fonction de A les matrices de A et des matrices    et     , la matrice    , où t 

est un réel quelconque. 
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            valeurs de    ,    et   . 
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) vecteur propre par λ=0 
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