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Feuille d’exercice IV.
— SOUS-ESPACE CARACTERISTIQUES — DECOMPOSITION SPECTRALE D’UN ENDOMORPHISME -
— EXPONENTIELLE D’ENDOMORPHISME —

Exercice 1.* Soit E un K — espace vectoriel de dimension finie n21 et u un endomorphisme de E.
1. Montrer que si A est une racine d’ordre k du polynéme minimal m,,, i.e., m, = (X — 1)*Q_avec
Q(A)=0, alors :
Ker Q(u) = Im (u — Aidg)*

1.1. Montrer que Ker Q(u)= Im(u —/Ud)k

Méthode :
° Soit une double inclusion
° Soit une inclusion + argument de dimension

(En général, il est plus facile de montrer que Im < Ker)

1.1.1.Montrer que Im (u —Ald)k c Ker Q(uw)

Y € Im(u— Aldg)*, Y=(u— Aldg)*(x)

donc Q@)(¥) = Q(uw)(u- A1d)" (x) = () (W)= 0() = O
1.1.2. Montrer que dim Im (u —/lld)k c dim Ker Q(u)

E = Ker 0 = Ker m,, (u) = Ker [(X — 2)*](w)

Or (X — )k et Q sont premiers entre eux car Q(A)#0

E=Ker (u— AId)* @ Ker Q(u)

donc Ker Q(u) = dim E —dim Ker (u — AId)*

k
Ker Q(u) H dim Im(u - /Ud)

2. Sous les mémes hypothéses, montrer que

E = Ker (u-Ald)* @ Im (u -2Ald)*

k k
2.1. Montrer que E =Ker (u-Ald) @ Im (u-Ald)
d’aprés ce qui précéde E = Ker (u — Ald)* @ Ker Q(u)
E=Ker (u—AMd)¥ @ Im (u—Ad)¥ < lemme de FITTING

—

Mat (u —}\Id):<EI &) Rq: Ker (u — Ald)*et Im (u — A1d)¥ sont stables par u.

0
En général Im P(u) et Ker P(u) sont stables par u.

N

- [ Commentaire [E1]: K[X]

~ ( commentaire [E2]: £(2)

\[ Commentaire [E3]: E

- [ Commentaire [E4]: Formule du rang




3. Soit A une valeur propre de u telle que :

E = Ker (u-A1ld) @Im (u-2Id)

3.1. Montrerque E = Ker (u-Ald) @ Im (u-2ld)
3.1.1.Soit u’= u|1m(u -Adg) u e £(1m (u— /Ud))
SoitP = (X —A)m’ ou m’=m,,
Montrer que P(u)= 0 L(E)
Soit x € E, on veut montrer que P(u)(x)=0

x=x; + x, avecx; € Ker(u— Ald) x, € Im(u — Ald)
X = X1 + x2
P(u)(x) =P(u)(x1) + P(u)(xz)

Commentaire [E5]: =0carx; €

P(u)(x) =my, (u — AId) (eg)|+ (u — Ad)|(my, (W) (x2))| — et

Commentaire [E6]: =0 donc
m’(u)(xy) = m’(w)(xz)

P(u)(x) =0

3.1.2.Montrer que A est racine de m,,.
On vient de voir que P=(X-A)m’ annule u. comme my,| P, il suffit de montrer que A est
racine simple de P. Donc que m’(\)z0.
Supposons par I'absurde que m’(A))=0. A valeur propre de u’ (car m’=m,,’) Donc
3 X', N'#0 tel que u’(X’)=AX".
X'€ Im(u-Ald). Donc X’ € Im(u-Ald), u(X’) et X’ € Ker(u-Ald)or Im(u-Ald)NKer(u-Ald)=0
Absurde.
4. Montrer que les 2 inégalités suivantes sont équivalentes.
4.1. () E=Ker(u — Ald) @ Im(u — Ald)
(i) Ker(u — AId) = Ker(u — Ald)?
4.1.1. (i) = (ii)
On a clairement Ker(u — Ald) c Ker(u — Ald)?
Réciproque
Soit X € Ker(u — AId)?
(u-Ald)(u-Ald)(x)=0
(u-Ald)(Y)=0

soit y =(u-Ald)(x). OnadoncY € Im(u —Ald) et Y € Ker(u — Ald)
Comme ces sous-espaces sont en somme directe y=0.
Donc (u-Ald)(x) = x € Ker(u — Ald)

4.1.2.(ii) = (i) Montrer que Ker(u-Ald)NIm(u-Ald)=0
Ce sera alors terminé puisque la formule du rang assure que dim Ker(u-Ald)+ dim Im(u-
Ald) = dim E.



Hypothéses : Ker(u —Ald) = Ker(u — Ald)?
Soit X € Ker(u-Ald)NIm(u-Ald)
X =(u—Ald)(t) et (u—Ald)(X)=0
= (u- Ald)(u- Ald)(t) =0
= (u-Ald)3(t) =0
= t € Ker(u-Ald)> = t € Ker(u-Ald) par hypothése
= (u-Md)(t)=0=X=0

5. Montrer que si u est diagonalisable, alors pour toute valeur propreAona:
5.1. Ker(u — Aldg) = Ker(u— Aldg)?
Donc d’aprés 2/ ona E = ker(u — AId)? @ Im (u — Ald)?
Donc d’apreés 4/ on a Ker(u- Ald)= Ker(u —Ald)?

Exercice 6.* Soit E un K — espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E.

On suppose que K = R ou C.
1. Montrer que
det(e“) = etrace(u)
Rappel :
tr(u) = Xaespy A avec multiplicité.
det(u) = [Taesp A

@out sur exponentielle

< exp(A) = ZkZO%Ak ¢a converge

»  exp(A+B) = exp(A)exp(B) si %BzBA‘

% exp(PAP™1)=P exp(A)P~!

M et
o3 exp( — < )
0 An 0 etn

% exp(t4) = texp(4)
< exp(0)=1Id
“ Sp(exp(A)) = {e*, A € Sp(A)}

1.1. Montrer que det exp(A) = exp(Tr(A))
1.1.1.1¢" Méthode

det exp(A) = [Taesp(expcay M = [Iesp(a) € = eXresp@ =g Tr(®)

1.1.2.11°™€ Méthode

A
A=PTP! T= :] P € GLy(R)

0 A
exp(4) = exp(PT P™1) = Pexp(T) P 1
det exp(A) = det exp (T) =[] ehi

///[ Commentaire [E7]: commute




exp (tr (A))=exp (Tr(T)) = exp (X %)
donc det exp(A) = exp (Tr(A))

Rq : det exp(A) = et7(4 % 0 donc exp (A) est inversible (son inverse est exp(-A))

1.2. Montrer que si u est nilpotent, alors
Ker(e" —idg) = Keru
Si u est nilpotent alors Ker(e* — idg) = Ker u

On calcule e* — Id
2 3 uk

u
u— f— — — e ——
e 1d—Id+u+2!+3!+ +k! Id
" B u  u? = Commentaire [E8]: = W
e —1d—(d+5+¥+“'+ k!)

Keru c Ker(e* —1Id)
plus généralement Ker u c Ker(v o u)
X+Keru— u(x) = 0+v(u(X)) =0=X€EKervou

< Ker(e* —1d) < Keru
On fait W est inversible
Montrer que cela prouve le résultat
Soitvsoninverse u=vo (e* —Id) = Ker(e" — Id) c Ker u d’aprés ce qui précéde.
Montrer que w est inversible.

0N |
En utilisant des matrices Mat(u) = < )= T

0 0

< Explication : Toute matrice est trigonalisable sur C et dans la forme triangulaire, le
spectre se trouve sur la diagonale.
o Siuest nilpotent, sp(u) = {0}
[...]

1.3. Calculer I'exponentielle de chaque matrice suivante de M, (KK).

A _
a=(o n) e =GN oG =G D)
(2 2)
exp(B) = exp (Ald + (8 g)) = eMd 4 e(g (e)) = eMd « e(g g)

o g)=1d+%(8 g)+%
oo ﬁ)z((l) )

N
exp(B):(e0 ee7‘6>

/ Commentaire [E9]: =0

G &

ewcr-ent(y =Cen(y (2 2)



0 0 A a
exp(D) = exp (Pld N (0 9)) ot e(G 0) /fCommentalre [E10]: commutent

Attention : oY
exp (’(g 8) + (g g)‘) % exp(((e) 8)) « exp((g (9)) ) /‘ ::Smmentaire [E11]: ne commutent
A= (g g) A2=(602 eoz)z 621d.

A% = 02A— A* = 0*Id
2n _ 2n _1\n 2n+1 _ 2n+1 0 -1 _1\n
A% = 9G(—1)" AP = g (_1 0)( 1)

Dk A AZn+1
EXP(D) = k=077 = L2050 T Lk20 o py;

Exp(D) = (Zgzo(—1D)" %)Id + Qzo(=1)" (Z:j:)!) (—01 _01)

_ 0 -1 Commentaire [E12]: cos 6
Exp(D) = (eweid + (shd) (°, ) T
Exp(D) = <e7‘ch 6 —elsh 0)
ersh® e*cho

_,1(0 -6 =(e’1cose —e’lsine)
Exp(E) = e (9 0) etsin® etcosO

Autre Méthode:
1=(0 ) y=x-1 ®i=p (1 01)13—1

10 0o -
(il faut calculer P)
. 1 0 ,- el 0 _
] = 1 ] — 1
puis e P exp (O _1)P e P (0 e‘1)P

Trouver une matrice complexe non nulle telle que exp(A)= ((1) _01)
omi 2 0 1 0
= 1 =
€ exp( 0 —21Ti) (0 —1)
méme proposition pour une matrice réelle.

(8 =rr )

exp(z(:_t —gn) =p exp(z(:_[ —gn) p~l=pp~1id

Exercice 7.* Soit E un K — espace vectoriel et soit u un endomorphisme de E vérifiant
(u—idg)?(u—2idg) =0
1. Montrer que E = Ker(u — idg)? @ Ker(u — 2idg).
1.1. E = Ker(u — idg)? @ Ker(u — 2idg).
On utilise le lemme des noyaux, (X-1)? et (X-2) sont premiers entre eux.

E = Ker 0 = Ker(u-Id)?(u-21d) = [Ker (u — Id)3 @ Ker(u = 21d)| ///[ Commentaire [E14]: 7, — K,

\\"\[ Commentaire [E15]: 7, — K,




2. Notons m; la projection sur Ker(u-2idg) parallelement a Ker(u - idg)?* et 7, la projection sur
Ker(u — idg)? parallélement a Ker(u — 2idg).
2.1. Montrer que e%r, = e*m,

2.1.1. Imn, = Ker(u — 21d) par définition

Uy = Ul M, = u|V(er(u—21d)|= 2ldge //{ Commentaire [E16]: stable

(SiX € Ker(u — 21d) alors u(X) = 2X)
etm, = ez, = e?ldg*m, = em,

2.2. Montrer que e%m; = eum,

221 uy = Ulmmn, = Ulkeru-r1ay?

exp(uy) = exp(ld +uq —Id)
Cette décomposition vient du fait que Id commute avec u; — Id et (uy — Id)?> = 0
(car on travaille sur Ker(u-1d)?)
e = eld x euld = old(1d +%(u —1d) +% 0)

et =e%doncemy —eumy

3. Exprimer en fonction de u les projections de 1, et T,
3.1.
3.1.1. my et T, comme polynébme en u.
On part de Bézout pour (X-1)% et (X-2)
Algorithme d’Euclide

X2-2X +1 X-2 X2-2X+1=X(X-2) +1  1=(X-1)2-X(X-2)
X2- 2X
Id = ’(u = Id)z}— uf(u-21d) ‘car (u-1d)*(u-21d) =0 ///[ Commentaire [E17]: € Ker(u-2id)
T, = (u- Id)? ;1 = -u(u- 21d) (u-21d)(u-1d)*(x) [ commentaire [E18]: = ter(u1d):
3.1.2. Autre méthode pour Bézout.
1 = a + L + _c (@)

X-1)2(x-2)  (X-1)2 ' X-1 ' X-2

(@) * (X-2) éval(2) = c=1

(@) * (X-1)% éval(l) = a=-1

(@) * (X-1) éval(0) = b+c=0 =ph=—1
1 -1 -1 ¢

(X-1)2(x-2) - (X-1)2 + X1 + X—2

1=-(X-2) = (X-1)(X-2) + (X-1)
1= -X(X-2) + (X-1)?



4.

En déduire une expression de e en fonction de u.
4.1.
4.1.1. e%
=e%ld
=e"(my + m,) — e¥my + e¥m,
= eum, + e’m,
= —eu?(u —2Id) + e?(u — Id)?
= —eu® + 2eu® + e?u? — 2e?u + e?Id
= —eu® +e(2 +e)u? —2e%u+éeld

Récapitulatif :
u € L(E). x, fournit un polynéme annulateur
On factorise y, = (X —A)™M (X —2A)"2 ... (X — A )™
les A; sont distincts et les (X — A;)™ sont 2 a 2 premiers entre eux.
E= E?ker(u — Nld)™
On calcule les projecteurs spectraux ; soit pour |'algorithme d’Euclide. (si k =2), ou par la

décomposition en éléments simples ————
. PIeS

On calcule etnr; = e¥im; = e WIAHE=AIA . (1, — A [d)™ = 0

/{ Commentaire [E19]: homothétie

1
= e?‘i(ld + (U.L' — }\lld) + E(ui - )\lld)z + 4 ('Lli — }\ild)ni_l

1
(n; — D!
Pour conclure on calcule e®.
e =e'ld = e*(my + my + - + M) = e¥my + ety + -+ ety

\[ Commentaire [E20]: nilpotent

—




