Caractéres d’un GAF et TFD

Groupes abéliens finis et transformée de Fourier discréte

0.1 Les groupes abéliens finis

La théorie des groupes abéliens finis prend une place particuliére au sein
de la théorie des représentations. On peut déja constater que si chaque classe
de conjugaison est de cardinal 1 (donc si le groupe fini G est abélien), alors
le groupe G est de méme cardinal que Irr(G), et réciproquement. Mais le
meilleur est a venir, car, comme nous allons le voir, Irr(G) a dans ce cas
une structure de groupe abélien fini, de sorte que l'on voit apparaitre une
jolie dualité entre G et le groupe Irr(G), noté, dans ce contexte, G. Par
dualité, on entend ici que les propriétés de Irr(G) vont se refléter dans G, et
réciproquement. Voici donc une belle occasion de voir en oeuvre les miracles
de la dualité dans un autre contexte que celui des espaces de dimension finie.

Cette dualité permet alors d’interpréter la forme hermitienne G-invariante
sur C[G] comme un morphisme de C[G] vers C[G], selon un procédé bien
connu dans le cadre des formes quadratiques/hermitiennes sur un espace
vectoriel. Ce morphisme n’est rien d’autre que la transformée de Fourier, ou
plutét son analogue discret. La théorie des représentations des groupes abé-
liens finis devient un toy model qui permet d’y voir plus clair dans I'univers
de 'analyse harmonique.

0.1.1 Caractéres d’un groupe abélien fini

Dans la suite, on notera (A, +) un groupe abélien fini (GAF), d’ordre n.
On travaille toujours sur le corps des complexes, et donc par représentation,
resp. caractére, on entend représentation, resp. caractére, complexe.

Notation. Si A est un GAF, on appelle dual de A, I'ensemble A des carac-
téres irréductibles de A.

Proposition. L’ensemble A est de cardinal n. Une représentation de A est
irréductible si et seulement si elle est de degré 1. En conséquence, 'ensemble
A s'identifie & I'ensemble des morphismes de (A, +) dans (C*, x) et il posséde
une structure de groupe abélien pour la multiplication usuelle des fonctions
de A dans C. L’élément neutre de ce groupe est le caractére trivial Yi,iy.



Démonstration. Comme A est abélien, ses classes de conjugaison sont sin-
gletonnes; il y en a donc n. On en déduit I'existence de n représentations ir-
réductibles de degré d;, ¢ de 1 an, tels que Y, d? = n, ce qui force d; = 1 pour
tout . Les représentations irréductibles vont donc de A vers GL;(C) = C*
et donc, les caracteres irréductibles s’identifient a des morphismes de A vers
C*. L’ensemble A hérite donc bien de la structure de groupe (multiplicatif)
de C*.

Remarque. Le fait que toute représentation irréductible d'un GAF A est
de degré 1 peut aussi étre vu comme une conséquence directe de la codia-
gonalisation. En effet, par Lagrange, toutes les matrices de représentation
sont diagonalisables et, par commutativité, elles sont simultanément diago-
nalisables. Ceci implique que 'espace peut se décomposer en somme directe
de droites propres communes pour ’action de tout élément de A.

La nomenclature change lorsque 'on passe des groupes quelconques aux
groupes abéliens finis. Les morphismes de A vers C* sont dans ce contexte
appelés usuellement caractéres de A, alors que dans le cadre des groupes
en général, ce seraient plutot les caractéres irréductibles. Il est important de
noter également qu’en degré 1, on peut identifier une représentation a son
caractére (en fait, une matrice de taille 1 & sa trace), deux représentations
irréductibles distinctes sont automatiquement non isomorphes|[]

Voici tout de suite un exemple fondamental :

Exemple 0.1 (L’aube de la dualité : le cas Z/nZ).

Soit A = Z/nZ. Alors, A est I'ensemble des morphismes de Z/nZ dans
C*. Or, par passage au quotient, un tel morphisme est entiérement déterminé
par 'image de I\dans I’ensemble U, des racines n-iémes de I'unité de C*. On
voit donc que A est naturellement isomorphe au groupe U, lui-méme (non
naturellement) isomorphe a Z/nZ. On commence & voir apparaitre, comme
dans la dualité des espaces vectoriels de dimension finie, un isomorphisme
(non canonique) entre A et son dual A.

Exemple 0.2 (Table de caractéres pour Z/nZ).

Un isomorphisme entre Z/nZ et U,, provient du choix d’un générateur de
U,, c’est-a-dire d’une racine primitive n-iéme de I'unité. Si I’on fixe une telle
racine w, alors, on voit facilement que la table de caractéres est donnée par
u;; = w", pour 1 < 4,5 < n—1. La matrice de la table de caractéres est donc
une matrice de Vandermonde.

1. Comme le caractére caractérise, une représentation de degré 1, qui est égale a son
propre caractére, s’autocaractérise. Enorme!



En fait, les propriétés des représentations des groupes abéliens finis concernent

tous les groupes finis puisque ceux-ci possédent des quotients abéliens. On
rappelle que si G est un groupe alors on définit le sous-groupe D(G) comme
engendré par les commutateurs ghg 'h™!, g,h € G, de G. Le sous-groupe
D(QG) est distinguéﬂ et c’est le sous-groupe distingué minimal de G (pour
I'inclusion) tel que le quotient soit abélien.

Remarque. Le groupe dérivé reprend ses droits en théorie des représenta-
tions de par son lien étroit avec les représentations de degré 1. En effet, une
représentation de degré 1 est un morphisme de G dans le groupe abélien C*. 11
en résulte que D(G) s’envoie automatiquement vers 1. Et plus, généralement,
si V est, en tant que représentation de G, somme directe de représentations
de degré 1, alors I'image de D(G) est réduite a 'identité.

On a le corollaire suivant :

Corollaire 0.3.

Soit G un groupe fini. Alors, le nombre de représentations irréductibles
de G de degré 1 est égal a l'indice de D(G) dans G. En particulier, G est
abélien si et seulement si Irr(G) = |G]|.

Démonstration. Comme G/D(G) est un groupe abélien, toutes ses repré-
sentations irréductibles sont de degré 1 et, par la proposition [0.1.0] il y en
a exactement k := |G/D(G)|, c’est-a-dire l'indice de D(G). Or, I'ensemble
de ces représentations est en bijection avec I’ensemble des représentations
(irréductibles) de degré 1 de G. En effet, soit 7 la surjection canonique de
G sur G/D(G), alors la bijection est donnée par I’application qui envoie le
caractére y de G/D(G) sur la représentation x := y o w de G. La bijection
inverse est donnée par le passage au quotient, puisque si y est un morphisme
de G dans C*, alors, C* étant abélien, tout commutateur de G s’envoie vers
1, et donc D(G) est dans le noyau de ce morphisme :

| N
G/D(G)~-~C

Pour la derniére assertion, il suffit de voir la réciproque, car la proposi-
tion [0.1.1] assure I'implication directe.

2. Il est stable par tout automorphisme ¢ de G, puisque @(ghg=th™!) =
o(9)e(h)e(g)~tp(h)~t. Donc, en particulier, il est stable par tout automorphisme in-
térieur.



Supposons donc Irr(G) = |G|. Comme la somme des carrés des degrés des
représentations irréductibles vaut |G|, elles sont toutes de degré 1. Le groupe
dérivée D(G) est donc d’indice |G|, ce qui implique que D(G) est trivial; G
est abélien.

La proposition qui suit précise des isomorphismes naturels en dualité de

GAFPE

Proposition. Soit A et B deux GAF. On a les isomorphismes naturels de
groupes

1. Exé:m,
2. A~ A,

Démonstration. On va construire dans les deux cas un morphisme natu-
rel, injectif. Par égalité des ordres, voir proposition [0.1.1] on obtiendra bien
I'isomorphisme recherché.

1. On construit une application A : AxB~AxB , qui envoie (¢, 1)) sur
Iapplication Ay @ (a,b) — ¢(a)(b). L'égalité ¢p(a + a')P(b+b') =
o(a)(b)p(a’)y(b') prouve que 'application Ay, est bien dans Ax B.
L’égalité (¢¢')(a) (') (b) = ¢(a)p(b)¢' (a)y'(b) prouve que A est bien
un morphisme de groupes. L’injectivité est claire : on retrouve ¢ et ¥ a
partir de Ay, en posant respectivement b = 0 et a = 0 dans Ay (a, b).

2. Notons que A a un sens puisque A est un GAF. On construit une
application ¢ : A ~ A qui envoie a sur l'application ¢, : ¢ — ¢(a).

L'égalité (¢¢')(a) = ¢(a)¢/(a) prouve que i, est bien dans A, et 'éga-
lité ¢(a + a’') = ¢(a)¢p(a’) prouve que ¢ est un morphisme de groupes.
L’injectivité est claire puisque ¢ peut étre retrouvée a partir de la don-
née des ¢(a) pour tout a de A.

Exemple 0.4 (Table de caractéres pour Z/27 x Z./37).
Pour construire la table de caractéres de Z /27 x Z/37Z, on doit trouver 6

caracteéres distincts. Comme Z /27 x 7Z./37 ~ 7./27.x 7./ 3Z, on se raméne aux
caractéres des groupes cycliques, étudiés ci-dessus. Voir la table de caractéres
en section [0. 1.5l

3. La dualité des GAF! Voila un bon titre d’album de Gaston.




0.1.2 Théoréme de relévement des caractéres et théoréme de struc-
ture

Dans le cadre de ’analogie entre GAF et espaces vectoriels de dimension
finie, le théoréme de relévement des caractéres est au fond un théoréme qui
s’apparente au théoréme de la base incompléte, dans le sens ou ce dernier
permet de voir que, si I’ est un sous-espace de E, alors le morphisme de
restriction £* — F* est surjectif. Plus généralement, la belle dualité permet
de voir que la transposée d’'un morphisme injectif (I'injection naturelle de F'
dans F) est un morphisme surjectif (la restriction).

Théoréme 0.5 (Relévement des caractéres).

Soit A un GAF et B un sous-groupe. Alors, le morphisme de restriction
de A sur B est surjectif. Dit autrement, tout caractére de B peut étre relevé
en un caractére de A.

Démonstration. Soit » ce morphisme. Son noyau est donc le sous-groupe
des caractéres x de A tels que x|, est trivial. Par passage au quotient (tout

sous-groupe est distingué dans le cas abélien), ce noyau s’identifie a A/B.
On a donc

A ~
[Im(r)| = ‘Jl//\‘B‘ = |/|11;1|B| =|B| = ‘B‘

La surjectivité en découle.

Un petit dessin valant mieux qu’un long discours, on peut résumer sché-
matiquement les choses avec un diagramme commutatif :

A

N -
N X

N
\

On va en déduire une preuve du théoréme de structure des groupes abé-
liens finis. Unité et harmonie : avec I’approche des modules sur un anneau
principal, c’est finalement équivalent au théoréme de décomposition de Fro-
benius, [Tome 1 ed.2, Théoréme 5.9]. C’est pourquoi on ne s’étonnera pas
des similitudes entre les deux preuves.

Théoréme 0.6 (Théoréme de structure des groupes abéliens finis).
Soit A un GAF. Il existe une unique famille d’entiers a; > 2, i de 1 & s,
telle que a;,1 divise a; pour tout 2 de 1 a s — 1, et telle que

A~Z/aZ X -+ X L]asZ.



Définition 0.7. Les a;, de par leur unicité, sont appelés facteurs invariants
du groupe abélien fini A.

Par 'exemple et la proposition [0.1.1] le théoréme de structure a pour
corollaire immédiat :

Corollaire 0.8. Soit A un GAF. Alors A est isomorphe a son dual A.

Il va sans dire que l'isomorphisme est non canonique (il dépend du choix
de racines primitives de l’unitéﬁ).

Démonstration. FEzxistence.
Commencons par le lemme :

Lemme 0.9. Soit x; dans A d’ordre maximal a,. Alors, 'ordre de tout
élément de A divise a;.

Preuve du lemme. Dire que a divise b revient a dire que pour tout p premier,
vp(a) < vy(b), ot p désigne la p-valuation. Supposons donc, par 'absurde,
qu'il existe 2}y dans A d’ordre af, et p premier fixé tel que o := v,(a}) > o ==
vp(a1). On a donc a; = p*k, resp. a) = p®' k', ol k est premier avec p®, resp.
k' premier avec p®. On va construire un élément de A d’ordre p®'k > ay,
ce qui prouvera bien l'assertion par l’absurde. On a y; := p*x; d’ordre k et
Yy, = K'a} d’ordre p®. Comme k et p® sont premiers entre eux, y; + 1/, est
bien d’ordre p® k. En effet, d’une part p® k annule vy, + Yy, et d’autre part, si
d annule y; + y1, alors dy; = —dy; € (y1) N (y;) = {0}, par Lagrange, ce qui
force p® et k a diviser d. o

Pour montrer I'existence, il suffit de montrer que le sous-groupe cyclique
engendré par z; posséde un supplémentaire B dans A, i. e. A ~ (x1) X B,
et d’appliquer une récurrence sur |[A|. Montrons donc l'existence de ce sup-
plémentaire. Soit w; une racine primitive a;-iéme de 'unité et x le caractére
(comprendre ici morphisme) de (x;) qui envoie z; sur w;; x est donc un
isomorphisme de (x;) dans le groupe U,,. Par le théoréme de relévement,
on peut prolonger x en un morphisme y de A vers C*. Or, comme 'ordre
de tout élément de A divise a;, I'image de x reste dans U,,. On a donc une
surjection y de A vers U,,, munie d'une section, la réciproque x =1, de Uy,
vers (x1) C A, ce qui prouve, par [Tome 1 ed.2, Chap. II, Corollaire 5.3.4],
que A est un produit semi-direct A ~ (z1) x ker(x). Comme A est abélien,
le produit est en fait un produit direct.

Unicité. Montrons maintenant 'unicité des a;. Pour cela, nous allons ca-
ractériser les a;, en caractérisant, pour tout p premier, leur p-valuation v, (a;).

4. Ca vous énerve pas les gens qui disent "¢a va sans dire" et qui le disent quand méme ?
C’est insupportable !



Lemme 0.10. Soit n,, resp. m,, la p-valuation de |A|, resp. a;. Soit A; le
sous-groupe {z € A, plz = 0} de A, et \; := v, (|4;]) — v, (|4;-1]).

Alors, (Ay > Ag- -+ > A, ) > 0) est une partition de n,,. La famille (v,(a;))
forme la partition dualelﬂ de cette partition.

Preuve du lemme. Les sous-groupes A; sont emboités, avec {0} C A; par le
lemme de Cauchy, et A,, = A, pour m, < k, par la proprié¢té de maximalité
de a; du lemme De plus, tous les éléments de A; sont d’ordre divisant
p’, donc, encore par le lemme de Cauchy (ici, sa version contraposée), les A;
sont des p-groupes; les \; sont bien des entiers.

La suite des | 4;| s’essouffle, exactement comme dans [Tome 1 ed.2, Chap.
ITI, Lemme 2.2.1|, puisque la multiplication par p induit un morphisme de
A;y1 dans A;, puis, un morphisme de A;; dans A;/A; 1 de noyau A;. On a
donc une injection de A;;1/A; dans A;/A;_1, ce qui donne bien les inégalités
voulues sur les \;. Il vient donc que A est une partition de } ; A; = Vp(‘Amp ‘)

Calculons maintenant précisément );. On suppose dans un premier temps
que A = Z/aZ, ou a est un entier. Posons k = v,(a), c’est-a-dire, a = pb,
avec b premier avec p. Si i < k, il y a exactement p’ classes x de Z/aZ telles
que p'z = 0 : ce sont les multiples de p*~%b. Si i > k, alors il y a p* classes z
de Z/aZ telles que p'x = 0 : ce sont les multiples de b. On en déduit dans ce
cas que |A;| = p™1%» (@)} Dans le cas général, on obtient :

|Ai = [ pm e et done v, (|Ai]) = min{v,(a ), i}.
j=1

J=1

En particulier, comme m,, est le maximum des v,(a;), il vient, d'une part
S
Vol Am, [) = D vplas) = my,
=1

ce qui implique que A est bien une partition de n,.
D’autre part, il vient

Ai = (| Ai]) — vp(|Aial) = ) @ < wplay)},

ce qui signifie que les partitions (v,(a;)) et (A;) sont en dualité.

5. La partition duale a été vue en Tome 1 ed.2, Chap. III, Annexe B, Définition 2.3]
dans le passage, dans un tableau de Young, de la lecture horizontale & la lecture verticale,
ou inversement. Autrement dit, si A = (A; > -+ > A;) est une partition de n, alors son
dual \* = (A} > --- > AL) est une partition de n donnée par Af = |[{j,7 < A;}|. On a
(A =\



Définition 0.11. Le nombre a; est appelé exposant du groupe. C’est le plus
petit commun multiple des ordres des éléments du groupe. C’est en quelque
sorte 1’équivalent du polyndéme minimal pour un espace vectoriel £ muni
d’un endomorphisme.

Exemple 0.12. Par exemple, quels sont les facteurs invariants (a;) du groupe
A=7Z/18Z X ZL/5Z x Z)87 x 7.]367"

Pour cela, il faut briser-rassembler (tout un programme!)
1) briser A en p-groupes, par le lemme chinois, puis
2) rassembler en p-valuations décroissantes.
1) A~ (Z)2Z X Z)9Z) X Z]5Z x 7|87 X (ZJAZ x Z]9Z).
2) A~ (Z)8Z X Z)9Z x Z/5Z) x (ZJAZ x ZJIZ) x (Z/27) ~ 7/360Z x
Z7/367 x 7./27.

Donc, les facteurs invariants de A sont (360, 36, 2). Un groupe abélien fini
sera isomorphe a A si et seulement s’il posséde cette méme famille de facteurs
invariants.

Remarque. On peut montrer 'unicité de bien des maniéres, sans le langage
des partitions. I’avantage de la méthode est qu’elle s’unifie joliment avec celle
utilisée dans la réduction. On peut d’ailleurs se permettre, pour le plaisir et
sans méme aller plus loin, de faire un pont entre deux mondes : celui des
groupes abéliens finis et celui des C—espaces de dimension finie, munis d’un
endomorphisme u. On fixera un diviseur premier p de |A| et un diviseur
(X — A) de xu, ce qui signifie que A est valeur propre de u.

’ Groupe abélien fini A \ C-espace F muni d'un endomorphisme u

A~ A (canonique)

E ~ E** (canonique)

A ~ A (non canonique)

E ~ E* (non canonique)

cardinal |A| polynoéme caractéristique x,,
exposant a; polynéme minimal g,
facteurs invariants aq, - - - , a polynomes invariants de similitude P, --- , P

ordre d’un élément

polynéme minimal i, ., pour € E, voir [Tome 1, Chap. III-5]

théoréme de Lagrange

théoréme de Cayley-Hamilton

lemme de Cauchy

existence d’un vecteur propre

lemme chinois

lemme des noyaux

sous-groupe cyclique

sous-espace cyclique, voir [Tome 1, Chap. I11-5]

théoréme de structure

décomposition de Frobenius

La comparaison Lagrange/Cayley-Hamilton est un peu osée ; elle est juste
& pour marquer les esprits. Il faut le comprendre dans le sens o1, d’une part,



I'ordre d'un élément divise 'ordre du groupe, et d’autre part, le polynome
minimal fi,,, d'un élément = de £, voir [Tome 1, Chap. III-5], divise le poly-
ndéme caratéristique.
0.1.3 Tables de caractéres

Voici, pour se fixer les idées, la table de caractéres de Z /47 et celle du

produit direct Z/27Z x 7./3Z.

Table de caractéres de Z/47Z, et au-dela

(Z/4Z 0] 1 | 2 [ 3 |
Yo |1] 1 ]17]1
X1 1)@ | =1 —
Yo |1|—-1]1 [-1

Dans le tableau ci-dessus, on a fixé ¢ comme racine primitive 4-iéme de 1'unité,

et x5 est le caractére qui envoie 1 sur 7.

Plus généralement, on se fixe une racine primitive n-iéme de 'unité w, et
on note yy le caractére (bien défini) de Z/nZ tel que
k(@) = w™.

Alors, la matrice de la table de caractéres est donnée par
Vo= (Xi(j))ogingn_l = (wij)OSi,jﬁn—l'

Table de caractéres de Z/27 x 7Z/37Z, et au-dela

Xo ® Xo 1 1 1 1 1 1
Xo ® X1 1 J J? 1 J j*
Xo ® X2 1 J° J 1 J° J
X1 ® Xo 1 1 1 1 | -1 | -1
X1 ® X1 1 j j* -1 | —j | =5
X1 ® X2 1 j j -1 | =52 | —j

Le lecteur reconnaitra en un clin d’oeil que cette matrice de taille 6 est
constituée de 4 blocs de taille 3 : V3, V3, V3, —V3, et que les scalaires devant
la matrice V3 sont les coefficients 1, 1, 1, —1 de la matrice V5. Ceci appelle
une définition ad hoc :



Définition 0.13 (Produit tensoriel de deux matrices). Soient n et p deux
entiers naturels non nuls et soient U une matrice n x n et V' une matrice
p X p, toutes deux a coefficients complexes. On définit le produit tensoriel de
U et V comme la matrice np X np décrite par blocs de la fagon suivante :

UHV Ulgv ce uan
umV UQQV s Ugnv

UeV=| T | e My, (C).
U1V UV o U,V

Proposition. Soit A, resp. B, un GAF, que I'on suppose ordonné (comme
ensemble), et soit A, resp. B, son dual, supposé ordonné également. Soit
U, resp. V, la matrice de la table de caractéres de A, resp. B. Alors, en

ordonnant A x Bet Ax B~ Ax B par l'ordre lexicographique, la matrice
de la table de caractéres de A x B est le produit tensoriel U ® V.

Démonstration. Tout d’abord, on voit que si ¢ est un caractére de A et
Y un caractére de B, alors ¢ ® 1(a,b) = ¢(a)y(b) définit un caractére (un
morphisme de groupes) du produit direct Ax B. On obtient donc bien |[A x B|
caractéres distincts, et on laisse le soin au lecteur de vérifier que la matrice
((¢ ®¥)(a,b)) de taille |A x B| est bien égale & la matrice voulue.

Cette proposition permet donc de construire la table des caractéres de
tout GAF dont on connait les facteurs invariants.

0.1.4 Décomposition d’une fonction sur A en somme de caractéres

Soit A un GAF. On rappelle que I'algebre C[A] des fonctions de A dans
C posséde deux bases : celle, naturelle, des (d,)qsca, et celle des caractéres
(X)ea- On a également doté C[A] d’un produit hermitien

(F.9) = (f,9)a = ﬁ S F@)g(a).

a€A

On sait que la base des caractéres est une base unitaire. De plus, il est
immédiat de voir que la base légérement modifiée \/W da)aca est également
unitaire.

La décomposition d'une fonction f de C[A] dans la premiére base est

claire :
f=Y_ f(a)s,

acA

10



La base des caractéres fera tout de méme 1'objet d’un intérét particulier.
En effet, on peut voir une fonction k& +— w* sur le groupe cyclique Z/nZ
comme une version discréte de la fonction ¢ — e sur le groupe R des réels.
La décomposition d'une fonction f de C[A] dans la base des caractéres peut
étre donc vue comme une décomposition de Fourier discreéte.

Comme la base des caractéres est unitaire, on trouve immédiatement la
décomposition de tout f de C[A4] :

F=> 06Hx

xeA

On pose donc, naturellement

de sorte & avoir

(1)

&h
[
(]
K
=
=

xeA

Les coefficients c¢f(x) peuvent étre vus comme des coefficients de Fourier,
et si 'on pense a la forme intégrale des coefficients de Fourier en analyse
harmonique, la somme ci-dessus, donnant c(x), peut étre vue comme une
méthode des rectangles pour un calcul d’intégrale.

0.1.5 Transformée de Fourier discréte

On rappelle le résultat utile et bien connu, voir [Tome 1 ed.2, Chap V,
annexe A-1], qu'une forme bilinéaire non dégénérée sur un espace F de dimen-
sion finie fournit un isomorphisme entre E et son dual E* ; plus précisément,
a x dans E, on associe & dans E* tel que (y) = (z,y). C’est a peu de choses
présff| ce qu'il va se passer ici dans le contexte des formes hermitiennes et des
GAF. L’isomorphisme s’appelle ici transformée de Fourier discréte.

-~

Définition 0.14. Soit F I'application de C[A] dans C[A] qui envoie la fonc-
tion f sur la fonction f = F(f) telle que

FO) =" fla)x(a).

a€A

L’application F est appelée transformée de Fourier discréte.

6. En fait, on va avoir une variante : f(x) = |A| (X, f)a.
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Voici un résumé des propriétés de la transformée de Fourier discréte, dont
on connait déja les analogues en analyse harmonique :

Théoréme 0.15. La transformée de Fourier F posséde les propriétés sui-
vantes :

-~

1. elle établit un isomorphisme entre C[A] et C[A4],

2. c’est (presque) une isométrie :

Fogha = —(F.5)

3. sa réciproque est donnée par
1 o
f= m Z fF)x,
X€A

4. si on munit C[A] d’une structure de C-algébre en ajoutant le produit
de convolution, défini par

(fxg)a)= D fl@)g),

T+y=a

alors m = ]?x g, c’est-a~dire que F fournit un isomorphisme d’al-
geébres entre (C[A],+, -, %) et (C[A],+, -, ).

Démonstration. Il est clair que F est une application C-linéaire. Calculons
en premier lieu (f,9) z :

(F.)5= )%Zﬁax) — X TO@son
XEA\ a,be A, xeA
1 1 -
T4 a’beA’Xegf (a)g(b)x(b—a) = o ge:A Fla)g(b) Xé (b= a)

Or, si on identifie A & son bidual g, on peut identifier naturellement a et

b a leurs caractéres respectifs @ et b sur A, ce qui donne, par orthonormalité
des caracteres :

Y xb—a)=>"x(@x(®) =Y a0)b(x) = 4] by

xeﬁ XEE xeﬁ

On obtient donc au final :

12



(.9 2= f(@gla) = [A[{f,9)a.

a€A

Donc, F est le produit d’une isométrie par une homothétie (non nulle), ce qui
implique que F est injective. C’est donc bien un isomorphisme, par égalité
des dimensions.

L’égalité (iii) est quasiment tautg\logique puisque, par construction, Voir
[ = erﬁcx(fb(a avec Cx(f) = ﬁf(Y)

Il reste & montrer (iv). Tout d’abord, il n’est pas difficile de voir que
(C[A], 4, *) est bien un anneau unitaire. En effet, la convolution % est visi-
blement distributive sur I’addition, son élément neutre est g, et ’associativité
vient de

((f*g)*h)(a Z F@)gW)h(z) = (f * (g% h))(a).

~

11 ne reste donc plus qu’a développer f x glx) = fx)g(x) :

= (D fla)x(@) (D g(b)x Z x(a+0)

acA beA
=YY fl@gb)x(x) =D fxg
T€EA a+b=x TEA
= xg(0)-

L’égalité (ii) est 'analogue discret de I’égalité de Parseval de l’analyse
harmonique. La propriété (iii) n’est finalement rien d’autre que le reflet de la
propriété du bidual, proposition[0.1.1] On peut se demander pourquoi on n’a
pas défini la transformée de Fourier comme une vraie isométrie. La réponse
est simple : pour qu’elle le soit, il aurait fallu qu’on mette des \/m dans
les formules, et on a préféré garder des formules avec des entiers pour des
raisons purement arithmétiques que l'on peut imaginer.

Remarque. On pourra trouver, dans I'exercice [0.17], une incroyable appli-
cation de ce théoréme a un algorithme de calcul pour la multiplication de
grands nombres entiers. Pour résumer, on peut se demander si, en terme de
complexité de calculs, la transformée de Fourier discréte est suffisamment
économique pour étre utilisée lorsque I'on veut calculer un produit de convo-
lution, par exemple, quand on veut multiplier des entiers écrits sous forme
décimale. La réponse vient de Cooley et Tukey en 1965|Z], c’est oui, et pas
qu’un peu!

7. En fait, Gauss avait déja utilisé leur algorithme en 1805. Et oui, rien de nouveau en
ce monde depuis Carl Friedrich!

13



0.1.6 Transformée de Fourier discréte-Version matricielle

Il serait dommage de passer a coté de la version matricielle de la trans-
formée de Fourier car celle-ci éclaire, d'une part, sa connexion avec la théorie
des représentations, et d’autre part, le lien (originel) avec la décomposition
d’une fonction en somme de caractéres.

Soit donc A un groupe abélien. On munit C[A] de la base (0,)qca des
fonctions caractéristiques d’éléments de A, et, de méme, on munit C[g] de
la base (5x)xe 7 des fonctions caractéristiques d’éléments de A. Comme

0a(X) = Y x(0)da(b) = x(a),

-~

I'isomorphisme F entre les espaces C[A] et C[A] s’écrit matriciellement dans
ces deux bases :
V= mat(F) = (x(a))xa

On reconnait la matrice de la table de caractéres de A. Cela signifie, par
la proposition 77, que, si I'on connait la décomposition de A en sous-groupes
cycliques, théoreme 7?7, la matrice de F se calcule facilement comme produit
tensoriel de matrices de Vandermonde de la forme (w¥)o<; j<m, 00 wy, est
une racine primitive m-iéme de 'unité. On obtient également les égalités

VV*=V*V =nl,, oun=|A|.

D’autre part, comme x = Y x(a)d,, la matrice V est égale a la trans-
posée de la matrice de passage de la base (d,) vers la base (x) de C[A].
Or, décomposer une fonction f en somme de caractéres revient a passer du
vecteur de coordonnées vy = (f(a)), de f dans la base (J,) au vecteur de
coordonnées ¢y := (¢, (f)), dans la base (x). On a donc, par les formules de
changement de base (les vecteurs sont en colonnes) :

1
=V 1.y, ==2V*.
Cr vf n vr
Exercice 0.16. [Transformée de Walsh|
On considére le groupe abélien G,, = (Z/2Z)". A tout élément g :=

(G1,---,09n) de Gy, on associe le nombre b, € N dont I’écriture binaire est
J1---0n, avec g; = 0, 1.
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1. Montrer que g — b, définit une bijection entre G,, et {0,1,...,2" —1}.
On notera b — g, la bijection inverse. De méme on construit, a l'aide
de la proposition [0.1.1] la bijection naturellef], voir

~ e~

Gn = L)2L % ... X D20~ T2 % ... x 1,)27 ~ {0,1,...,2" — 1}.

On notera Yy, le caractére associé au nombre a.

2. On note W,, = (Xa(9b))ap- Montrer
_ 1 1 _ anl anl
Wi= (1 —1) » Wo = (Wn_l —Wn_1>

3. On associe a tout y de é; sa "fréquence" wy,(x), égale au nombre de
changements de signe le long de la ligne correspondant & x dans W,.
Dit autrement :

wn(x) == #{b, x(g5)x(gp+1) < 0,0 < b < 2" —2}.

Calculer les fréquences pour les caractéres dans les cas n = 1 et 2. Puis,
montrer les formules de récurrence suivantes :

Wn(Xoeooo) = 2wn-1(Xgz=an) sl g2 + -+ + gn est pair,
AT 2wn-1(Xgz=gy) + 1 siga+--+ gn est impair

. 26071,1()(@) +1 si g+ -+ 9gn est pair,
wn(Xlggmgn) - 2 i e 1 ]
Wn—1(Xg3737) si gz + - + gy est impair.
En déduire que w, établit une bijection de é; sur {0,1,...,2" — 1}.

Soluce. 1. C’est le théoréme classique de décomposition d’'un nombre en
base b, ici b = 2. Cela provient essentiellement de la série géométrique,
et du fait que 1 +2 4+ 22 + ... + 271 < 27,

2. Pour n =1,
- 1) )

Pour n = 2, l'ordre total 0 < 1 < 2 < 3 devient (0,0) < (0,1) <
(1,0) < (1,1). Comme, par construction, x;;(kl) = x;(k)x;(1), il vient :

8. On n’a qu’une seule racine primitive deuxiéme de 'unité! Donc, Z/27 et Z /27 sont
naturellement isomorphes.
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X0(0)x0(0)  x0(0)x0(1) xo(1)x0(0) Xo(1)xo(1)
o [ X000)x1(0) x0(0)x1 (1) xo(1)x1(0) xo(D)xa(1) | _ <W1 W )
1 xa0)x0(0) x1(0)x0(1) x1(L)x0(0) x1(1)x0(1) Wy -
X1(0)x1(0)  x1(0)x1(1) xa(1)x1(0) xa(1)xa(1)
Pour n fixé, 'ordre total 0 < 1 < -+ < 2" —1 devient (0,9) < (1,7), ou

les g € Z/2"'7Z ont été ordonnés par récurrence. Comme, par construc-
tion, x7;(kh) = xi(k)xg(h), avec i,k = 0,1, on a la formule annoncée :

o anl anl
Wn B (Wn—l _Wn—l)

. Pour n = 1, on constate, en comptant le nombre de changements de
signes sur les lignes de Wy, W5 :

wi(0) =0, wi(1) =1; we(0) =0, wa(l) = 3,wa(2) =1, wa(3) = 2,

Pour le cas général, on remarque que le nombre de changements de
signe sur une ligne de W, _; est égal au nombre de changements de
signe sur la méme ligne de —W,,_;. Donc, pour chaque ligne igy - - - g,
de W,,, 2= 0,1, le nombre de changements de Signe est égal & deux fois
le nombre de changements de signe de ligne g3 ---g, de W,,_; plus 1
ou 0 selon s’il y a un changement de signe ou non entre les deux blocs
matriciels.

Le passage entre les deux blocs de W, se fait entre la colonne 011---1
et la colonne 100 - - - 0. Le changement de signe entre deux blocs dépend
donc du signe de :

Xigrg (011 1) X5 (100 - 0) = X3 (0)Xggmmger (11 -+ )i (1) Xz (00 - 0)
= Xa2(1) -~ Xan (DX (1)-

Ceci fournit directement le résultat demandé.

Montrons maintenant que w, établit une bijection entre les ensembles
Gp et {0,1,...,2" — 1}. Comme ils ont méme cardinal, il suffit de
montrer que w, est surjectif. Montrons-le par récurrence. On l'a vu
pour n = 1 et 2. Supposons que ce soit vrai a I’ordre n — 1 et montrons-
le a 'ordre n. Soit k, un entier de [0,2" — 1]. La division euclidienne de
k, par 2 donne k,, = 2k, _; +r, ol k,_; est un entier dans [0,2""! — 1],
et r = 0 ou 1. Par récurrence, k,_; a un antécédent par w, 1, soit
gn—1 cet antécédent. Supposons que ht(g,_1) soit paire, et r = 0, alors,
w(0gn_1) est un antécédent de k, pour w,. Si on suppose maintenant
que ht(g,_1) soit impaire, et r = 0, alors, w(1g,_1) est un antécédent
de k, pour w,. De méme, on trouve un antécédent a k, si r = 1 en
faisant deux cas.
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Remarque. On n’a pas vraiment parlé de transformées dans cet exercice.
Disons qu’a normalisation prés la transformée de Fourier discréte dans le cas
du groupe G, est la transformée de Walsh-Hadamard qui a pour matrice la
matrice W,,, a normalisation prés. On trouvera deux avantages non négli-
geables : d'une part, la matrice W,, se calcule de facon quasi-instantanée par
récurrence, et d’autre part, on a un ordre total sur les caractéres, qui s’appa-
rentent ici & des fréquences. On peut donc compresser un signal de la fagon
suivante : on part d’une fonction discrétisée que 'on considére comme une
fonction de Z/2"Z dans C, puis, on calcule ses coefficients de Fourier dans la
base des caractéres, a l'aide de la matrice de W,,, et enfin, on compresse le
signal en annulant les coeflicients des caractéres a partir d'un certain ordre.
On peut voir de jolis exemples d’applications & la compression d’image dans
[Peyré|.

Exercice 0.17 (La transformée de Fourier rapide (FFT)).

Soit f dans C[G], on suppose pour simplifier G = G, = Z/nZ, avec
n = 2% On veut un algorithme efficace pour calculer la transformée de Fourier
discréte. Soit w une racine n-ieme de 'unité et y,, le caractére associé a w.

o) = 3 Fk)
k=0

1. Quelle est la complexité du calcul naiff]?

2. On considére la fonction fpair, resp. fimp, dans C[G,_1], telle que foain(p) =
f(2p), resp. fimp(p) = f(2p + 1). Montrer

~

fxw) = fpair(WQ) + Wfimp(WQ)'
On notera au passage que X2 € CTG:, puisque w? est une racine 2°1-
1eme de ['unité.

3. Montrer que 1'on peut alors calculer f(y,,) par récurrence sur a et que
la complexité d, du calcul vérifie la récurrence d, = 2d,_; + 2°*1.

4. Montrer l'égalité d, = a2*"!, puis, que ce nouvel algorithme est de
complexité nlog(n).

5. Est-il rentable de calculer la transformée de Fourier de deux fonctions
f et g de C[G] dans le but de calculer [ g?

Soluce. 1. Pour chaque y dans @, on a n multiplications et n — 1 addi-

tions. Comme ‘@‘ = n, cela nous fait en tout (2n — 1)n opérations.

9. Curieux, plus un calcul est naif, plus il est complexe...
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2. On décompose la somme en une partie oul k est pair, et une autre ou k

est impair :
71 n/2—1
Flw) =D f@p)w™+w Y f(2p+1)w™,
p=0 k=0

ce qui fournit directement le résultat voulu.

3. On calcule f(x), pour f € C[G,], x € é\a, par récurrence Sur a.
Sia=0.f(xu) = f(0). Puis, par récurrence par la formule ci-dessus :

—

pour chaque y dans G, on doit calculer 2 transformées de Fourier a
lordre @ — 1, une multiplication (par w), et une addition. On a donc
bien da = 2da71 +2n = 2da,1 + 2a+1'

4. L’égalité d, = a2%! vérifie bien dy = 0 (0 calcul pour a = 0), et
21 + 27" =2(a — 1)2° + 297! = a2*" =4,
comme désiré. La complexité du calcul est donc

2nlog(n)
log(2)

En bref, on est passé d'un algorithme naif en n
(rusé!) en nlog(n).

5. Le calcul de (f * g)(k) = S5 f()g(k — 1) nécessite 2n — 1 opéra-
tions pour chaque k, c’est-a-dire (2n — 1)n opérations en tout. Puisque

d, = a2"t! =

2 en un algorithme

m = f g, calculer la transformée de Fourier permet de se ramener
a une seule opération pour chaque élément de G, soit n opérations en
tout. Mais, il faut également calculer le prix du voyage aller-retour! On
prend deux transformées de Fourier (de f et de g, donc, en nlog(n)),
et une transformée de Fourier inverse (qui est encore une transformée
de Fourier). Comme n est négligeable devant nlog(n), on trouve un
algorithme en nlog(n). La réponse est clairement oui!

Remarque. On note que la multiplication de deux polynémes P = Z?;Ol a; X"
et Q = Z;:& b; X7 se fait a l'aide d’une convolution : PQ = Y, ¢, X*, avec

Cx = Zi+j:k a;b;. Effectivement, on peut interpréter P comme une fonction

i — a;, @ comme une fonction j — b;, et donc, la fonction £ — ¢, peut se

voir comme une convolution des deux premiéres. La transformée de Fourier

rapide devient un outil essentiel pour la multiplication polynomiale, & partir

d’un certain degré. En particulier (prendre X = 10), c’est aussi vrai pour la

multiplication des entiers en écriture décimale.
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Remarque. Quel tour de magie tout de méme! Mais ou est passé le la-
pin ? Comment a-t-on pu subtiliser tant de complexité pour passer de n? a
nlog(n) ? Toute l'idée consiste & remarquer que, lorsque on calcule f(x)
pour tout x, on effectue plusieurs fois les mémes opérations. Par exemple,
pour a = 2 (et donc, n = 4), si on doit effectuer les quatre calculs ag + a; +
as + ag, ag + iay — as — iaz, ag — ay + as — as, ag — ia; — as + iag, il suffit
de calculer dans un premier temps a = ag + as, 8 = a1 + az, v = ag — as et
0 =ay —ag, puis a+ 3, v+, a — B, v — id. On est déja passés de 16 a 10
opérations !

10. Imaginons un peu que l'on modélise (pixellise) un cube d’un métre de coté en petits
cubes d'un centimétre. Il faudra donc n = 10° cubes pour faire de I'analyse de Fourier
discréte d'une fonction sur ce cube : on passe de n? = 10'? opérations a nlog(n) ~
6.000.000, c’est-a-dire environ 1000 secondes contre 6 milliémes de secondes. Ca fait quand
méme beaucoup de lapins!
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