
Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs, montres connectées et
tous appareils électroniques de communication ou de stockage, ainsi que les
documents sont interdits.

La qualité de la rédaction est un facteur important d’appréciation des copies.
Les candidats sont donc invités à produire des raisonnements clairs, complets
et concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou par-
ties précédentes, en veillant dans ce cas à préciser la référence du résultat
utilisé.

Notations et rappels.

— Si E est un ensemble fini, on note #E son cardinal.

— Si x est un nombre réel, on note E(x) sa partie entière.

— Si K désigne le corps des nombres réels R ou le corps des nombres complexes C, pour
tous entiers naturels non nuls d, e, on note Md,e(K) le K-espace vectoriel des matrices
à d lignes et e colonnes à coefficients dans K ; lorsque d = e, on note aussi Md(K) la
K-algèbre des matrices à d lignes et d colonnes à coefficients dans K, GLd(K) le groupe
des matrices inversibles, et Id la matrice identité dans Md(K).

— Si M = (mij)i,j∈{1,...,d} ∈Md(K), on note tM = (mji)i,j∈{1,...,d} ∈Md(K) sa transposée.

— Une matrice M deMd(K) définit un endomorphisme sur Kd, endomorphisme qui envoie
un vecteur V de Kd sur le vecteur MV . Cet endomorphisme est aussi noté M .

— Si v = (v1, ..., vd) ∈ Kd, on note ‖v‖2 =
Ä∑d

i=1 |vi|2
ä1/2

et ‖v‖∞ = maxi∈{1,...,d} |vi|. Pour

tout entier k ≥ 0, si g =
∑k

i=0 git
i ∈ K[t] est un polynôme de degré au plus k, on note

‖g‖2 =
Ä∑k

i=0 |gi|2
ä1/2

et ‖g‖∞ = maxi∈{0,...,k} |gi|.
— Si p est un nombre premier, on note πp la projection canonique sur Z/pZ, c’est-à-dire

le morphisme d’anneaux qui envoie un entier sur sa classe modulo p. Cette projection
canonique s’étend en une application, notée elle aussi πp, sur l’algèbre des polynômes
Z[t], ainsi définie : si P =

∑d
i=0 ait

i ∈ Z[t] est un polynôme, on note πp(P ) le polynôme∑d
i=0 πp(ai)t

i ∈ Z/pZ[t].

— On rappelle que l’anneau Z[t] est un anneau factoriel. On pourra utiliser sans démonstra-
tion le fait que deux polynômes f et g à coefficients entiers dont l’un est unitaire ont un
unique pgcd unitaire qu’on notera pgcd(f, g). Ce pgcd est aussi l’unique pgcd unitaire de
f et g considérés dans Q[t].

— Soit f = td +
∑d−1

i=0 fit
i ∈ C[t] un polynôme unitaire de degré d ≥ 1. On lui associe la
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matrice

Af =



0 0 0 . . . 0 0 −f0

1 0 0 . . . 0 0 −f1

0 1 0 . . . 0 0 −f2
...

. . . . . .
...

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0 −fd−2

0 0 0 . . . 0 1 −fd−1


∈Md(C). (1)

On rappelle que le polynôme caractéristique de Af est f .

Les questions préliminaires des différentes parties ont été rassemblées, sous forme
d’exercices, au début du sujet ; il est vivement conseillé de les traiter en priorité.

Exercice 1

On considère la matrice

A =

á
1/2 1/2 0 0
1/4 1/4 1/2 0
1/8 1/8 1/4 1/2
1/8 1/8 1/4 1/2

ë
∈M4(R).

1. Déterminer la dimension du noyau de la matrice A.

2. Quel est le déterminant de A ? Préciser le rang de A.

3. Déterminer les valeurs propres de la matrice A.

Indication : on pourra calculer A

á
1
1
1
1

ë
et A

á
2
0
−1
−1

ë
.

La matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 2

Soit f = td +
∑d−1

i=0 fit
i ∈ R[t] un polynôme unitaire de degré d ≥ 1 à coefficients réels.

1. Soit A = (aij)i,j∈{1,...,d} ∈ Md(C) une matrice. Montrer que si λ ∈ C est tel que, pour
tout i, |aii − λ| >

∑
j 6=i |aij|, alors A− λId est inversible.

2. Soit λ une racine de f : montrer que la matrice Af − λId, avec la définition (1), n’est pas
inversible.

3. Soit µ dans C tel que |µ| > 1 + maxi∈{0,...,d−1} |fi| ; montrer que la matrice Af − µId est
inversible. En déduire que toutes les racines ρ de f vérifient |ρ| ≤ 1 + ‖f‖∞.

4. Soit g = tk +
∑k−1

j=0 gjt
j ∈ C[t] un polynôme unitaire divisant f , où k ≥ 1. Montrer que

‖g‖∞ ≤ (2 + 2‖f‖∞)k.
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Exercice 3

Pour u et v deux vecteurs de Rn, on note (u|v) =
∑n

i=1 uivi leur produit scalaire usuel. Soit
(b1, . . . , bd) une famille de d vecteurs linéairement indépendants de Rn.

1. On se propose de démontrer qu’il existe une famille de d vecteurs (b∗1, . . . , b
∗
d) vérifiant les

propriétés :

[P1] b∗1 = b1.

[P2] pour i ∈ {2, ..., d}, b∗i = bi−
∑

j<i µijb
∗
j , avec pour tout j dans {1, .., i−1}, µij =

(bi|b∗j )

(b∗j |b
∗
j )

.

[P3] (b∗i |b∗j) = 0 pour tous i, j dans {1, ..., d} tels que i 6= j.

(a) Soient (b]1, . . . , b
]
d) des vecteurs de Rn tels que b]1 = b1 et, pour tout i dans {2, ..., d},

il existe des nombres réels (αij)1≤j≤i tels que b]i = bi −
∑

j<i αijb
]
j. Démontrer que,

pour tout i dans {1, ..., d}, Vect(b1, ..., bi) = Vect(b]1, . . . , b
]
i) et en déduire que b]i est

non nul.

(b) Construire par récurrence une famille de d vecteurs (b∗1, . . . , b
∗
d) vérifiant les propriétés

[P1] et [P2].

(c) Démontrer que la famille de vecteurs ainsi construite vérifie la propriété [P3].

On note B la matrice de Mn,d(R) dont les colonnes sont les vecteurs b1, ..., bd dans cet ordre.

2. Montrer que
∏d

i=1 ‖b∗i ‖2 = (det tBB)1/2.

3. En déduire que, si d = n, |detB| ≤ ∏d
i=1 ‖bi‖2.

Exercice 4

Soit p un nombre premier. Si n est un entier naturel, on définit Pn ∈ Z[t] par Pn = tp
n − t.

1. Soient r et n deux entiers naturels, avec r > 0 ; on note n = qr+ k, 0 ≤ k < r, la division
euclidienne de n par r. Montrer qu’il existe un polynôme Q ∈ Z[t] tel que Pn = QPr +Pk.

2. En déduire que pgcd (Pn, Pr) = Ppgcd(n,r).

3. Soit f ∈ Z/pZ[t] un polynôme irréductible de degré r ; on note (f) l’idéal fZ/pZ[t].
Montrer que l’anneau F = Z/pZ[t]/(f) est un corps fini de cardinal pr. En déduire que f
divise πp(Pr).

Soit In l’ensemble des polynômes irréductibles unitaires de degré divisant n dans Z/pZ[t]. On
considère le polynôme :

Q =
∏

ϕ∈In
ϕ.

4. Démontrer que Q divise πp(Pn).

Dans la suite du problème, on admettra l’égalité Q = πp(Pn).
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Préambule au problème

L’objet de ce problème est de développer un ensemble d’outils permettant de calculer la décom-
position en produit de puissances de polynômes irréductibles d’un polynôme unitaire de Z[t],
en la déduisant d’un procédé analogue dans Z/pZ[t].
La stratégie est de construire, étant donné un nombre premier p assez grand, un polynôme
g ∈ Z[t], deg g < deg f , ayant de “petits” coefficients et tel que pgcd (πp(f), πp(g)) 6= 1.
Le problème s’organise de la manière suivante :

— La première partie étudie une suite matricielle de type arithmético-géométrique ; elle
établit des résultats qui seront utiles dans la dernière partie.

— La deuxième partie établit que la stratégie est fondée, c’est-à-dire que si g est comme
ci-dessus, alors pgcd (f, g) /∈ {1, f} dans Z[t].

— La troisième partie propose une méthode de factorisation dans Z/pZ[t].

— Les deux dernières parties décrivent un procédé qui peut être utilisé pour construire le
polynôme g, ou a contrario prouver l’irréductibilité de f .

Partie 1

Dans cette partie, d est un entier naturel ≥ 2. On note

— H l’hyperplan de Rd défini par H = {(x1, ..., xd) tel que
∑d

i=1 xi = 0},
— E le vecteur de Rd dont toutes les coordonnées sont égales à 1.

Pour k ∈ {1, ..., d− 1}, on introduit les matrices Mk ∈Md(R) définies par

∀i, j ∈ {1, ..., d}, (Mk)ij =


δij si i /∈ {k, k + 1},
1/2 si (i, j) ∈ {k, k + 1}2,
0 sinon,

(2)

où δij = 1 si i = j et δij = 0 sinon.

1. Soit k dans {1, ..., d− 1}.
(a) Démontrer que Rd = Vect(E) ⊕H, que E est un vecteur propre de Mk associé à la

valeur propre 1, et que H est stable par l’endomorphisme associé à Mk dans la base
canonique de Rd.

(b) Montrer que pour tout x ∈ Rd, ‖Mkx‖2 ≤ ‖x‖2. Etudier le cas d’égalité.

On pose A = Md−1 ·Md−2 · · · · ·M2 ·M1.

2. Démontrer que E est un vecteur propre de A associé à la valeur propre 1, et que H est
stable par l’endomorphisme associé à A dans la base canonique de Rd.

3. Montrer que si x 6∈ Vect(E), alors ‖Ax‖2 < ‖x‖2. En déduire que le sous-espace propre
associé à la valeur propre 1 est Vect(E).

4. Soit AH l’endomorphisme induit par A sur H. Justifier que la limite de la suite (Ak
H)k∈N

est l’endomorphisme nul.

On note Π la projection sur Vect(E) parallèlement à H.

5. Démontrer que la suite (Ak)k∈N converge vers Π.
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Soit G un vecteur dans H.

6. Démontrer que l’équation X = AX+G admet une unique solution dans H, qui sera notée
Z. En déduire l’ensemble des solutions de l’équation X = AX +G d’inconnue X ∈ Rd.

7. Soit X0 ∈ Rd un vecteur et (X`)`∈N la suite d’éléments de Rd définie par récurrence par

X`+1 = AX` +G, ` ∈ N.

Démontrer que la suite (X`)`∈N converge vers le vecteur

lim
`→∞

X` = Π(X0) + Z,

Partie 2

Soit f = tdeg f +
∑deg f−1

j=0 fjt
j un polynôme unitaire de Z[t] non constant.

1. Soit g =
∑deg g

j=0 gjt
j un polynôme de Z[t], qu’on suppose premier avec f .

(a) Justifier l’existence de u =
∑deg g−1

j=0 ujt
j et v =

∑deg f−1
j=0 vjt

j dans Q[t] tels que

uf + vg = 1.

Pour i ∈ {0, ..., deg g−1} et j ∈ {0, ..., deg f−1}, on introduit les vecteurs wi et zj de Rdeg f+deg g

définis par

wi =



0
...
0
f0

f1
...

fdeg f

0
...
0



 i

 deg g − 1− i

zj =



0
...
0
g0

g1
...

gdeg g

0
...
0



 j

 deg f − 1− j

et la matrice M(f, g) dont les colonnes sont w0, . . . , wdeg g−1, z0, . . . , zdeg f−1, de sorte que l’iden-
tité

uf + vg = 1, u =
deg g−1∑
i=0

uit
i, v =

deg f−1∑
i=0

vit
i

se réécrit sous la forme du système linéaire suivant :

M(f, g)



u0

u1
...

udeg g−1

v0

v1
...

vdeg f−1


=

à
1
0
...
0

í
.
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(b) Montrer que | detM(f, g)| est un entier naturel inférieur ou égal à ‖f‖deg g
2 ‖g‖deg f

2 .

On admet que 0 6= detM(f, g).

(c) Soit r = | detM(f, g)|. Démontrer que les polynômes ũ et ṽ définis par ũ = ur et
ṽ = vr sont dans Z[t] et vérifient ũf + ṽg = r.

(d) Soit p un nombre premier tel que πp(f) et πp(g) ne sont pas premiers entre eux dans
Z/pZ[t].

i. Montrer que p divise detM(f, g).

ii. En déduire que p ≤ ‖f‖deg g
2 ‖g‖deg f

2 .

2. On suppose que le polynôme f est sans facteur carré c’est-à-dire que la décomposition
en produit de facteurs irréductibles de f s’écrit sous la forme f =

∏t
i=1 fi, où les fi sont

irréductibles et deux-à-deux distincts. Soit p un nombre premier tel que

p > (deg f)deg f/2 ‖f‖deg f−1
2 (2 + 2‖f‖∞)deg f(deg f−1).

Soit h ∈ Z[t] unitaire, h 6= 1, h 6= f , et tel que πp(h) est un diviseur irréductible de πp(f)
dans Z/pZ[t]. On note

Lp(h) = {h · h1 + ph2, h1, h2 ∈ Z[t], deg(hh1) ≤ deg f − 1, deg h2 ≤ deg f − 1}.

(a) Montrer qu’il existe un polynôme irréductible g ∈ Z[t] tel que πp(h) divise πp(g) et
g divise f .

(b) Montrer que f n’est pas irréductible dans Z[t] si et seulement s’il existe u ∈ Lp(h)
non nul avec

‖u‖∞ ≤ (2 + 2‖f‖∞)deg f−1

et que dans ce cas pgcd (u, f) est un diviseur non trivial de f (c’est-à-dire que
pgcd (u, f) 6∈ {1, f}).
Indication : on pourra remarquer que si f n’est pas irréductible dans Z[t], alors
g ∈ Lp(h), et exploiter les rappels faits en préambule sur Z[t].

Partie 3

Dans toute cette partie, p est un nombre premier différent de 2, f est un polynôme unitaire, non
constant, de Z/pZ[t] de degré n sans facteur carré, et on note f = f1 . . . fr la décomposition de
f en produit de facteurs irréductibles unitaires dans Z/pZ[t].
On définit deux suites de polynômes

Ä
ui
ä
i∈N\{0} et

Ä
gi
ä
i∈N\{0} de Z/pZ[t] par

u1 = pgcd (f, tp − t), g1 = f/u1 et, pour tout i ≥ 2, ui = pgcd (gi−1, t
pi − t), gi = gi−1/ui.

Les pgcd utilisés pour cette définition sont tous choisis unitaires.

1. (a) Montrer que
∏n

i=1 ui = f .

(b) Montrer que tous les facteurs irréductibles de ui sont de degré i.

(c) Montrer que f est irréductible sur Z/pZ[t] si et seulement si f = gE(n/2)+1.
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On fait maintenant l’hypothèse que f = f1 . . . fr, avec r ≥ 2, les fi irréductibles, deux à deux
distincts et de même degré d. Soit C l’application

C : Z/pZ[t] −→ Z/pZ[t]

h(t) 7−→ h(t)(pd−1)/2.

En notant ω la projection canonique de Z/pZ[t] sur Z/pZ[t]/(f), l’application C définit par
factorisation une application C (on ne demande pas de vérifier cela) :

C : Z/pZ[t]/(f) −→ Z/pZ[t]/(f)

ω(h) 7−→ ω(h)(pd−1)/2.

2. Soit h dans Z/pZ[t] premier avec f . Montrer que C(ω(h))2 = 1.

3. Montrer que #C
−1

({1}) = #C
−1

({−1}) =
(
pd−1

2

)r
.

4. On note Z/pZ[t]rd le sous-espace vectoriel de Z/pZ[t] de dimension rd constitué des
éléments dont le degré est strictement inférieur à rd.

(a) Soit U une variable aléatoire de loi uniforme à valeurs dans Z/pZ[t]rd. On note A
l’événement {pgcd (U, f) 6∈ {1, f}} et B l’événement {pgcd (C(U)− 1, f) 6∈ {1, f}}.
Montrer que, pour r ≥ 2, p ≥ 3 et tout d,

Pr(A ∪B) = 1− 1

prd
− 2

(
pd − 1

2pd

)r

≥ 1

2
.

(b) Soit (Ui)i∈N une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme à valeurs
dans Z/pZ[t]rd, et S la variable aléatoire à valeurs dans N ∪ {+∞} définie par

S = min{i ∈ N tel que pgcd (Ui, f) 6∈ {1, f} ou pgcd (C(Ui)− 1, f) 6∈ {1, f}}

avec la convention que le minimum de l’ensemble vide est +∞. On note E(S) son
espérance. Montrer que E(S) ≤ 2.

Partie 4

Pour tout nombre réel α, on note [α] la partie entière de α si α− 1
2

est un entier, et l’entier le
plus proche de α sinon.
Pour tous vecteurs u, v ∈ Qd avec v non nul, on pose

Q(u, v) =

ñ
(u|v)

‖v‖2
2

ô
.

On note M(u, v) ∈ Md,2(R) la matrice dont la première colonne est u et la seconde colonne
est v.

1. Montrer que ‖u− qv‖2 ≥ ‖u−Q(u, v)v‖2, pour tout entier q.

2. Montrer que |(u−Q(u, v)v|v)| ≤ ‖v‖2
2/2.
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À partir de maintenant, on suppose donnés deux vecteurs u, v ∈ Qd linéairement indépendants
dans Rd, et on pose L(u, v) = {au+ bv, (a, b) ∈ Z2}.
On construit deux suites

Ä
un
ä
n∈N,

Ä
vn
ä
n∈N de vecteurs de Qd par :

u0 = u, v0 = v, (un+1, vn+1) =

{
(un, vn) si ‖vn‖2 ≥ ‖un‖2√

2
et n > 0,

(vn, un − qnvn) avec qn = Q(un, vn) sinon.

3. Montrer que, pour tout n, il existe Γn(u, v) ∈ M2(Z), avec | det Γn(u, v)| = 1, tel que
M(un, vn) =M(u, v)Γn(u, v).

4. Montrer que, pour tout n, L(un, vn) = L(u, v).

5. Montrer qu’il existe λ ∈ N \ {0} tel que, pour tout x ∈ L(u, v), λx ∈ Zd.

6. Montrer qu’il existe k tel que (uk+1, vk+1) = (uk, vk).

7. Pour cet entier k on note w le projeté de vk orthogonalement à Vect(uk). Montrer que
‖w‖2 ≥ ‖uk‖2/2.

On désigne par Γ̃ l’application qui à (u, v) associe la matrice Γk(u, v) = Γ̃(u, v), où k est l’entier
exhibé à la question 6.

Partie 5

On suppose dans cette partie que (b1, . . . , bd) sont des vecteurs de Zn linéairement indépendants.
On leur associe la famille (b∗1, . . . , b

∗
d) définie dans l’Exercice 3 (ce sont alors des vecteurs de

Qn). Pour i ∈ {2, ..., d}, on note ωi la projection orthogonale sur Vect(b∗i , . . . , b
∗
d). Enfin, on

pose

L(b1, . . . , bd) =

{
d∑

i=1

xibi, (x1, ..., xd) ∈ Zd

}
.

1. Montrer que infx∈L(b1,...,bd)\{0} ‖x‖2 = minx∈L(b1,...,bd)\{0} ‖x‖2.

2. Montrer que minx∈L(b1,...,bd)\{0} ‖x‖2 ≥ mini∈{1,...,d} ‖b∗i ‖2.

3. Soit k ∈ {2, ..., d− 1}. Étant donnés (b1, . . . , bd) d vecteurs de Zn, on pose

Tk(b1, . . . , bd) = (b1, . . . , bk−1, b
′
k, b
′
k+1, bk+2, . . . , bd),

où
M(b′k, b

′
k+1) =M(bk, bk+1)Γ̃(ωk(bk), ωk(bk+1)).

Montrer que L(Tk(b1, . . . , bd)) = L(b1, . . . , bd).

Si (u1, . . . , ud) est une famille de vecteurs linéairement indépendants de Rn et (u∗1, . . . , u
∗
d) la

famille orthogonale associée définie dans l’Exercice 3, on introduit le vecteur V (u1, . . . , ud) ∈ Rd

dont les coordonnées sont données parÅ
log ‖u∗i ‖2 −

1

d

d∑
k=1

log ‖u∗k‖2

ã
, i ∈ {1, ..., d}.
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On définit les vecteurs C1, ...., Cd−1 de Rd suivants : Ck est le vecteur dont les coordonnées sont

(Ck)i =


0 si i /∈ {k, k + 1},
1 si i = k,
−1 si i = k + 1.

On pose γ = log(2)/2. Enfin, on introduit les vecteurs définis par les relations

g1 = γC1, gk+1 = Mk+1gk + γCk+1 pour k ∈ {1, ..., d− 2}, G = gd−1,

où les matrices Mk sont définies par (2) dans la Partie 1. On va aussi utiliser la matrice
A = Md−1...M1.
On définit un ordre partiel sur Rd : avec u = (u1, ..., ud) et v = (v1, ..., vd) dans Rd, on a u � v
si et seulement si ui ≤ vi pour tout i ∈ {1, ..., d}.

4. Soit M ∈Md(R) une matrice dont tous les coefficients sont positifs ou nuls. Montrer que
pour tous u, v dans Rd tels que u � v, on a Mu �Mv.

On définit la matrice P ∈Md(R) dont les coefficients sont

Pij = 1 si i ≥ j, Pij = 0 sinon, pour i, j ∈ {1, ..., d}.

On admet que les résultats de la Partie 4 se réécrivent sous la forme

PV (Tk(b1, ..., bd)) � P
Ä
MkV (b1, ..., bd) + γCk

ä
,

pour tout k ∈ {1, . . . , d− 1} et pour toute famille (b1, . . . , bd) de vecteurs linéairement indépen-
dants de Zn.

5. En déduire qu’en définissant T (b1, . . . , bd) = Td−1(Td−2(. . . (T1(b1, . . . , bd)))), on a

PV (T (b1, . . . , bd)) � P
Ä
AV (b1, . . . , bd) +G

ä
.

Indication : on pourra remarquer que P est inversible et PAP−1 est une matrice à coef-
ficients positifs ou nuls.

6. On pose Z = γ



d− 1
d− 3

...
3− d
1− d

 ∈ Rd (la kème coordonnée est donc d − (2k − 1)). Montrer que

MkZ = Z − γCk. En déduire que Z = AZ + G et que Z ∈ H, l’hyperplan défini en
Partie 1.

7. (a) On considère la suite de vecteurs définie par

X0 = V (b1, . . . , bd), X`+1 = AX` +G.

En exploitant les résultats de la Partie 1, analyser le comportement de X` quand
`→∞.
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(b) Établir que, pour tout ` ∈ N, on a PV (T `(b1, . . . , bd)) � PX`.

(c) Soit ε > 0 fixé. Montrer qu’il existe un entier N0(ε) tel que si N ≥ N0(ε) et
(c1, . . . , cd) = TN(b1, . . . , bd) alors on a

‖c1‖2 ≤ 2(d−1)/2 exp(ε)

(
d∏

i=1

‖b∗i ‖2

)1/d

≤ 2d−1 exp(dε)‖c∗d‖2.

On note c
(0)
i = ci pour i ∈ {1, ..., d}. En reproduisant la même manipulation que précédemment

sur (c1, . . . , cd−1), on obtient (c
(1)
1 , . . . , c

(1)
d−1) ; puis de nouveau sur (c

(1)
1 , . . . , c

(1)
d−2) on obtient

(c
(2)
1 , . . . , c

(2)
d−2), etc. jusqu’à obtenir c

(d−1)
1 . On pose βi = c

(d−i)
i pour i ∈ {1, ..., d}.

8. Montrer que L(β1, . . . , βd) = L(b1, . . . , bd), et que

min
i∈{1,...,d}

‖c(i)
1 ‖2 ≤ 2d−1 exp(dε) min

x∈L(b1,...,bd)\{0}
‖x‖2.

Les techniques de cette partie permettent donc de trouver un élément « presque minimal » de
Lp(h) au sens de la norme euclidienne. En les combinant avec les techniques de la Partie 2, on
peut construire un algorithme de factorisation de polynômes unitaires de Z[t].

10


