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Probléme 1 1. Classifier a isomorphisme prés les groupes d’ordre 2018 = 2 - 1009.
On pourra admettre que 1009 est un nombre premier.
2. Pour chaque groupe G d’ordre 2018 trouver le nombre et classifier a isomorphisme
preés les représentations irréductibles de G.

On pourra utiliser sans preuve, pour le cas non abélien, la classification donnée dans
le cours.

Probléme 2 Soit ¢ une puissance d’'un nombre premier p et soit K un corps de caracté-
ristique p.
1. Montrer que le polynéme X? — X n’a que des racines simples dans K.
2. Montrer que I’ensemble des racines dans K, différentes de zéro, du polynéme X7 — X
constitue un groupe cyclique pour la multiplication.
On pourra tout d’abord énoncer le théoreme de structure des groupes abéliens finis.
3. Pour chaque entier positif n, on désigne par K, le corps de décomposition de X" — X
sur K. Déduire que K,, = K|a], ot a € K,,.
4. On note m le degré [K,, : K] de K, sur K.
(a) Montrer que le polynéme minimal de o sur K est a coefficients dans F» N K
pour un « bien choisi.
(b) En déduire que le degré [Fyn : Fyn N K] est égal a m.
(c) On suppose que K contient le corps F,.
(i) Montrer que m divise n.
(ii) (bonus) Montrer qu’il existe une bijection entre ’ensemble des diviseurs
(positifs) de m et 'ensemble des sous-corps K’ de K, qui contiennent K.

On pourra établir une bijection entre les sous corps K' et les sous corps de
Fgn qui contiennent Fgn N K.

Probléme 3 (Représentation par permutation de S5 sur ses 5-Sylow)

1. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X non singleton. On construit 1’ac-
tion linéaire par permutation de G sur CX := (e,, r € X) définie par pperm(g)(es) ==
€g.a-

(a) On note xiy le caractére de la représentation triviale, et ( , ) la forme inva-
riante sur les caractéres de G. Montrer, en utilisant la formule de Burnside, que
(Xtrivs Xperm) €st égal au nombre d’orbites de G sur X.
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b) Montrer que la droite engendrée par e, est une sous-représentation de
q g p zeX P
cette représentation par permutation.

(c) Soit W un supplémentaire de cette droite, stable par G. Dites rapidement pour-
quoi ce supplémentaire existe. Deux représentations supplémentaires sont-elles
toujours isomorphes ? Justifiez votre réponse.

. Montrer que G5 posséde six 5-Sylow. On considére I'action par conjugaison du groupe
G5 sur 'ensemble X de ses 5-Sylow. Expliquez pourquoi I'action restreinte a 2l5 reste
transitive.

. On considére le morphisme ¢ de &5 dans G¢ déduit de 'action de &5 sur X. Montrer,
en énumérant, sans preuve, les sous-groupes distingués de S5 que ¢ est injectif.
Montrer ensuite que 'image par ¢ d’un 5-cycle, resp. d’'une double transposition, est
un 5-cycle, resp. une double transposition.

(a) Montrer, par un argument de cardinalité, que le normalisateur d’un 5-Sylow
dans G5 ne peut pas contenir un 3-cycle.

(b) En déduire que I'image par ¢ d’un 3-cycle est un double 3-cycle.

. (Application) Calculer la norme du caractére de la représentation W de ;. Puis,
montrer que 25 agit de facon doublement transitive sur ses 5-Sylow.



