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Chapitre 1

La méthode de Newton

1.1 Introduction

La méthode de Newton (parfois appelée méthode de Newton-Raphson) est un algorithme efficace
qui permet de trouver numériquement une approximation précise d’'un zéro d’une fonction. La méthode
telle que décrite par Newton se place dans le contexte de fonction réelle. Nous nous intéressons ici
a un cadre plus général ou cet algorithme est appliqué aux matrices. Le principal avantage de cet

algorithme est sa rapidité de convergence.

1.2 Présentation de la méthode

Soit f une fonction réelle dont on cherche les zéros.

2

Exemple : calculer une racine carrée revient & annuler la fonction f(z) = x* — a, pour tout réel a

positif.

Proposition 1 Soit a > 0 alors la suite (xg)ken, définie par xxy1 = xf — f,((g;’;)) et xg > 0, converge

vers v/a de maniére quadratique. C’est d dire, il existe C > 0 tel que, pour tout k > 1 on a |zp+1—+/al <
Clzy —+/al?. Autrement dit, la suite des x), converge vers \/a et la précision de I’approvimation double

a chaque itération.

Démonstration. Ici f'(z) = 2z donc on a

2
Tp—a

Tk41 = Tk — 2n

2%,%, — :I:i +a
2.1’k>
xz +a
2xy,

(e
_2 Tk T

On initialise en xo > 0 ce qui va assurer x; > 0 donc f'(x) # 0 pour tout k et en particulier I’existence
de la suite.
Or, pour tous z,y € Ry on a /2y < %(x +y) (autrement dit la moyenne géométrique est inférieure &

la moyenne arithmétique).



On en déduit zp41 = & (zp + +-) = V/a pour tout entier naturel k.

De plus, on a

1 a
Ik+1*$k:§$k+273k*$k
1 a

:—il‘k—FE
1 /a
4z
_ la—a3
_5 Tk
_la-a)(Watm) _

2 T -

Donc (2,,)nen est décroissante et minorée donc elle converge vers une limite ¢ qui vérifie
(=3(+%)e20=0+% < (>=aor{>0donc{=/a.

On a donc montré que la suite (x,),ecn converge vers £ = /a.

Intéressons nous maintenant a la vitesse de convergence de la suite. Notons F' la fonction telle que
Tpe1 = F(zy) on a alors F(z) = 3 (z+2). F est continue sur ]0,+oo[ donc en particulier sur
[va, ] pour tout k, de plus F est dérivable sur |y/a, x| pour tout k. Alors, d’apres le théoréme des

accroissements finis, il existe ¢ € |y/a, x| tel que :
F(Va) = F(ay) = F'(c) (Va — zx)
Or, F(ya) =1 (ﬁ + %) = 1 (Va+ v/a) = \/a et par définition F(z1,) = zj4+1 donc

Tre1 —Va=F'(c) (zx — Va)
- () o-va

or pour tout £ >1on a0 < +/a < ¢ <z donc

2

2
c —a<xk—a_a:k—|—\/&(xk_\/&)

0< =
2¢2 223 222
1 Vva
= <2xk+2x,2€> (-’L’k_\/a)

ce qui donne au final :

L (o~ V) (o - va)

s%!xk—ﬁ|2=0|wk—\/5\2 avec C'> 0

On a donc montré qu’il existe un réel positif C = ﬁ tel que Vk > 1ona |zp1 — va| < Clay — val.

O



1.3 Point de vue graphique

D’un point de vue graphique, la suite des itérés (x) est construite avec la méthode suivante : on
part de zy et on construit x; comme ’abscisse du point d’intersection entre la tangente a f en xzq et
I’axe des . En continuant de la méme maniere, on obtient, ;41 I’abscisse du point d’intersection entre
la tangente a f en x et 'axe des z. On rappelle que ’équation de la tangente a f en un réel a est donnée
par y = f'(a)(x —a) + f(a) . On définit x4, comme le réel qui vérifie f/'(zp) (k1 — zk) + f(xx) =0
autrement dit z11 = T5 — J{,((Z’Z)).

On peut voir sur le graphique un exemple avec f(x) = 22 — 2, c’est & dire que I’on cherche & approcher

V2 en partant de xg = 3.

FIGURE 1.1 — Exemple graphique de la méthode de Newton pour approcher v/2.



Chapitre 2
La décomposition polaire

Introduction

La décomposition polaire généralise celle bien connue dans C*. En effet, on peut voir les nombres
complexes comme GL;(C). Ainsi, pour tout z € C*, on peut poser Z = (z), alors Z = OS avec
O = (") et S = (r) ot re' est la forme polaire du nombre complexe z. Cette décomposition peut étre
étendue & GL,,(C), on aurait alors Z = OS avec O une matrice unitaire et S une matrice hermitienne
définie positive. Pour la suite du chapitre, nous nous intéresserons a la décomposition polaire pour des
matrices a coefficients réels. On aura alors les matrices unitaires qui seront des matrices orthogonales

et les matrices hermitiennes seront des matrices symétriques.

Proposition 2 Soit M une matrice inversible réelle, c’est a dire M € GLy,(R), alors M se décompose
de maniére unique comme produit de deuz matrices O et S avec O orthogonale, c’est a dire O € O, (R),
et S symétrique définie positive, c’est a dire S € .t T(R). De maniére plus générale, la multiplication

matricielle induit I’homéomorphisme[l] suivant :
p:On(R) x ZFTH(R) = GL,(R), (0,S)— OS.

Démonstration. L’application u est bien définie et continue. Commencons par montrer sa surjec-
tivité. Soit M € GL,(R), montrons qu’il existe un couple (O, S) avec O € O, (R) et S € . (R) tel
que M = OS.

La matrice 'M M est symétrique définie positive. En effet, !M M = ‘M1, M c’est & dire que ‘MM est

congruenteﬂ 3 la matrice identité. D’aprés le théoréme spectral, on peut diagonaliser ‘MM dans une

base orthonormée de vecteurs propres associés aux valeurs propres A;, ¢ = {1, .- ,n}. Ainsi :
A 0
‘MM =P P
0 An

1. Un homémorphisme est une application bijective continue telle que sa bijection réciproque est continue. Dans ce
paragraphe, nous montrerons seulement la bijectivité de p sans parler de la continuité de p~1.

2. On peut rappeler que deux matrices carrées A, B sont dites congruentes s’il existe une matrice P telle que A =
tPBP.



pour P € O, (R) convenable, et A; > 0 pour tout i. On pose alors :

VA1 0
S = P T . P_l.
0 VAn
Donc S est symétrique, puisque P est orthogonale, et S est définie positive car ses valeurs propres

VA > 0, pour tout .

On a alors :

0 VA \ 0 Vn

Py
A1 0
=P )Pl MM
0 A

S

De plus, si on pose : O = M S, alors :
00 ="(MSYMS ="V MMST = §T1S29T =1,

Ainsi, M = OS, avec O € O,(R) et S € .7 (R) donc p est surjective.

Montrons maintenant que p est injective. Supposons que 'on ait M = OS = 0'S’ avec O’ € O, (R)
et 8" € ST (R).

Alors on a : S = MM = Y(0'S")0'S" = $'10'0'S’ = §'1,, S’ dou §? = S”. 1l reste & montrer
que cela implique S = S’. Pour cela, on pose Q un polynome d’z’nterpolationﬁ tel que pour tout 1,

Q(\:) = V. Alors :

S=P P~ l=PQ p1
0 V. 0 An
A 0
QP P =Q(5%) = Q(87)
0 An

Or, S’ commute avec S"?, donc avec Q(S"?) = S. Donc S’ et S sont deux matrices symétriques définies

positives qui commutent entre elles, alors elles sont simultanément diagonalisables par une matrice

3. On peut utiliser un polynéme d’interpolation de Lagrange. Pour cela, quitte & renuméroter les \;, on peut supposer

les Aj, -+, Ap distincts et les Ap41,- -+ , Ay, apparaissant parmi ceux-la. On peut donc prendre :
s
— X =X
Q(X):Z Ai H )\._AJ.'
i=1 1<j<r 7" J
J#i



orthogonale. Il existe une matrice de passage Py qui permet de les diagonaliser simultanément. Ainsi,

si 'on note
i 0
diag(ps) = ;
0 Fon
ona:S = Pydiag(u,)Py " et S = Pydiag(u;) Py " avec pi); (respectivement p;) pour i = {1,--- ,n} les

valeurs propres de S’ (respectivement S). Ainsi :

S = 5% = Py diag(uj) = P diag(ui) Py '
=>V1<i<np?=p?
=V1<i<nu=p, (S5 €L (R)donne u},pu; €RY)
=5=9".

Il suit immédiatement O = O’, ce qui permet de montrer I'injectivité de p.



Chapitre 3

Méthode de Newton pour la

décomposition polaire

Proposition 3 La suite (My) de GL,(R) donnée par My = M et Myyq = My (I, + ("MpM;)™1)
est bien définie, converge vers O, ot M = OS est la décomposition polaire de M dans GL,(R). La

suite ("M M)y, converge alors vers S.

Démonstration. Montrons d’abord que M), est bien dans GL,(R) pour tout k ce qui permettra
aussi d’affirmer que M, est bien définie pour tout n.

Tout d’abord, on a déja vu que pour une matrice A € GL, (R) alors ‘AA est symfrique définie positive.
Donc, ( tAA)_1 a toutes ses valeurs propres strictement positives, et comme I,, commute avec (’3414)_1
alors I, +( *fAA)~! a toutes ses valeurs propres strictement superieures & 1 donc a fortiori strictement
positives. C’est a dire, I, +( M M)~ € GL,(R).

Montrons par récurrence que My, est dans GL, (R) pour tout k.

Initialisation. Pour k =0, My = My = M avec M dans GL, (R).

Hérédité. On suppose My, € GL,,(R) montrons que My41 € GL,(R). Myy1 = %Mk(ln +( My M;,) ™)
or on a vu que (I, +( M M;)~1) € GL,(R) et par hypothese de récurrence My, € GL, (R). Donc My,
est le produit de deux matrices dans GL,(R), ce qui montre que My est dans GL, (R).

On a donc montré que My, est dans GL, (R) pour tout k.

Donc, la décomposition polaire de M, existe pour tout k, a savoir My = OpSk avec Oj matrice
orthogonale et S; matrice symétrique définie positive.

On a, par construction, ‘M My = Y(OxSi)(OxSk) = Sk 'O1Ox Sy = S,O;, 'O Sy = S3.

Ainsi, on peut écrire :

1 _
My.1 = 5Mk (In + (thMk) 1) (On peut remplacer My, par OxSy, et "M, M, par S,%)

1 _
Ok+1Sk+1 = 501@51@ (In +(S7) 1)

1 1
= 508k + 5okks*ks,;‘é’

1
= 50k (S +5:1)

Donc par unicité de la décomposition polaire, Oxy1 = Og. De plus, Sy et S; ! sont deux matrices

symétriques, définies positives qui commutent entre elles, donc %(Sk + 5, 1) est symétrique définie

positive. Alors Sk = %(Sk + Sk_l).



D’apres le théoreme spectral, on peut diagonaliser Si. Si I'on note P la matrice de passage et \; les

valeurs propres de S, on a alors :
Sk = Pdiag(xi)P‘l

avec (m}c) tel que ) = \; et xﬁﬁ_l = %(x}c + (xﬁc)*l) pour i = {1,--- ,n}
Il suit :
li = lim (Pdi Ly pt
Jim Sy = lim (P diag (2}) P™)

= P(kllrgo diag (z,)) P~

car X — PXP~! est continue. Donc :
lim Sj, = P diag ( lim x;) Pt
k— o0 k— o0

Or, la suite x}c est définie par la relation de récurrence xp 1 = % (33}¢ + i) avec ) > 0 puisque S est

T,
définie positive. Cette suite n’est autre que celle de la méthode de Newton (présentée au paragraphe

2

précedent) pour annuler la fonction f(z) = 2® — a avec ici a = 1. On a donc montré la convergence de

cette suite vers la limite v/a = v/1 = 1. Donc limy_, o zi =1, on en déduit :
lim Sy = Pdiag(1) P~ =PI, P ' =1,.
k—o0

Dongc, limy oo My = limg_ oo O S = O = O.

On a montré que la suite M}, converge vers O. Montrons & présent que la suite définie par Ng = ‘MM
et Npy1 = 3 (N + (MM) N ") converge vers S.

Montrons par récurrence que Ny est symétrique définie positive et est un somme de puissance de S.
Initialisation. k = 0, on a Ny = Ng = '"MM = S? (on I'a déja montré) donc la propriété est vérifiée
pour k = 0.

Hérédité. On suppose qu’il existe un k tel que Ny soit dans .+ (R) et soit une somme de puissances
de S et montrons que cela reste vrai pour Niy1. On a

N1 = = (N + S2N; 1)

1
2
Or par hypothese de récurrence Ny est une somme de puissances de S donc % (N r + SN y 1) I’est aussi.
De plus, cela permet que Ny et SZN, 1 commutent entre elles et sont symétriques définies positives.
On peut donc conclure que Ni41 est symétrique définie positive.

On a montré que Ny € . T (R) pour tout k. Par le théoréme spectral, on peut diagonaliser Nj dans

une base orthonormée. Si I'on note P la matrice de passage, et ; les valeurs propres de S2, on a alors :
Ny, = Pdiag (z},) P~

avec P bien choisie et zf = v; et 2| = 3 (2} +vi(x}) ™)

Par un raisonnement analogue a celui mené précédemment, on obtient

lim N, = Pdiag()\;) P~*
k—o00



avec \; = /7, les valeurs propres de S. Puisque S € .7 (R) et qu'on a écrit limy_, o Ny dans une
base orthonormée comme ayant exactement les valeurs propres de S, on peut alors conclure :

lim Nk =S.

k—o0

3.1 Vérification informatique

On souhaite tester cet algorithme avec un cas concret. On peut alors choisir deux matrices; O
orthogonale et S symétrique définie positive. On a vu la bijection de O, (R) x .7, (R) dans GL,(R)
donc, si 'on prend M = OS et que 'on effectue 'algorithme présenté en prenant My = M et
My = %Mk (Ig +(thMk)_1) ; alors, on aura limg_.oo My = O.

Vérifions cela avec un exemple pour n = 3.

01 0 5 —1 2 -1 5
OnposeO=10 0 1|,8=]|-1 5 4|.SotM=0S=|2 4
1 0 0 2 4 5 5 -1 2

Avec le logiciel Scilab, on implémente 'algorithme de la fagon suivante : (c¢f. Figure 3.1)

W =] N s W R

[ e R S A =
o T 5 Y -y I % T P e
[w} m
I =]
(=}
m
=]
(=} F
F
o=
| |
[ o N
Foo—
LER
= oE
= ot
i 1]
woH
m
1%
T
b
]
T
R
v
1
[
T
L
1%
111}
m
)
m

[

=]
0
I

FI1GURE 3.1 — Exemple d'implémentation de I'algorithme pour la décomposition polaire d’une matrice
3x3

Le résultat obtenu est donc le suivant : (cf. Figure 3.2)

Moo= O =1im M k = o*0" =
-1. 5 4. -1.544D-15 1. 2.460D-15 1. 0. Q.
2 4. 5. -9.625D-16 -2.460D-15 1. a. 1. a.
-1. 2. 1. 1.544D-15 9.6250-1& Q. 0. 1.

FIGURE 3.2 — Affichage apres 200 itérations

On observe donc que la matrice obtenue par ce procédé semble étre orthogonale, puisque le produit

10



avec sa transposée donne bien I3. Cependant, I'affichage du résultat montre que les 0 théoriques qui
devraient apparaitre dans la matrice finale sont en fait des valeurs extrément petites en valeur absolue.
On peut expliquer ces écarts par les erreurs de calcul de la machine qui travaille toujours avec une

précision finie.

11



Chapitre 4

Méthode de Newton pour la

décomposition de Dunford

Proposition 4 Soit K un corps de caractéristique nulle et A une matrice de M,,(K), de polynéme

XA
XANAXy

caractéristique x o et de décomposition de Dunford A = D + N. On pose P = et on consideére

la suite de matrice (A,) donnée par
Ao =A; Ay = A, + P(A)P'(A,) !

Alors cette suite est bien définie et est stationnaire et tend vers D. Plus précisément, A, = D pour

tout m > log,(n).

Démonstration. Tout d’abord, P est-il bien défini ? Le polynome P est un quotient de polynomes,
en tant que fraction rationnelle, P est bien défini si son dénominateur ne s’annule pas. Le fait que le K
soit de caractéristique nulle fait qu’il n’existe pas d’entier n tel que : n-1g = lx + 1g +--- + 1g = Ok.
Par exemple, le corps Z/3Z est un corps fini, de caractéristique 3 (ona: 1+ 1+ 1 =0) . Dans un tel

corps, la dérivée de 23 — 1 est nulle.

Ici, par contre, on a bien x/, qui ne s’annule pas et donc x4 A x4 ne s’annule pas. En tant que
fraction rationnelle, P est bien défini. De plus, par définition du PGCD, x4 A x/4 divise x4. Donc P
est un polynoéme. Si on note A; les valeurs propres de A et m; > 1 la multiplicité des \; de sorte que
xa = (X —X;)™ Q olt Q est un polyéme qui ne s’annule pas en \;. Alors 'y = m;(X —X\)™~1Q +
(X —X;)™iQ’. On travaille toujours en caractéristique 0 donc, le premier terme ne s’annule pas et ainsi
chaque A; est une racine de multiplicité (m; — 1). On peut conclure : on a bien un polynéme P qui a
pour racines les valeurs propres de A qui sont des racines simples.

A présent, montrons par récurrence sur r > 0 que :

n—1

1. la matrice P(A;,) est nilpotente d’indice de nilpotence v, <14 7,

2. la matrice P'(A,) est inversible,
3. la matrice A,+1 est bien définie et appartient & K[A].

Dans un premier temps montrons que cela prouve la proposition initiale. Si on suppose vraies ces
trois assertions, alors A, est bien définie pour tout » > 0. Et on a les A, qui commutent entre elles par
(3) car A,11 € K[A] signifie que A,;1 est un polynéme en A, et de manieére évidente, deux polynémes

en A commutent.

12



De plus, on a P(A,,) d’indice de nilpotence v,,, = 1 pour m > logy(n). En effet, d’apres (1) P(A4,,)"™ =
0,, pour v, §1—|—”2—;1. Si m > log,(n) alors vy, < 1—|—”2—;1 < 1—|—”T’1 :2—%<20rvm est entier
donc v,, = 1.

Cest a dire P(4,,)! = P(A,,) = 0,, et la suite est bien stationnaire puisque A, 1 = A, + 0, = 4,,,
pour tout m > logy(n).

Comme P est a racines simples, A,, est diagonalisable et on a :
A= Ap=(Ag—Ao) + (A1 — A2) + - + (A1 — Ap)

= P(Ag)P'(Ag) ™' + P(A) P (A) 4+ -+ P(A,,)P'(A,)

Soient B,C € M, (K). Montrons que si B est nilpotente et CB = BC alors BC est nilpotente. On
sait qu’il existe un entier k tel que B¥ = 0,,. Maintenant, calculons (BC)* = BC - BC - - - BC, puisque
B et C commutent, on peut réordonner pour obtenir (BC)* = B¥C* or B* est nulle donc (BC)* est
nulle, c’est a dire BC' est nilpotente.

Ici, on sait que P(A,) est nilpotente, de plus P(A,) et P'(A,)~! commutent car A, est dans K[A].
Donc d’apres la proposition que I'on vient de montrer, P(A,.)P’(A,)~! est nilpotente. Cela signifie que
A— A, est une somme de matrices nilpotentes qui commutent deux a deux, car ce sont des polynémes
en A. Donc A — A,, est nilpotent.

Pour conclure on a A— A,,, nilpotent qui commute avec A,,, diagonalisable. Par unicité de la décomposition
de Dunford de A, ona A,, =D et A—A,, = N.

Montrons maintenant les 3 assertions par récurrence.

Initialisation. (r=0) Montrons que P(Ap) = P(A) est bien nilpotente. En effet, toutes les racines de
P sont racines de x4, et x4 est de degré n donc divise P". D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton,
0, = P"(A) = P(A)". On a donc P(A) nilpotente d’indice vg < n =1+ 5%, Donc (1) est vraie pour
r=0.

Pour montrer (2), montrons d’abord que les valeurs propres de P’(A) sont P’()\;). Pour cela, soient
P e K[X], Be M,(K), X € K" et (A\j)1<;<n les valeurs propres de B, on a

P(B) = poly + p1 B+ paB> + -+ - + 4, B™
donc P(B)X =poX +p1BX + poB*°X + -+ + pn B"X
=poX + PN X + P2 A0 X + - P AT X
=P())X

Donc on a montré que pour un polynéme P et une matrice B de valeurs propres A; alors les valeurs
propres de la matrice P(B) sont P(A;). Ici donc, les valeurs propres de P’'(A) sont P’();) et puisque
les P'()\;) sont non nulles alors P’(A) est inversible. Pour montrer (3) on a A; = A — P(A)P'(A)~!
donc A, 1 = A; est bien définie (car P’(A) est inversible d’apreés (2) et est un polynéme en A.)
Hérédité. On suppose les trois assertions vraies pour un rang r > 0, montrons qu’elles restent vraies
au rang r + 1. On peut commencer par noter que d’apres la formule de Taylor polynomiale a ’ordre 2,
il existe un polynéme Q € K[X,Y] tel que P(a + h) = P(a) + hP'(a) + h?Q(a, h) pour tout a, h dans
K. Soient maintenant R et S deux polynémes de K[X], alors pour tout z € K, il existe un Qe K[X]
tel que P(R(x) + S(z)) = P(R(z)) 4+ S(x)P'(R(z)) + S(z)?>Q(z). Ici, puisque K est de caractéristique
nulle il ne peut étre fini; il est donc infini. Ainsi, cette identité pour z € K peut étre élargie dans
K[X] :

P(R(X)+ S(X) = P(R(X)) + S(X)P'(R(X)) + S(X)*Q(X).

13



On peut alors évaluer cette derniére identité en la matrice A, avec R tel que A, = R(A) et S = —PT,
ott T est un polynome tel que T(A) = P'(A,)~!. Effectivement, par hypothese de récurrence, P'(A,.)
et appartient & K[A], donc on peut montrer, en utilisant Cayley-Hamilton, que I'inverse de P'(A,) est
un polynéme en P’'(A4,), et donc aussi un polynéme en A.

L’évaluation en A, donne donc :
P(A, — P(A;)P'(A;)™") = P(A,) — P(A,)P'(A,) ' P'(A,) + P(A,)*Q(A)

= P(A,) — P(A)I, + P(A,)2T(A,)*Q(A)

= P(A,)’T(A,)*Q(A).

On en déduit P(A,11 = P(A,)2T(A,)2Q(A). Et comme toutes les matrices commutent (polynémes
en A), alors P(A,; est nilpotente d’indice de nilpotence v,41 < ”TQ—H En effet, on a P(4,)" =0,
donc (P(Ar)z)%r = 0, cependant on ne sait rien de la parité de v, et comme v,1; est un entier,
on peut donc écrire I'indice de nilpotence de P(A,11) : vpq1 < ”TTH Montrons par récurrence que
vpp1 S 1+ ;%11

n—1

Initialisation. (r = 0) On a vy < n et on sait que v; < ”02—“ donc v1 < "T'H = "‘TM =1+

Hérédité. On suppose la proposition vraie pour un rang r, montrons qu’elle est vraie au rang r + 1.

On a v,41 < 2 or v, < 41251 donc

Upp1 & —o——

On a donc montré (1). A présent, montrons (2).
Comme le polynéme P est & racines simples il est premier avec P’ et on obtient donc une relation de

Bezout : UP + VP’ = 1. On peut évaluer cette identité en A, ce qui donne :
V(A)P(A.) =1, -U(A,)P(A,).

Or, U(A,)P(A,) est nilpotente puisque P(A,) l'est et puisque U(A,) et P(A,) commutent (polynémes
en A, donc dans K[A]). Si U(A,)P(A,) nilpotente, cela signifie que V(A,)P’'(4,) est unipotente, c’est
a dire qu’il existe un entier naturel k tel (V(A,)P'(A,))* = I,,. De cela, on déduit que son spectre est
réduit & 1 (c’est & dire la seule valeur propre est 1) et donc de déterminant non nul. Ceci implique
que det P'(A4,) # 0, et on a donc (2). D’apres tout ce que l'on vient de montrer, il est clair que
Apy1 = A, — P(A,)P'(A,;)~! est bien définie et appartient & K[A]. Donc Passertion (3) est vérifiée.

O
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Chapitre 5

Méthode des puissances pour

matrices symétriques

Motivation.

Dans cette partie, notre but est de calculer des vecteurs propres. Soit M une matrice carrée de
taille n, la méthode ”traditionnelle” pour calculer un vecteur propre v € R" consiste & trouver la
valeur propre A a laquelle il est associé puis a résoudre I’équation M X = AX pour X € R”. Mais,
des lors que l'on s’intéresse a appliquer cette méthode de maniere algorithmique et informatique on
se heurte & un probleme : les valeurs propres sont calculées de maniére approchée. Ainsi, lorsque 'on
veut résoudre MX = AX, avec A la valeur approchée de A telle que A=)+ avec |6] > 0, puisque A
n’est pas valeur propre de M, alors la solution X ne pourra étre non nulle et ne sera pas un vecteur
propre satisfaisant. Nous essayerons donc ici de présenter un algorithme qui permet, sous certaines

conditions, de déterminer un vecteur propre sans passer par le calcul de valeurs propres.

Proposition 5 Soit S une matrice symétrique rélle, S € M, (R). On suppose les valeurs propres de
S, Ai, pour 1 < i <n qui vérifient
Al > Ao 2o 2 [Aa.

Soit (ei)lgign une bas orthonormée, ou e; est vecteur propre de S dans R™, pour la valeur propre \;.

Soit xg = ZZ" n;e; € R™. On suppose la coordonnée n; non nulle. On construit par récurrence :

T
Thy1 = SYk 5 Ykt1 = Tzxla’
ot || - || désigne la norme quadratique canonique de R,,. Alors,

1. Pour tout k, les suites sont bien définies et (yar) converge soit vers ey soit vers —e.

»(Sy2k)

20 €5t définie o partir

2. Soit ¢ une forme linéaire sur R™ qui ne s’annule pas sur ey, alors

d’un certain rang, et tend vers Ay.
Démonstration.

1. Pour commencer, on a 2y non nul, puisque qu’il a une coordonnée non nulle. Donc, [|zp]|2 # 0

ce qui signifie que y( est bien définie. On a :

Yo = To Z?:l 1i€i
0= —
lzolla 112050 mieill2’

15



et donc : n
Z¢:1 niSe;
|30 mieill2

Or, par définition, Se; = A;e;, et on a supposé par ailleurs A\; # 0. On obtient alors :

T :Sy():

Z?=1 niAi€; A\ Zz 1M ( ) e

xlz =

1
| > mieill2 1>y mieall2

Ensuite :

o on ZEm (e T el
ool ~ als TSl 5 () el

Y1 =

Si on note, sgn(A;) = £1 le signe de A1, on peut donc écrire apres simplification :

Zz 1771< 1) i
I (3) enlle

y1 = sgn(1)

Montrons par récurrence sur k > 0 les égalités suivantes :

k k
D i <A1> €i > i1 i (%) €
Tk = sgn()\l)k‘fl/h k—1 y Yk = Sgn(Al)k k :
IS () el I m (3) el

Initialisation. On a montré qu’elles étaient vraies pour k = 1.

Hérédité. On les suppose vraies pour k, on a alors :

i (’i\i)k S = sgn(A1)" A >lica i (iii)kﬂ e

k k .
I m (3) eills Im (3) el

Tpy1 = SYp = Sgn(/\l)k

Il suit, apres simplification des dénominateurs :

L\ R
sgn( M)A Y (—1) €;
k1
[ sgn(A)FAL >0 mi (r) eill2
. NS
ki D1 i (,T;) €
by - NEE
Ml () el
k+1
T (X) e

k+1 '
ISt (3) el

Ye+1 =

=sgn(\)

=sgn(\)*H!

Donc, les deux suites sont bien définies puisque les dénominateurs sont des normes de vecteurs non

nuls (puisque leur coordonnée en e; est non nulle). De plus, on a :

2k

) e
T .

) €i||2

>">/

2k
27,':1 i (f\%) € Zz 1771(
n Ao 2k
I (3) s 150 e

yor, = sgn(Ap)?

>/‘>/
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Ag

Or, par hypothese, on a |A1| > |A\;] pour tout ¢ > 1, c’est & dire, ’ < 1 pour tout 7 > 1. Donc

by
k
limg 00 ’i—l‘ = 0 pour 7 > 1. Ceci implique :
lim yop = et _ i61 = sgn(mn )es.
ko0 el |m]

Donc, on a montré que ysx tend vers e; ou —e;p selon le signe de 7.

2. Soit ¢ une forme linéaire sur R™ qui ne s’annule pas sur e;. Montrons que % est définie
a partir d’un certain rang k et tend vers \;.
Tout d’abord, puisque ¢ ne s’annule sur ej, alors ¢ n’est pas la forme linéaire nulle. Donc, Ker(yp) est
un hyperplan. On note A son complémentaire, défini comme I’ensemble des vecteurs u € R™ tels que
©(u) # 0. Alors A est un ouvert pour la topologie usuelle puisque 'on travaille dans un espace vectoriel
de dimension finie. De plus, on sait par hypothese que t+e; est dans A. Or, on vient de montrer que
yor, tend vers e; ou —eq, donc il existe un rang k, & partir duquel ya;, est dans A (car A est ouvert).

Puisque 'on est en dimension finie, ¢ et S sont donc continues. Cela implique que :
lim o(Syak) = ¢ (S lim y2k) = sgn(n1)e(Ser)
k— o0 k—o0
= sgn(n1)p(Are1) = Axsgn(m)e(er)

et de méme :
i o(yor) = sgu(m)e(er)-
—00

On peut alors conclure que :

i £0526) _ Avsen(m)eler) _ o

koo o(Yar) sgn(n1)e(er)

Remarque.

On travaille ici avec des matrices symétriques mais la méthodes des puissances fonctionne aussi

pour d’autres matrices.
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Chapitre 6

Méthode de déflation

Nous garderons les mémes notations que précédemment. On cherche a présent un algorithme per-
mettant de trouver tous les vecteurs propres et toutes les valeurs propres d’une matrice symétrique S
qui vérifie :

[A1] > |A2| > - > |An] > 0.

6.1 Premiere approche : cas n=2.

a
Soit une matrice symétrique S de taille 2 x 2 définie comme S = . On note \1 et Ay ses
c

valeurs propres. On cherche & exprimer la condition |A;| > |Az| sur les coefficients a,b,c. Dans un
premier temps, on peut remarquer que cette condition est équivalente & la condition A\? # A3 avec
A; # 0. Ensuite, on note P; le polynéme caractéristique de S c’est a dire

Ps(X) :=det(S — X I,) = =(a—X)c—X)-b =ac—b*—(a+c)X + X2

b c— X

a—X b’

Autrement dit, Ps(X) = X2 —tX +d avect =a+cet d = det S = ac — b*.

De plus, la condition A; # 0 (i = 1,2) signifie que S est inversible, autrement dit, d # 0. Intéressons
nous maintenant & la condition A # A\3. Soit Qg le polyndome unitaire de degré 2 qui a A7 et A3 comme
racines. On a donc Qs(X) = (X = A)(X —A) = X2 - (M 4+ X)X + M2 O,y + Ao =a+c=t
et M1y = detS = d. On en déduit

A+ A3 = (A + )’ =20 =t —2d, AIN] =d°

Donc,
Qs(X) = X%~ (t* —2d)X + d°.

Ses deux racines sont distinctes si et seulement si son discriminant est non nul. Si on note A son
discriminant, on a A = (t? — 2d)? — 4d? = t* — 4dt? = t?(t*> — 4d). Pour résumer ce qu’on a dit, (et
puisque t? = 0 < t = 0), ce que 1'on cherche c’est dt(t? —4d) # 0 et si on revient aux coefficients de S,
on obtient la condition que ce réel (ac—b%)(a+c)((a+c)? —4dac+4b%) = (ac—b*)(a+c) ((a — c)* + 4b%)
ne doit pas étre nul. Si maintenant on note f 'application de .#3(R) — R telle que S — (ac — b*)(a +
c) ((a —c) + 4b2), alors f est continue. De plus, le domaine considéré est I'image réciproque de R

(qui est clairement ouvert) donc la condition cherchée représente un ouvert.
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Conclusion. La condition |A1]| > |A2] est une condition ouverte dans .#3(R), équivalente &

(ac —b%)(a+c) ((a —c)® +4b%) # 0.

6.2 Elaboration d’un algorithme de calcul de valeurs propres.

Proposition 6 Pour tout k allant de 1 a n—1 on pose T(k) = S — Ai(e1er) — -+ — Mi(ex fex). Alors
T(k) est une matrice symétrique, (e;) est une base de vecteurs propres et les valeurs propres ordonnées

sont Agy1 > -+ > Ay et la valeur propre 0 dont la multiplicité est my = k.

Démonstration. Tout d’abord, si u est un vecteur colonne de R™ (dimension n x 1) alors ‘u est
de dimension 1 x n et donc u'u est une matrice carrée de taille n qui de plus, est symétrique. Donc
T(k) est une somme de matrices symétriques autrement dit une matrice symétrique. De plus, on sait
que (e;) est une base orthonormée donc pour 1 <i,j <n —1 on a ‘e;e; = §;; avec §;; le symbole de

Kroenecker (c’est & dire §;; =0si ¢ # j et §;; =1 si ¢ = j). De ceci on déduit que si ¢ < k alors

T(k)e; = Se; — A (ey'er)e; — -+ — A\p(er "ex)e;  or par associativité, on a :
= Se; — Meg(fere;) — - — e (feres)
= Se; — A1e161; — - — AperOgi
= Se; — \ie;

=0 car e; est vecteur propre de S associé a la valeur propre A;.
Si maintenant on prend k+ 1 <¢ < n. On a alors :

T(k:)eL = Sei - /\1615“ — )\kekdki
= Sei
= )\iei.

Pour résumer, on a :

0 11 <1<k
T(k)e; = o=
Ne sik+1<i<n

Autrement dit, les valeurs propres de T'(k) sont : 0 de multiplicité mo = km et les A\; avec i > k + 1

donc cela montre la proposition.

Proposition 7 Soit (S,,), une suite de matrice symétrique qui converge vers S.

m
1. On note A1 la plus grande valeur propre de Sy, en valeur absolue. Alors (A1), converge

vers A\i.

2. On choisit pour tout m, un vecteur propre normé ey i, pour la valeur propre A de Sy,. Alors,

la suite des matrices (e1,m tel,m)m

Démonstration. 1. Soit N5 la norme matricielle subordonnée a la norme quadratique de R™.
Puisque A; est la plus grande valeur propre, en valeur absolue, on sait que N3(S) = |A1|. Par continuité
de la norme, et puisque S, converge vers S alors Ny(Sy,) converge vers N2(S) = |A1]. On peut donc

dire que |A1,,| converge et tend vers |A1|. Ainsi, on a vu que la suite est bornée, il reste & montrer que
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toute sous-suite converge vers A;. Soit ()\me)p une sous-suite qui converge vers un réel u. D’apres
ce que 'on vient de dire, il est évident que |u| = |[A1]. De plus, on sait que la suite des polyndémes
caractéristiques Ps,, tend vers Ps. Donc Ps,, (A1, ), qui est par construction une suite nulle, tend
vers Pg(u) (en utilisant la continuité des polyndémes). On en déduit que p est une racine de Pg. Or,
par hypothese de départ, la seule racine de Pg de valeur absolue A\; est A\;. Donc p = A; et ceci acheve
la premiere assertion.

2. Le fait que ej,,, soit normé assure que la suite (e1,,)  soit dans un compact de R™. Si l'on

m
montre que toute suite convergente tend vers e; ou —e; alors on aura montré que la suite de matrice
(e1,m 'e1,m),, tend bien vers (e; 'er).

Soit (€1,m, )p Une sous-suite qui converge vers un vecteur f de R™, forcément de norme égale a 1. On a
I'égalité suivante, Sy, €1,m, = A1,m,€1,m,, valable pour tout p. Or d’apres 1., cela implique Sf = Ay f.

Donc on a bien f =e; ou f = —ey.

O

Conclusion. Proposition d’un algorithme de calcul de la k-iéme valeur propre A\, de S, et un vecteur
propre normé associé que l’on peut noter ey.

Pour commencer, on calcule une valeur approchée A1 de A1, et un vecteur €; proche de ey avec la
méthode des puissances détaillée précédemment (chapitre 5). On calcule ensuite la matrice symétrique
S(1):=95- Aiéq? (é1). On peut alors réutiliser ce méme algorithme pour calculer une valeur approchée
de la plus grande valeur propre (en valeur absolue) de S(1). On note cette valeur As. D’aprés ce qu’on
a vu dans le paragraphe précédent, Ao peut se rapprocher autant que 'on veut de la plus grande valeur
propre (en valeur absolue) de la matrice symétrique T'(1); on a vu que cette valeur est Az. De méme,
on peut approcher un vecteur propre normé ey associé a la valeur propre As de S par le vecteur Az. On
calcule ensuite S(2) := S — A\1&; " (61) — Aaé2 ! (&2) et ainsi de suite en calculant les valeurs approchées
des valeurs propres une par une et pour chaque, une valeur approchée d’un vecteur propre associé a

la valeur propre en question.

Remarque

Cette méthode de calcul des valeurs propres est rendue nécessaire par le fait que l'on sait en
théorie que S posséde n valeurs propres, mais le calcul est loin d’étre évident car la recherche des
racines d’un polyndéme de degré n peut s’avérer assez compliquée. De plus, comme on l’a expliqué
dans nos motivations, le calcul de valeurs propres approchées (avec la méthode QR par exemple) peut

empécher en pratique de calculer les vecteurs propres associés.
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Chapitre 7

Factorisation de Choleski

Théoréme 1 Soit M une matrice symétrique définie positive, de taille n. Alors il existe une et une
seule matrice triangulaire inférieure L € M, (R), a coefficients diagonauz strictement positifs, et
vérifiant M = L'L.

Démonstration. La matrice M définie positive peut étre vue comme la matrice d’une forme bi-
linéaire symétrique de R™ muni de sa base canonique. On peut alors appliquer la méthode de Gram-
Schmidt qui permet de trouver une base orthonormée avec une matrice de passage P triangulaire
supérieure, & coefficients diagonaux strictement positifs. On a alors, ‘PM P = I,, donc M = ‘P~1 P~
Autrement dit, il suffit de poser L =! P=! et I'on a bien une matrice triangulaire inférieure L (puisque

P! est triangulaire supérieure) & coefficients diagonaux strictement positifs qui vérifie M = L'L.

Montrons maintenant I'unicité de cette factorisation. Soient L et Lo deux matrices qui conviennent.
On pose L = Ly Ly alors L'L = Ly 'Ly 'Ly 'Lyt = Ly MLyt = 'Ly 'Ly ' =1, Ainsi, L est ortho-
gonale donc diagonalisable sur C et son spectre dans le cercle unité. Or, on a vu que les coefficients
diagonaux de L sont réels positifs. Donc, son spectre est réduit a 1. Puisque L est diagonalisable, alors
L=1,,dou Ly, = L.
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Chapitre 8

Factorisation Q)R

Proposition 8 Soit M € GL,,(C). Alors il existe une matrice unitaire Q et une matrice triangulaire
supérieure R, dont les coefficients diagonauz sont réels positifs, telles que M = QR. Cette factorisation

est unique.

Démonstration Commengons par montrer I'unicité. Soient (Q1, R1) et (Q2, R2) deux couples qui
conviennent, on pose ensuite @ := Q;lQl et R:= Rngl. Alors, QR = Q;lQlRl or, Q1R = Q2Rs
donc QR = Q;ngRg = Ry. Ainsi, Q = Rngl = R ce qui signifie que @ est une matrice a la
fois unitaire et triangulaire supérieure a diagonale réelle positive. Puisque la matrice () est unitaire,

alors elle est diagonalisable et toutes ses valeurs propres \; sont de module 1. Or, on sait que ) peut

s’écrire :
)\1 * *
Q- 0 X
*
0 0 A,

avec \; € RT pour tout 7. On en déduit que A\; = 1 pour tout i. Autrement dit, puisque Q est dia-
gonalisable, alors il existe P inversible tel que Q = P~'I, P =1, . Donc Q1 = Q2 et Ry = Ry d’ou
I'unicité de la décomposition QR.

Montrons a présent l'existence de cette décomposition. L’existence découle de la factorisation de Cho-
leski. En effet, si M € GL,,(C), la matrice M*M est hermitienne définie positive, donc admet une fac-
torisation de Choleski R*R, ou R est triangulaire supérieure a diagonale réelle positive. En définissant
Q:=MR ', ona:

Q' Q= (MR MR'=R"M'MR =R "R'RR ' =1,.

Donc @ est unitaire. Et enfin, on a bien M = QR.

Remarque

En pratique cette méthode de construction n’est pas du tout optimale car il est possible de calculer

directement () et R, sans passer par le calcul de M*M et la factorisation de Choleski.
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Conclusion

La factorisation QR est utile par exemple pour résoudre le systeme M X =Y. On obtient en effet,
QRX =Y = RX = 'QY avec R qui est facile & inverser.
De plus, il existe un algorithme basé sur la décomposition QR qui permet de calculer une valeur
approchée de toutes les valeurs propres d’une matrice carrée A, efficace pour bon nombre de matrices.
Si l'on construit une suite de matrice (Aj)jG]N’ avec A7 = A. L’idée principale de cet algorithme
consiste & faire la décomposition QR de A;, A; = Q;R;, puis a définir A;;1 = R;Q;. Cette suite telle
que définie, et en partant d’une matrice A convenable permet de calculer les valeurs propres de A.
On appelle cet algorithme la méthode QR et il est I'un des plus efficaces dans la recherches de valeurs

propres de matrices.
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