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Introduction

Ce mémoire répond a l'invitation au voyage a travers le monde des formes
quadratiques lancée par Clément de Seguins Pazzis, auteur de 'ouvrage : " Invi-
tation auzx formes quadratiques". Ce livre constitue la base de tout mon travail et
a servi d’ouvrage référent grace aux nombreux exercices proposés par 'auteur.
A travers une sélection et un choix personnel d’exercices, j’ai tenté d’appro-
fondir les notions du cours et surtout de m’intéresser a des prolongements et
développements de celui-ci, non traités par I'auteur au sein des différents cha-
pitres, mais initiés sous la forme d’exercices et problémes de synthése. L’étude
d’une forme quadratique dépendant fondamentalement du corps de base sur le-
quel elle est définie, notre voyage sera ’occasion de nous promener & travers
les corps C et R ainsi que les corps finis et enfin les corps p-adiques Q, qui
grace aux principes de Hasse nous offriront un passage vers le corps Q. Ce
mémoire nous verra alors aborder le probléme de la décomposition des formes
quadratiques, I’étude de leur caractére isotrope ou anisotrope, le probléme de la
représentation des scalaires ainsi que l'importante question de la classification
des formes quadratiques avec en ligne de mire la classification sur le corps des
rationnels. Celle-ci sera alors envisagée de deux maniéres différentes, dans un
premier temps via les outils fournis par la théorie de Witt puis dans un second
temps grace a I’angle nouveau apporté par la structure d’algébre de Clifford. La
rédaction des différents exercices qui constituent les fondations de ce mémoire
ont nécessité bien souvent la maitrise de diverses notions et théorémes déve-
loppés au sein des nombreux chapitres du livre, pour cette raison, je rappelerai
de maniére synthétique les résultats utiles et fondamentaux indispensables a
leurs compréhensions. Néanmoins, l'originalité de ce mémoire consistant en la
rédaction d’exercices originaux prolongeant le cours, certaines démonstrations
et résultats seront admis puisque, présentés de maniére claire et précise dans le
livre de Clément de Seguins Pazzis cité précédemment.

Dans une premiére partie, nous étudierons les formes quadratiques gréce la
théorie de Witt. Nous commencerons par aborder 'opération d’addition ortho-
gonale de deux formes quadratiques qui, & partir de deux espaces quadratiques
(E,q) et (E',q") nous permettra d’en construire un nouveau noté (Ex E’, ¢ q’).
Cette somme orthogonale nous sera alors utile pour ramener le probléme de clas-
sification a celui de la classification des formes quadratiques réguliéres. Ensuite,
la théorie de Witt nous fournira les outils nécessaires pour décomposer une forme
quadratique sous la forme d’une addition orthogonale d’une forme quadratique
hyperbolique, bien comprise, et d’une forme quadratique anisotrope, plus diffi-
cile a classifier. Cette décomposition de Witt sera alors d’'un grand intérét pour
la suite. Nous en tirerons en particulier la notion de Witt-équivalence : deux
formes quadratiques ¢ et ¢’ sont Witt-équivalentes lorsqu’elles sont en quelque
sorte congruentes modulo leur partie hyperbolique. Nous raménerons le pro-
bléme de la classification des formes quadratiques au probléme de la classifica-
tion de leur partie anisotrope par le lien trés simple qui existe entre I’équivalence
et la Witt équivalence : deux formes quadratiques ¢ et ¢’ sont équivalentes si
Witt-équivalentes et de méme dimension. Nous revisiterons alors briévement
sous I'angle de la théorie de Witt les classifications des formes quadratiques sur
R, C et les corps finis. Ces résultats nous serons trés utiles par la suite pour bien



assimiler la classification sur Q qui sera explicitée via :

e le test de Witt-équivalence rationnelle qui nous permettra de décider si
deux formes quadratiques rationnelles sont Witt-équivalentes.

e le test d’équivalence rationnelle qui nous permettra de décider si deux
formes quadratiques rationnnelles sont équivalentes.

Dans cette partie nous évoquerons aussi la représentation des scalaires par cer-
taines formes quadratiques. Le principe du gonflement hyperbolique, aussi uti-
lisé dans le cadre de la décomposition de Witt d’une forme quadratique et qui
permet de plonger tout sous-espace totalement isotrope dans un sous-espace hy-
perbolique de dimension double, sera alors utilisé comme un outil pour obtenir
des résultats liant isotropie et représentation des scalaires. Nous consacrerons
un chapitre d’application a ce probléme de la représentation, dans lequel nous
appliquerons les tests d’équivalence et de Witt-équivalence sur Q. Nous obtien-
drons notamment quelques résultats intéressants en rapport avec 1’écriture des
entiers comme somme de carrés de rationnels.

Le principe de simplification de Witt résumé ainsi pour trois formes qua-
dratiques q, ¢ et 9 par : qL¢ ~ gl = ¢ L, nous sera ensuite indispensable
pour définir & l'aide de la loi d’addition orthogonale, une structure de groupe
sur I’ensemble des classes de Witt-équivalence de formes quadratiques réguliéres.
Ce groupe appelé le groupe de Witt sera noté W(K) ou K désigne le corps de
base sur lequel les formes quadratiques sont définies. De méme, nous défini-
rons une structure de monoide abélien sur ’ensemble des classes d’isomorphies
des formes quadratiques réguliéres, monoide abélien que nous enrichirons d’une
structure de groupe via la construction de Grothendieck. Ce groupe sera appelé
le groupe de Witt-Grothendieck et noté W(K) ot K joue le méme role que pour
le groupe W (K). La théorie de Witt consiste alors & analyser un corps a travers
ses formes quadratiques, nous étudierons ainsi les groupes de Witt et Witt-
Grothendieck des corps finis, des corps R et C et exploiterons ces résultats pour
étudier le groupe de Witt W(Q). Cette derniére étude nous permettra d’énon-
cer et de donner une justification des tests d’équivalence et de Witt-équivalence
sur Q. Cette partie nous donnera aussi ’occasion de caractériser les corps qua-
dratiquement clos et pythagoriciens via I’étude de leur groupe de Witt et de
Witt-Grothendieck. Enfin, la bréve description des groupes de Witt et Witt-
Grothendieck par générateurs et relations, nous sera utile pour caractériser la
relation de congruence restreinte aux matrices diagonales inversibles.

Pour clore cette premiére partie, nous verrons le lien qui existe entre les
formes quadratiques rationnelles et les formes quadratiques p-adiques. Le pas-
sage entre les corps p-adiques Q, et le corps Q sera assuré via :

e le principe de Hasse faible qui relie la Witt équivalence sur Q de deux
formes quadratiques rationnelles g et ¢’ a la Witt-équivalence de ces mémes
formes quadratiques étendues & R et aux corps p-adiques Q,.

e le principe de Hasse fort qui relie l'isotropie de la forme quadratique ra-
tionnelle ¢ a l'isotropie de cette méme forme quadratique étendue a R et
aux différents corps p-adiques Q,.

Nous étudierons également les groupes de Witt et Witt-Grotendieck associés
aux différents corps Q, et I’étude des formes quadratiques sur ces corps sera
I’occasion d’obtenir de nombreux résultats essentiels concernant l'isotropie des
formes quadratiques rationnelles.

Dans la seconde et derniére partie de ce mémoire, nous étudierons les formes



quadratiques du point de vue de leurs algebres de Clifford associées. Pour (E, q)
un espace quadratique, l’algébre de Clifford associée notée C(q) est un espace
dans lequel se plonge E et qui nous offrira la possibilité d’étudier les formes
quadratiques sous un autre regard : celui du monde des algébres (non commu-
tatives) graduées. L’algebre de Clifford C(q) peut ainsi étre définie grossiérement
comme l'algébre la plus "naturelle" dans laquelle est satisfaite la condition :

Vr € B, q(x) = 22

ou l'on note encore x les éléments de E vus comme des éléments de C(g) via
Pinjection ¢ : E — C(q). Aprés s’étre briévement interessé a la construction de
ces algébres graduées C(q), nous les étudierons en petite dimension notamment
dans le cadre de la dimension 1 ou la structure d’algeébre de Clifford d’une forme
quadratique ¢ détermine ¢ & équivalence prés et dans le cadre de la dimension 2
avec les algébres de quaternions. Ensuite, nous aborderons ’étude en dimension
supérieure a ’aide du principe de décomposition d’une algébre de Clifford, du
lemme de la partie paire et du lemme de dévissage et nous évoquerons d’im-
portants théorémes de structures qui nous serons indispensables pour atteindre
lobjectif de cette partie :

classifier les formes quadratiques rationnelles par l’algébre de Clifford
Z/2-graduée associée.

Cette classification sera d’abord abordée par ’étude préliminaire de la classi-
fication des formes quadratiques p-adiques par l'algébre de Clifford associée,
mettant encore une fois en avant la connexion fondamentale qui existe entre les
formes quadratiques p-adiques et rationnelles.



Premiére partie

Théorie de Witt : application
a I’étude des formes
quadratiques rationnelles






Chapitre 1

Explication du probléme de la
classification

Dans toute la suite de ce mémoire K désignera un corps de caractéristique
différente de 2.

Ce chapitre introductif a pour but de faire quelques rappels élémentaires
concernant les formes quadratiques et d’expliquer le probléme de la classification
de celles-ci. L’objectif majeur étant ici de donner un sens mathématiques précis
a cette notion de classification. Pour ce faire, nous allons donner un certain
nombre de définitions et revenir notamment sur la représentation matricielle
des formes quadratiques. Ceci nous ameénera en particulier & étudier la relation
de congruence matricielle qui joue un role fondamental dans l'optique de cette
classification.

1.1 Premiéres définitions et congruence matri-
cielle

Définition 1.1.1. On appelle espace bilinéaire tout couple (E,b) ot E est un
K-espace vectoriel et b une forme bilinéaire sur E. De méme, on appelle espace
quadratique tout couple (E,q) ou E est un K-espace vectoriel et q une forme
quadratique sur E.

Dans toute la suite de ce mémoire, on se concentrera sur le cas ou F est de
dimension finie. On rappelle ainsi que :

1. une forme quadratique est associée & une unique forme bilinéaire symé-
trique que 'on appelle sa forme polaire.

2. une forme quadratique est une fonction polynomiale homogéne du second
degré de E dans K. Dans toute base, on peut la représenter par un poly-
néme homogéne du second degré.

3. une forme quadratique peut étre représentée matriciellement dans n’im-
porte quelle base par une application de la forme X — ‘X AX ot A est
une matrice symétrique sur K.

11
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Dans la suite on note (E,q) un espace quadratique de dimension finie et on
suppose F muni d’une base B = (e1, - ,€p).

Définition 1.1.2. On appelle matrice associée a q dans B, la matrice symétrique
associée & la forme polaire b dans B, Mpg(q) = (b(e;, €;))1<i,j<n- On dit encore
que cette matrice représente q dans B.

On sait alors que pour B; et By deux bases de FE, les matrices représentant ¢
dans By et By sont liées pas la relation suivante :

Mg, (q) = 'PMg,(q)P ol P est la matrice de passage de By a Bs.
L’égalité ci-dessus nous ameéne & parler de congruence matricielle :

Définition 1.1.3. Soitn € N* et A, B deuz matrices de M, (K). On dit que A
est congruente o B et l'on écrit A ~ B lorsqu’il existe une matrice inversible
P e GL,(K) telle que A= PB 'P.

L’opération suivante :
(P,M)+— PM 'P

est alors une action de groupe et deux matrices de M,,(K) sont congruentes
si et seulement si elles sont conjuguées sous cette action. La congruence ma-
tricielle nous permet ainsi de définir une action a gauche du groupe GL, (K)
sur M,,(K) mais également une action a gauche du groupe GL, (K) sur S, (K).
Cette action restreinte au sous-ensemble S,,(K) est alors d’un intérét supérieur
pour tout voyageur explorant le monde des formes quadratiques; les matrices
les représentant étant des matrices symétriques. Cette action de congruence
s’avére particuliérement importante : elle permet de partitionner ’ensemble des
matriques symétriques en sous-ensembles disjoints (les orbites de Paction), dans
lesquels deux matrices symétriques sont liées par une relation précise : celle de
congruence matricielle. Ainsi, par cette partition nous pouvons "classifier" les
matrices de S, (K), deux matrices étant dans une méme orbite et en quelque
sorte identifiées si elles sont congruentes.

Voyons désormais en quoi la relation de congruence matricielle intervient
dans la classification des formes quadratiques. L’étude de la représentation ma-
tricielle d’une forme quadratique ¢ a mis en évidence que deux matrices re-
présentant ¢ dans deux bases différentes sont nécessairement congruentes. De
ce résultat nous déduisons que ’ensemble des matrices représentant une forme
quadratique ¢ constitue une classe de congruence dans S,(K). A une forme
quadratique ¢ est donc associée une unique classe de congruence de matrices
symétriques sur K : Iensemble des matrices représentant ¢q. A la section sui-
vante, nous verrons que classifier les formes quadratiques sur un corps K donné
revient justement & identifier certaines formes quadratiques (celles qui sont équi-
valentes) et nous opérerons a cette identification lorsque les formes quadratiques
ont méme classe de congruence de matrices symétriques associées.

1.2 Le probléme de la classification

Dans cette partie, E et F désignent deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
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1.2.1 L’équivalence entre formes bilinéaires et 1’équiva-
lence entre formes quadratiques

Définition 1.2.1. Soit (E,b) et (F,b') deux espaces bilinéaires. On dit que les
formes b et b sont équivalentes que l’on note b ~ b, s’il existe un isomorphisme
d’espaces vectoriels u : E — F tel que :

V(z,y) € E2, b(z,y) =V (u(@), u(y))-

On parle alors d’espaces bilinéaires isomorphes. De méme, soit (E, q) et (F,q')
deux espaces quadratiques, on dit que les formes quadratiques q et q¢' sont équi-
valentes que 'on note q ~ ¢', s’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels
u: FE — F tel que :

Vo € E, q(z) = ¢'(u(x)).
On parle alors d’espaces quadratiques isomorphes.

On montre alors facilement que deux formes bilinéaires sont équivalentes si et
seulement si elles ont la méme classe de congruence de matrices symétriques
associées. De méme, deux formes quadratiques sont équivalentes si et seulement
si les formes polaires associées le sont. Ces résultats permettent d’obtenir le
résultat fondamental suivant :

deux formes quadratiques q et q' sont équivalentes si et seulement si elles ont
la méme classe de congruence de matrices symétriques associées.

Ainsi, classifier les formes quadratiques en dimension finie consiste a identifier
les formes quadratiques qui sont équivalentes et cette classification passe par
la détermination d’un représentant particulier dans la "classe d’équivalence” de
chacune d’elles. Le probléme se résume alors a la détermination d’un représen-
tant particulier dans chaque classe de congruence de matrices symétriques, d’ott
I'importance de ’action de congruence matricielle. Pour conclure ce chapitre,
nous allons voir comment la réduction de Gauss permet de ramener I’étude de
la congruence des matrices symétriques a celles des matrices diagonales. Par le
principe de diagonalisation, nous pourrons encore simplifier le probléme de la
classification des formes quadratiques en le ramenant & celui de la détermina-
tion d’un représentant diagonal dans chaque classe de congruence de matrices
symétriques.

1.2.2 Réduction de Gauss

Définition 1.2.2. On appelle opération symétrique élémentaire sur une matrice
carrée, le procédé consistant & pratiquer une opération élémentaire sur les lignes
(multiplication & gauche par une matrice inversible) suivie de l’opération symé-
trique correspondante sur les colonnes (multiplication & droite par la transposée
de la matrice inversible précédente).

Naturellement, agir par opérations symétriques élémentaires sur une matrice
permet d’obtenir une matrice congruente a la matrice d’origine. Le théoréeme
suivant repose justement sur I’action d’opérations symétriques élémentaires :

Théoréme 1.2.1. Soit n € N*. Toute matrice de M,,(K) est congruente a une
matrice triangulaire par blocs de la forme :
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A % *
0 A,

*
0 0 An

ou Vi € [1,N], A; € K ou A; = ((1) _01)

Démonstration. cf.[1] 1.4.1.1 page 9 O

Corollaire 1.2.1. Toute matrice symétrique de M,,(K) est congruente a une
matrice diagonale.

Démonstration. Soit A € S,,(K). Par le théoréme 1.2.1, A est congruente & une

Al ok e ox
matrice B = 0 Az ouVvie[1,N], A; e Kou 4, = (? _01>

: . *

0 -~ 0 Ay

Or, A étant symétrique, B qui lui est congruente est aussi symétrique. Comme
1 # —1 (car(K) # 2), B ne peut étre symétrique si au moins un des blocs A;

-1 . . .
est de la forme <(1) 0 > Pour tout ¢, A; est donc un scalaire et B est bien une

matrice diagonale. O

Comme annoncé, nous obtenons de ce corolaire que le probléme de la congruence
matricielle des matrices symétriques se raméne au probléme de la congruence
des matrices diagonales. Ainsi, la classe de congruence de matrices symétriques
associées a la forme quadratique g contient nécessairement une matrice diagonale
et dans une certaine base, appelée base g-orthogonale, g est représentée par une
matrice diagonale.

1.2.3 Diagonalisation des formes quadratiques

Définition 1.2.3. Soit (e1, ..., ey) une base de E. On dit que la base (e, .. ., ep)
est g-orthogonale si et seulement si la matrice représentant q dans (eq,...,ey)
est diagonale.

Notation 1.2.1. On note {(ay,...,a,) la forme quadratique diagonale définie
sur l’espace K™ par :

2 2
(T1,...,2n) = a2y + ... + anzy

Remarque 1.2.1. Pour (a1,...,a,) € K™ et (A1,...,Ap) € (K*)™, il est clair
que les matrices diagonales D(ay, . .., a,) et D(A2aq, ..., \2a,) sont congruentes.
Les formes quadratiques (a1, ...,a,) et (\2a1,..., \2a,) ont donc méme classe
de congruence de matrices symétriques associées et sont équivalentes. De méme,
en passant par la congruence des matrices diagonales associées, il est clair que
pour toute permutation o € Sy, (a1,...,an) ~ (Gs(1),---,05(n)). Ces résultats
seront utilisés abondemment par la suite.
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Remarque 1.2.2. Le chapitre 6 consacré au groupe de Witt, nous permettra
de caractériser les corps pour lesquels la relation de congruence matricielle res-
treinte aur matrices diagonales est entierement décrite par :

D(aq,...,an) = D(by,...,b,) < il existe 0 € &, et (A1,...,An) € (K*)™ tels
que Yk € [1,n], b, = )\iag(k)

ce qui peut aussi se traduire en terme de formes quadratiques par :

(a1,...,6n) = (b1,...,by) <= il existe 0 € &, et (A1,...,\,) € (K*)™ tels
que Vk € [1,n], b, = )\ﬁag(k)

Corollaire 1.2.2. Principe de diagonalisation
Soit ¢ une forme quadratique sur un espace E de dimension n. Il existe un
n-uplet (a;)1<i<n € K™ tel que :

qg~{a,...,a,)
Ainsi tout espace quadratique de dimension finie admet une base orthogonale.

Démonstration. A la forme quadratique g est associée une unique classe de
congruence de matrices symétriques. Cette classe de congruence contient au
moins une matrice diagonale, notée D(ay,...,a,). L’application définie sur K"
par :

(X1, Tp) = @123 + ..+ an2? = 'XDl(ay,...,a,)X

est donc une forme quadratique sur K™ qui a méme classe de congruence de
matrices symétriques associées que ¢. En effet, D(aq,...,a,) représente a la
fois (a1,...,a,) dans la base canonique de K" et ¢ dans une certaine base de
lespace E sur lequel elle est définie. D’out ¢ ~ (a1, ..., a,) O

Ce principe de diagonalisation est trés important, le but de la classification
des formes quadratiques sur un corps K étant précisément de déterminer pour
chaque forme quadratique ¢ une forme quadratique diagonale la plus simple
possible qui lui soit équivalente et d’étudier les caractéristiques de cette forme
diagonale. Il est par exemple bien connu (nous le redémontrerons par le biais de
la théorie de Witt) que les formes quadratiques complexes sont classifiées par le
rang. Pour deux formes quadratiques ¢, ¢’ définies sur un C-espace vectoriel de
dimension n, la seule connaissance de leur rang suffit pour nous indiquer si elles
sont équivalentes et si on peut donc les "identifier". Etudions un exemple simple.
La forme quadratique définie sur C" par (1,...,1,0,...,0) étant de rang r, toute

—— ——
Xr Xn—r
forme quadratique complexe ¢ définie sur un C-espace de dimension 7 et de rang
r, lui est équivalente. Ainsi, dans le monde des formes quadratiques complexes,
une telle forme ¢ s’apparente a (1,...,1,0,...,0), dont étude générale est plus
aisée.
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Chapitre 2

Régularité, somme
orthogonale et diagonalisation
des formes quadratiques

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques définitions élémentaires indis-
pensables & la compréhension des chapitres suivants et définir quelques objets
associés a une forme quadratique tels que le rang ou le noyau. Nous nous intéres-
serons ainsi & la notion de régulatité d’une forme quadratique et parlerons plus
précisément de sa partie réguliére. Ensuite, nous définirons ’opération de somme
orthogonale de deux formes bilinéaires et de deux formes quadratiques qui se
révelera d’une trés grande utilité lorsque nous entrerons réellement dans 1’étude
de la théorie de Witt. Nous profiterons de ce chapitre pour montrer comment
ramener le probléme de la classification des formes quadratiques au probléme
de la classification des formes quadratiques réguliéres, & 'aide de ’opération
de somme orthogonale. Enfin, nous appliquerons briévement les propriétés d’or-
thogonalité pour étudier la diagonalisation théorique d’une forme quadratique
entrevue au chapitre 1, en évoquant le trés utile, principe de complétion a ’aide
d’un déterminant.

2.1 Partie réguliére d’une forme quadratique

Dans ce paragraphe (E,q) désigne un K-espace quadratique et ’on note b la
forme polaire associée & ¢. Afin de parler de la notion de régularité associée a
une forme quadratique, il nous est nécessaire de rappeler un certain nombre de
définitions. Les définitions qui suivent exprimées avec le vocabulaire des formes
quadratiques peuvent étre reformulées naturellement avec le vocabulaire des
formes bilinéaires. De méme, on parlera de la dimension, du noyau, du rang et
de la régularité d’une forme bilinéaire.

Définition 2.1.1. On appelle noyaw de la forme quadratique q ’ensemble :
Ker(q) ={x € E:Yy € E,b(z,y) =0}

Définition 2.1.2. La dimension de [’espace vectoriel E associé a q est appelée
la dimension de q et notée dim(q). Le rang de q noté rg(q) est alors Uentier

17
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n — dim(Ker(q)). Il s’agit en particulier du rang de toute matrice A € S, (K)
représentant q.

En dimension finie, les formes quadratiques réguliéres sont les formes quadra-
tiques non dégénérées :

Définition 2.1.3. On dit que la forme quadratique q est non dégénérée ou
réguliére lorsque Ker(q) = {0}, ce qui équivaut & dim(q) = rg(q) ou encore &
ce que la classe de congruences de matrices symétriques associées & q ne soient
composé que de matrices inversibles. Dans le cas contraire, on dit naturellement
que q est dégénérée ou n’est pas réguliére.

Définition 2.1.4. Soit A un sous-espace vectoriel de E. L’espace A est dit g-
régulier si la restriction de q a A notée qa est une forme quadratique réguliére
sur A.

Définition 2.1.5. Lorsque q est non dégénérée, on appelle déterminant de q tout
déterminant d’une matrice symétrique de S, (K) représentant q. Ces matrices
étant toutes congruentes, leurs déterminants sont égaux modulo les carrés de
K*. La classe d’équivalence des déterminants de q dans K*/(K*)? est appelée le
déterminant de q, que ’on note det(q).

Désormais, nous allons voir comment ramener I'étude des formes bilinéaires
symétriques a I’étude des formes bilinéaires symétriques non dégénérées. Ceci
s’effectuera a ’aide d’une opération naturelle qui consiste a quotienter E par le
noyau des formes concernées. On opérera de méme en ce qui concerne les formes
quadratiques.

Construction de la partie réguliére

Pour b une forme bilinéaire symétrique, pour tout (z,y) € E? et pour tout
(w0,y0) € Ker(b)?, on a :

b(z + w0,y + yo) = b(z,y) + b(x,y0) + b(wo,y + yo) = b(z,y)

Ainsi la valeur de b(z,y) ne dépend que des classes T et § de x,y dans 'espace
quotient £/ Ker(b) et non du choix des représentants de ces classes. Ceci permet
de définir application b : E/Ker(b) x E/Ker(b) — K telle que :

V(l‘,y) € E275(an) = b(x,y)

Cette application est une forme bilinéaire sur E/Ker(b), elle aussi symétrique.
L’intérét de cette forme bilinéaire b est bien entendu qu’elle est par construction
méme, non dégénérée et donc réguliére (E/Ker(b) étant de dimension finie). En
effet, pour T € E/Ker(b) tel que b(z,y) = 0 pour tout § € E/Ker(b) on a :

b(E,y) =b(z,y) =0,Vye E =z € Ker(b) =7=0
Définition 2.1.6. La forme bilinéaire b définie sur E/Ker(b) est appelée la

partie réguliere de b.

Pour A un supplémentaire de Ker(b) dans FE, la projection canonique 7 définie
de E dans E/Ker(b), induit un isomorphisme 74 par restriction de m & A (A
étant un supplémentaire dans E de Ker(b) = Ker(m)). On a alors :
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V(x,y) € A% b(Z,7) = b(r(z), 7(y)) = b(z,y) = ba(z,y)

L’application w4 étant un isomorphisme d’espaces vectoriels, pour tout supplé-
mentaire A dans F du noyau de b on a :

BZ bA.

Ce résultat nous sera utile pour ramener le probléme de la classification des
formes quadratiques a la classification des formes quadratiques réguliéres, a
I’aide d’une décomposition orthogonale appropriée. Définissons la partie régu-
liére associée & la forme quadratique gq.

Définition 2.1.7. A la forme polaire b de q est associée sa partie réqulicre b.
On appelle partie réguliére de q notée g, la forme quadratique associée a b :

Ve € E,3(®) = bz, T) = bla,x) = q(x)

Remarque 2.1.1. Ainsi, pour A un supplémentaire de Ker(q) dans E, ga ~q
et donc qu est réquliere et A est q-régulier.

Terminons par donner une définition qui nous sera utile pour la suite :

Définition 2.1.8. Soit (E,q) un espace quadratique de dimension finie. On
appelle déterminant de gq, noté det(q), le déterminant de sa partie réguliére q.

2.2 Décomposition orthogonale d’une forme qua-
dratique

Dans cette partie, (F,b) et (F,b') désigne deux espaces bilinéaires symétriques.

Notation 2.2.1. Pour A, B deux sous-espaces vectoriels de E, on utilise la

1
notation A ® B = E pour signifier que A et B sont supplémentaires dans E et
également orthogonauz, c’est-a-dire que :

V(z,y) € Ax B, b(z,y) =0 et A® B=E.

Notre objectif ici, est de définir un nouvel espace bilinéaire symétrique a partir
des deux espaces (E,b) et (F,b’) donnés. Nous souhaitons également que E
et F soilent (& identification prés) des sous-ensembles de ce nouvel espace et
cherchons a ce qu'ils soient supplémentaires orthogonaux (& identification preés)
pour la nouvelle forme bilinéaire créée.

Définition 2.2.1. On appelle somme orthogonale extérieure de b et b
notée bV, la forme bilinéaire symétrique définie par :
bld . (ExF)x(ExF) — K
((z,2),(y,9)) +— blz,y) +b' (")
On a alors (FE x {0}) @ ({0} x F') = E x F et donc E identitifie & E x {0} et

F identifié & {0} x F sont supplémentaires dans E x F' et sont de plus bLd'-
orthogonaux car :

V(z,y) € E x F, b1V ((x,0),(0,y)) = b(x,0) + b'(0,y) =0
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Les identifications de E avec E x {0} via z — (,0) et de F avec {0} x F via
y — (0,y) sont des isomorphismes d’espaces vectoriels qui permettent de voir
que :

b~ (bLV)pxoy et b’ ~ (bLV )fo1xp-

Considérons alors la somme directe orthogonale A é_é B = FE dans ’espace bili-
néaire symétrique (E, b). On considére les restrictions de b a A et B que sont by
et bp ainsi que la somme orthogonale by L bg. I’application w : A x B — FE
définie par :

w: AxB — FE
(z,y) — x+y

est un isomorphisme d’espaces vectoriels et permet de montrer que les formes
bilinéaires symétriques bs L bg et b sont équivalentes. En effet, pour tout couple
(x,2") € A x B et tout couple (y,y') € Ax Bona:

balbp((z,2),(y,9") = ba(z,y) +bp(z',y)
= b(z,y) +b(2',y)

bz +y, v’ +y)

= bw(z,y),w(z',y"))

ou la troisiéme égalité provient du fait que A et B sont b-orthogonaux. On a
ainsi démontré :

1
Proposition 2.2.1. Soit (E,b) un espace bilinéaire tel que A® B = E. Alors,
b~bylbp

Définition 2.2.2. Soit (E,b) et (F,V') deux espaces bilinéaires symétriques
et q et q' les formes quadratiques associées. La forme quadratique associée a
la forme bilinéaire symétrique bLb' notée qLq' est appelée la somme directe
orthogonale des formes quadratiques q et ¢’ et vérifie pour tout (x,y) € EXF :

(¢Ld)(z,y) = (bLV)((z,y), (z,y))
= b(z,z)+b(y,y)
q(x) +q'(y)

Ecriture matricielle de la somme orthogonale et premiéres propriétés

Pour (F, q) et (F,q’") deux espaces quadratiques, les espaces E x {0} et {0} x F'
sont ¢_l¢q orthogonaux. Ainsi, par concaténation d’une base B de E identifié a
E x {0} et d’une base B’ de F identifié¢ & {0} x F', on obtient alors une base de
E x F dans laquelle la matrice représentant ¢ ¢’ est diagonale par blocs, de la
forme :

(]\04 ](\)7> ou M = Matg(q) et N = Matgp:(q')

De cette écriture matricielle et de la définition précédente, nous déduisons les
résultats suivants :
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L. rglqLq’) =rg(q) +rg(d).
2. qLq est réguliere <= ¢ et ¢’ sont réguliéres.
3. det(qLq’) = det(q)det(q).

Exemple 2.2.1. Pour (a1,...,a,) € K" et (b1,...,by) € KP, les formes dia-
gonales {(ai,...,an) et (bi,...,b,) sont représentées dans les bases canoniques
de K™ et KP respectivement par D(ai,...,an) et D(bi,...,b,). Ainsi, la forme
quadratique (a1, ..., an)L{b1,...,b,) est en particulier représentée par la ma-
trice diagonale D(ay,...,an,b1,...,by) et a donc la méme classe de congruence
de matrices symétiques associées que la forme quadratique (a1, ...,an,b1,...,bp)
d’ot :

(al,...,an>J_<b1,...,bp> ~ <a1,...,an,b1,...,bp>
Proposition 2.2.2. Soit ¢1,q},q2, ¢ quatre formes quadratiques. Alors,
Qg et g~ qy = il ~q1lg,

et la somme orthogonale est compatible avec I’équivalence entre formes quadra-
tiques.

Démonstration. Puisque ¢1 ~ ¢} et ga ~ ¢5, ¢1 et ¢ ont méme classe de
congruence de matrices symétriques associées, de méme pour ¢, et g4. Soit alors
M et N représentant respectivement ¢; et go dans deux bases données. La ma-

trice diagonale par blocs ( 0 ](\)[) représente donc ¢g; Lge dans une certaine

base. Elle représente aussi ¢} Lg) puisque M et N représentent également ¢ et
¢ dans deux autres bases. Ainsi ¢ L g2 et g} Lg) sont représentées par la méme
matrice dans deux bases éventuellement différentes et ont donc méme classe de
congruence de matrices symétriques associées. Soit, g1 Lga ~ ¢]Lg5. O

1L
Proposition 2.2.3. Soit (E, q) un espace quadratique tel que A®B = E. Alors,
q~qalgs

Démonstration. On note b la forme polaire associée a ¢, ainsi by Lbp est la
forme polaire associée & ga_lgp. Deux formes quadratiques étant équivalentes
si et seulement si leurs formes polaires associées le sont, d’aprés la proposition
2.21onabx~bylbp ce qui implique g ~ g4 lgp. O

Notation 2.2.2. Dans la suite on note n.q, la forme quadratique glgl --- 1q
ou q apparait n fois.

Probléme de la classification des formes quadratiques et formes qua-
dratiques réguliéres

Pour terminer cette partie, nous allons voir comment décomposer une forme
quadratique en une somme orthogonale d’'une forme réguliére et d’une forme
nulle. Ceci nous permettra de nous concentrer par la suite plus spécifiquement
sur I’étude de la classification des formes quadratiques réguliéres.

Théoréme 2.2.1. Soit ¢ une forme quadratique sur E de dimension n telle que
rg(q) =r. On a la décomposition suivante :
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q~ql(n—r).{0)

Démonstration. Soit A un supplémentaire de Ker(q) dans E. Alors, A est en
particulier un supplémentaire orthogonal de Ker(q) dans F, ce qui nous donne :

4~ qalarerq) et qa =7

Or, ¢ restreinte a son noyau est une forme nulle de dimension n — r (celle du
noyau), d’oll qger(q) = (n — 7).(0) et par compatibilité de I"équivalence entre
formes quadratiques avec la somme orthogonale :

q~ql(n—r){0).

2.3 Principe de complétion

Dans cette partie, on va montrer que si la restriction de ¢ & un sous-espace
F C FE de dimension p est une forme quadratique réguliére, alors il existe
(bp+1,.-.,b,) € K" P tel que ¢ ~ gpL(bpt1,...,bn).

Proposition 2.3.1. Soit (a1,...,ap) € (K*)?. On suppose qu’il existe un sous-
espace vectoriel F' de E de dimension p tel que g =~ (a1, ..., ap), alors il existe
(bpt1s---,bn) € K"7P tel que :

q~qrL(bpt1,....bn) > {(a1,...,ap,bpy1,...,0n)

Démonstration. D’aprés le chapitre 1, F' admet une base gp-orthogonale notée

(e1,...,ep). Dans cette base, gp est représentée par la matrice diagonale in-
versible (car gp réguliére) D(g(e1),...,q(ep)) et donc gr ~ (g(e1),...,q(ep)).
Notant a; = ¢(e;) on a gr >~ (a1, ..., ap).

Puisque F est un espace régulier on a FGLBFJ- = E (cf.JI] IV.4.3.1 page 73) et
on obtient donc une base orthogonale de E par juxtaposition & (eq, ..., e,) d'une
base orthogonale de F-. Notant (e, 41, ...,e,) la base orthogonale de F* consi-
dérée, g est donc représentée par la matrice D(g(eq, . .., q(ep), q(ept1)s - - -, q(en))

dans la base (e1,...,e,). Notant b; = g(e;) pour j € [p+ 1,n], on a bien :

q= <q(61a .. '7Q(€P)’Q(ep+1)7' . 7q(en)> =~ <a1a .. '7a’pvbp+17 . 7bn>

O
Corollaire 2.3.1. On suppose q réguliere. Soit 6 un déterminant de q et H
un hyperplan de E tel que qg ~ {(a1,...,a,_1) avec (a1,...,an,_1) € (K*)"~1L
Alors :

g~ qu L TTZ  an) =~ (a1, an_1,8 [T—1 ax)

Démonstration. Par la proposition 2.3.1, il existe A € K tel que ¢ ~ g L(\).
Or, det(q) = § et det(q) = det(qp)det((\)) soit § = /\Hz;ll ay dans K* /(K*)2.
Notant 7 = Hz;ll ag, on a o7 = Ar? soit o7 = A dans K*/(K*)2. Ainsi, on a :

qg=~{ay,...,an—1)L(\) ~{a,...,an_1)L{67) ~ {a1,...,an_1,0m)
O



Chapitre 3

Espaces quadratiques
hyperboliques et méthodes
d’étude de la représentation
des scalaires par une forme
quadratique

Dans tout ce chapitre (E, q) désigne un K-espace quadratique de dimension
finie.

Un des objectifs de ce chapitre est 1’étude de la notion d’isotropie. Nous
commencerons par nous intéresser a l'isotropie dans le cadre de la dimension
2 et nous démontrerons que tous les plans quadratiques réguliers et isotropes
sont isomorphes a I'espace quadratique (K2, (z,y) — zy). Nous dirons que ces
plans quadratiques sont hyperboliques et a 'aide de I'opération d’addition or-
thogonale vue au chapitre précédent nous étendrons cette notion de forme qua-
dratique hyperbolique, en dimension supérieure. Dans une seconde partie, nous
introduirons la notion de sous-espace totalement isotrope et nous verrons jus-
tement que tout sous-espace totalement isotrope se plonge dans un sous-espace
hyperbolique de dimension double. Ce dernier résultat s’appelle le principe du
gonflement hyperbolique et sera défini et démontré de maniére matricielle. Enfin,
nous aborderons le probléme de la représentation des scalaires et nous dévelop-
perons des méthodes pour savoir si un scalaire a € K* est dans le domaine d’une
forme quadratique ¢, c’est-a-dire s'il existe un = € E tel que ¢(x) = a. Nous
dirons alors que le scalaire a est représenté par la forme quadratique ¢. Dans ce
chapitre nous énoncerons simplement les outils fondamentaux dont nous aurons
besoin pour étudier par la suite, sur des cas concrets, le probléme de la re-
présentation des scalaires. En effet, un chapitre spécifique y sera consacré avec
I’étude de la représentation dans le cadre rationnel, mais pour ce faire il nous
faudra auparavant étudier la notion de Witt-équivalence et expliciter les tests
d’équivalence et de Witt-équivalence sur Q.
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3.1 Isotropie et plans quadratiques

Rappelons pour commencer la définition de la notion d’isotropie et de codne
isotrope.

Définition 3.1.1. Un vecteur x € E est dit isotrope pour la forme quadratique
q lorsque q(x) = 0. Dans le cas contraire, il est dit anisotrope. On dit que q est
1sotrope lorsqu’elle admet un vecteur isotrope non nul. Dans le cas contraire,
on dit que q est anisotrope.

Proposition 3.1.1. Soit ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension fi-
nie, alors q est nécessairement réguliére.

Démonstration. Supposons par 'absurde que ¢ soit dégénérée. Alors, il existe
z € E non nul tel que b(z,y) = 0 pour tout y € E ou b est la forme polaire
associée a ¢. En particulier ¢(z) = b(x, z) = 0 et donc g serait isotrope, absurde.

O

Proposition 3.1.2. Soit (F,q) et (E,q') deuzx espaces quadratiques isomorphes.
Alors q est isotrope si et seulement si q' est isotrope. De méme q est anisotrope
st et seulement si q' est anisotrope.

Démonstration. Supposons ¢ isotrope, alors il existe xg # 0 tel que g(zo) = 0.
Puisque ¢ ~ ¢/, il existe un isomorphisme u tel que :

Ve e E, ¢ (u(z)) = q(x).

Alnsi, ¢’ est aussi isotrope car u(zp) # 0 annule ¢’. La réciproque est identique.
D’ou ¢ isotrope <= ¢’ isotrope et donc par négation, on obtient également, ¢
anisotrope <= ¢’ anisotrope. O

Définition 3.1.2. On appelle cone isotrope de q ’ensemble :
Co(q) ={z € E: q(x) = 0}

Définition 3.1.3. Un plan quadratique est dit hyperbolique lorsqu’il est iso-
morphe a (K2, (z,y) — xy).

Pour x # 0, (z,0) est clairement un vecteur isotrope pour la forme (x, y) — xy,
1/2
0
forme dans la base canonique de K? étant inversible, elle est de rang 2 et est
réguliére. Par définition méme, tous les plans hyperboliques sont isomorphes
car tous isomorphes a I'espace quadratique (K2, (x,y) +— zy), ils sont donc
réguliers et isotropes. La réciproque est également vraie ce qui nous donne une

caractérisation simple des plans hyperboliques.

. . . 0 .
ce qui montre qu’elle est isotrope. La matrice < 1 /2> associée a cette

Théoréme 3.1.1. Les plans hyperboliques sont les plans quadratiques réguliers
isotropes.

Démonstration. Un plan hyperoblique est, on I’a vu, un espace quadratique
régulier et isotrope. Réciproquement, soit (P,q’) un plan quadratique régulier
isotrope. Puisque ¢’ est isotrope, il existe x¢ # 0 vecteur isotrope dans P, que
Pon compléte en une base (zg,z1) = B de P. La matrice représentant ¢’ dans
et ¢’ s’écrit de maniére analytique dans B par :

la base B s’écrit alors <0 a
a b
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(X,Y) = (X,Y) (2 Z) (i/() = 2uXY + bY?

Notant f, g les formes linéaires définies dans B par :
f:(X,)Y)—2aX+Yetg: (X, Y)—Y

ona: ¢ (X,Y)=f(X,Y)g(X,Y) dans B, soit ¢ = fg . Puisque ¢ est réguliére,
la matrice associée a ¢’ dans B est inversible et nécessairement a # 0. Les formes
linéaires f, g sont alors indépendantes et forment une base de 1’espace dual P*.
Notant (e1,es) = By la base antéduale de (f, g) telles que f(e1) =1, f(e2) =0
et gle1) = 0,g(ea) = 1, ¢’ s’écrit analytiquement dans cette base (x,y) — xy.
En effet, dans cette nouvelle base, pour (a, 3) € K2, on a :

¢ (aer + fea) = ¢'(a, B) = f(aer + Pea)g(aer + Pez) = af

et ¢’ est donc hyperbolique. O
Donnons quelques caractérisations simples des plans hyperboliques :

Théoréme 3.1.2. Soit (P, q) un plan quadratique régulier. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
1. La forme quadratique q est hyperbolique.
La forme quadratique q est isotrope.
g~ (1,-1).
q ~ {(a,—a) pour a € K*.

AN

q est équivalente a (x,y) — zy.
. 1
6. q est représentée par la matrice <(1) 0>‘

7. det(q) = —1 dans K*/(K*)2.

Démonstration.

o 1 < 2 est immédiate.

e 1 < 3,4 puisque (1,—1) et (a,—a) sont toutes deux réguliéres et iso-
tropes; (1,1) étant un vecteur isotrope de ces deux formes quadratiques
diagonales.

e 1 <= 5 puisque la forme quadratique (x,y) — zy est bien réguliére et
isotrope; (1,1) étant encore une fois un vecteur isotrope.

e 1 < 6 puisque la matrice ((1) 0

(x,y) — 2zy qui est réguliére et isotrope, dans la base canonique de K2.
e Enfin, montrons 1 <= 7. Puisque q est réguliére, elle est en particulier non

nulle et il existe a € K* et x # 0 tel que q(x) = a. Alors queci(x) ~ (@) avec

vect(z) un hyperplan de 'espace E sur lequel est définie ¢g. Par lastuce

de complétion a ’aide d’un déterminant, on a alors :

q= Q'uect(w)J—<_a> = <CL, _a>

et q est donc hyperbolique. Inversement si ¢ est hyperbolique, elle est en

particulier équivalente & la forme quadratique diagonale (1, —1) et donc

de méme déterminant, soit -1 dans K* /(K*)2.

) représente la forme quadratique

O
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3.2 Espaces quadratiques hyperboliques

Dans cette partie, nous allons généraliser en dimension quelconque la notion
d’espace quadratique hyperbolique.

Définition 3.2.1. On appelle espace quadratique hyperbolique tout espace
quadratique isomorphe o une somme orthogonale finie de plans hyperboliques.

Ainsi, tout espace quadratique est régulier, comme somme orthogonale d’es-
paces réguliers. De plus, tout plan quadratique étant de dimension 2, tout es-
pace hyperbolique est de dimension paire 2n oul n désigne le nombre de plans
quadratiques dans ’écriture sous la forme de somme orthogonale de plans qua-
dratiques.

Exemple 3.2.1. Les espaces hyperboliques canoniques
Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie n et V* l’espace dual associé.

On définit
H(V): VxV* — K
(z,f) — 2f(z)
H(V) est alors une forme quadratique de forme polaire :

b: (VxVHx(VxVY) — K
(@, ), (@ ) — f@)+[f(2)

Alors, en identifiant V avec V x {0} et V* avec {0} x V*, on peut voir V
et V* comme deuz espaces supplémentaires dans V' x V* et par concaténation

d’une base (e1,...,e,) de'V et de sa base duale (€7, ..., el), on obtient une base

(e1,...,en,€5,...,e%) de V x V* et dans cette base la matrice de H(V') s’écrit :

0 I,
I, O

Nous dirons que H (V) est la forme hyperbolique associée a V. Il s’agit alors
de justifier cette appelation en montrant que U'espace (V x V* H(V)) est bien
hyperbolique. En notant Py, l'espace vectoriel vect(ey, e}.), les plans quadratiques
associés (P, H(V)p,) sont deux & deux orthogonaux pour H(V') et tels que :

VxVv :Plé...é_BPn.
En effet, pour tout i # j on a :
b((auei, Bref), (azej, fae})) = aaBief(ej) + a1 faef(e;) = 0
avec de plus :
vect(er,el) @ ... B vect(en, el) = vect(er, ..., en,€5,...,e5) =V x V*
D’aprés la proposition 2.2.3 du chapitre précédent, on a ¢ ~ gp, L ... Lgp,, ot

chaque espace (Py,H(V)p,) est hyperbolique (car de matrice associée ((1) é)

dans (ex,€})) ce qui montre que q est hyperbolique.

Nous allons désormais donner une caractérisation des espaces hyperboliques :
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Théoréme 3.2.1. Soit (E,q) un espace quadratique de dimension 2n. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

1.
2.
3.

4.
5.

La forme quadratique q est hyperbolique.
q~n.(l,—1)
g~ @l(—p) pour une certaine forme réguliére .
. 0 I, .
La matrice représente q.
I, 0

q ~H(V) pour un certain K-espace vectoriel V de dimension n.

Démonstration.

Montrons 1 <= 2. L’'implication 2 = 1 est claire par définition d’un
espace hyperbolique et caractérisation des plans quadratiques. 1 = 2
découle du fait que ¢ étant hyperbolique, ¢ s’écrit comme une somme or-
thogonale de plans quadratiques, chacun étant isomorphe a (K2, (1, —1)).
Montrons 2 <= 3. On suppose 2, alors notant ¢ = n.(1), on obtient
qg~n.(l,—1) 2n.(l)In.(-1)

et donc ¢ ~ p L (—¢p) et 2 = 3. Réciproquement soit ¢ une forme quadra-
tique réguliere telle que ¢ ~ ¢ L (—¢), par le principe de diagonalisation

du chapitre 1 et par régularité ¢ ~ (ai,...,a,) o a; # 0 pour tout i.
Soit :
pl(—p) >~ (a,...,an)L{—aq,...,—am)
~  {a1,...,0p,—A1, ..., —Qp)
~  Aay,—a1)L... L{an, —ay,)
~ 1,-1)L...1(1,-1)
~ n.(1,-1)

Ce qui montre 3 = 2, puis 2 < 3.
Montrons 4 <= 5. On suppose 4, alors ¢ est représentée dans une certaine

. 0 I,
base par la matrice ( I 0

n, H(V) est aussi représentée par cette méme matrice, d’ot ¢ ~ H(V)
pour tout espace vectoriel V' de dimension n et 4 = 5. Réciproquement,
si pour un certain espace V' de dimension n, ¢ ~ H(V') alors H(V') étant

). Pour tout espace vectoriel V' de dimension

I 0), q lest également et 5 = 4. D’ou
n

. 0 I
représentée par la matrice < i

4 <=5.
Montons 5 <= 1. On suppose 5, alors g est représentée par la matrice

I . .
( 19 61 > elle méme congruente (par simple permutation des vecteurs de
n

base) a la matrice diagonale par blocs D(K, ..., K) ou K = <(1) (1)) Or,

la matrice D(K, ..., K) représente la forme quadratique ¢; L ... Lg; ol
a1 (2,y) = 22y

est une forme hyperbolique par caractérisation des plans hyperboliques,

soit 5 = 1. Si on suppose 1, alors g est hyperbolique et donc somme

orthogonale de n formes hyperboliques de dimension 2. Par caractérisation

des plans hyperboliques,
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g~ql...Lqgougq : (z,y)— 2zy

. 1 .
et est représentée par D(K, ..., K) qui est congruente a (IO 5) Ainsi
n

1= 4= 5, puis 5 <= 1.
On adonc 1 <= 2 <= 3 et 4 <= 5 <= 1, ce qui achéve de montrer le
théoréme.

O

3.2.1 Sous-espaces totalement isotropes

Dans cette partie, on considére un espace quadratique (FE,q) régulier, de forme
polaire b.

Définition 3.2.2. Un sous-espace vectoriel F' de E est dit totalement iso-
trope lorsque F' C Co(q) c’est a dire : Vo € F, q(z) = 0.

Donnons alors une caractérisation en terme d’orthogonalité :

Proposition 3.2.1. Un sous-espace vectoriel F' de E est totalement isotrope si
et seulement si F C F*.

Démonstration. Supposons F' C F+. Soit x € F, alors 2 € F*+ et on a
b(z,y) =0,Vy € F.

En particulier pour y = z, b(z,z) = ¢(x) = 0 et donc x € Co(q) soit F C Co(q).
Réciproquement, supposons F' totalement isotrope. Alors, pour z € F, on a

b(z,y) = %(q(x +y) —q(x) —qly)) =0,Vy € F
car z,y et x + y sont dans F' C Co(q) et donc F C F+. O
Remarque 3.2.1. Pour (E,q) est un espace régulier, on a :
dim(F+) = dim(E) — dim(F).
Si F totalement isotrope, F C F* soit dim(F) < dim(F~) et nécessairement :
dim(F) < %dim(E).

Ainsi, les sous-espaces totalement isotropes de (E,q) ont une dimension infé-
) 3 . dim(E)
rieure ou égale a —

Ceci nous améne a donner la définition suivante :

Définition 3.2.3. On appelle lagrangien de (E,q) tout sous-espace vectoriel

dim(E
totalement isotrope de E de dimension L()

Proposition 3.2.2. Tout espace hyperbolique posséde des lagrangiens.
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Démonstration. Soit (E,q) un espace hyperbolique de dimension 2n. D’aprés
le théoréme de caractérisation de ces espaces, il existe un espace vectoriel V'
de dimension n tel que ¢ ~ H(V) on H(V) est définie sur V x V*. Alors, les
sous-espaces V x {0} et {0} x V* (que l'on peut identifier respectivement a V et
V*) sont deux sous-espaces supplémentaires dans V' x V* de méme dimension

dim(E)
n=—0—

Yz € V, H(V)(z,0) =0 et Vf € V*, H(V)(0, f) = 2£(0) =0

. On a alors :

ce qui montre que V x {0} et {0} x V* sont inclus dans Co(H(V)) et sont
deux lagrangiens pour H(V'). Or (E,q) étant isomorphe a (V,H(V)), il existe
un isomorphisme d’espaces vectoriels, v : V x V* — E tel que :

V(z, f) € Vx V", q(ulz, f)) = H(V)(z, f)

et les sous-espaces de E que sont u(V x {0}) et u({0} x V*) sont de méme
dimension n et totalement-isotropes pour q. Ce sont donc des lagrangiens de
(E,q). O

Définition 3.2.4. Un sous-espace totalement isotrope de (E,q) est dit maxi-
mal lorsqu’il n'est strictement inclus dans aucun sous-espace totalement iso-
trope.

En raison de la maximalité de la dimension, tout lagrangien est en particulier
un sous-espace totalement isotrope maximal.

3.2.2 Principe du gonflement hyperbolique

Dans la suite, on considére un espace quadratique régulier (E, q) et on suppose
que F' est un sous-espace vectoriel de F, totalement isotrope. Nous verrons qu’il
est alors possible d’injecter F' dans un espace vectoriel H de dimension double
et telle que la restriction ¢y de g & H soit hyperbolique. Ce résultat nous sera
en particulier trés utile pour ’étude de I’isotropie et du domaine d’une forme
quadratique réguliére, notamment pour prouver que toute forme quadratique
réguliére isotrope est universelle, c’est-a-dire que tous les scalaires de K sont
représentés par q.

Théoréme 3.2.2. Version matricielle du principe de gonflement hy-
perbolique

Soit (E,q) un espace quadratique régulier et F' un sous-espace totalement iso-
trope de dimension n. Il existe alors un espace vectoriel H tel que F© C H,
dim(H) = 2dim(F) = 2n et pour lequel :

0, I,
Mattan) = (737

Démonstration. En gardant les notations du théoréme ci-dessus, on va montrer
dans un premier temps qu’il existe H espace de dimension 2n tel que F' C H et
pour lequel :

0, ‘A

Mat(qy) = <£ B ) avec A € GL,(K) et B € S,(K).
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n

A B I, 0,
congruentes pour conclure qu’il existe une base de H dans laquelle est vérifiée
légalité matricielle annoncée dans le théoréme, ce qui montrera que (H, qpr) est
un espace hyperbolique.

Commengons par construire H espace vectoriel régulier contenant F' et de

dimension 2n. Puisque F C F*, F+ s'écrit ' ® G ou G est un supplémentaire
de F dans F* (non unicité de G). Alors (E, ) étant régulier on a :

dim(E) = dim(F) + dim(F*) et dim(E) = dim(G) + dim(G~)

tA 1,
Il restera ensuite & montrer que les matrices <O > et (0" ") sont,

Via la somme directe F+ = F'® G, on a également :

dim(G*) = dim(E) — dim(G)
= dim(E) — (dim(F*) — dim(F))
= dim(F) + (dim(E) — dim(F1))
2dim(F)

On pose H = G* et il reste 4 montrer que H ainsi construit contient F et
est un sous-espace régulier de E. Or, H est régulier si et seulement si H+ est
régulier avec H+ = (G1)+ = G puisque (E,q) est régulier (cf.JI] IV 4.2.4 et
4.2.8 page 72). On va ainsi montrer que g¢ est réguliére ce qui prouvera que qg
est réguliere et donc que H est régulier. Montrons d’abord que Ker(gp.) = F.
Pour b la forme polaire associée & ¢, on a :

Ker(qgpy) ={x € F+ :b(x,y) =0, Vy € F+}

Naturellement F' C ker(gp.). Réciproquement, soit « € Ker(qp.). En particu-
lier, z € F* et s’écrit de maniére unique x; + 2 ot (z1,z2) € F x G. Comme
pour tout y € F+,b(z,y) =0 on a :

b(z,y) =0 <= b(xy + 22,y) =0
= b(z1,y) +b(x2,y) =0
— b(xza,y) =0
= zo € (FH)L =F

Ainsi 3 € FNG = {0} et donc x = x1 € F, soit finalement Ker(qp.r) = F.
L’espace G est un supplémentaire de F' = Ker(qp.) dans F*, soit donc :

4G = qF+-

Etant équivalente & une forme quadratique réguliére, go est elle-méme réguliére
tout comme qg. Il reste a vérifier que F C H = G*. Soit y € F, pour tout
z€Gonab(y,z)=0cary € FetzcGC F' cequi montre bien que F C H.

Ainsi H est un espace régulier contenant F et de dimension 2dim(F).

Soit H; un supplémentaire de F' dans H. Par concaténation d’une base de F'
notée {f1, f2, -+, fn} et d’'une base de H; notée {hy,hsa, -, h,}, on obtient
une base {f1, fo, -+, fu, h1,ho, -+ ,hn} de H dans laquelle gy est représentée

par la matrice :
0, tA
A B
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b(hi, f1) -+ b(h, fn) b(hi,he) -+ b(hy,hy)
b(ha, f1) -+ b(ha, fn) bha,h1) -+ b(h2,hy)

ou A = : . : et B = : ' : , le
bhas f1) o blhas fu) bhnht) - b(hm, h)

b(flvfl) b(flvfn)
b(f27f1) b(f27fn)

bloc supérieur gauche de taille n X n étant nul

puisque F' est totalement isotrope.

Puisque (H, qp) est réguliére, Mat(qy) est inversible et donc A € GL,,(K).
Sinon, une des colonnes de A serait combinaison linéaire non triviale des autres
colonnes de A et le bloc supérieur gauche étant nul, la colonne de Mat(qy) cor-
respondante serait combinaison linéaire non triviale des autres n premiéres co-
lonnes de Mat(qg), absurde. Quant & B, elle appartient naturellement a S, (K)
puisque la forme polaire b est symétrique. Montrons désormais que :

0, A\ _ (0, I,
A B)7\1, 0,)

Puisque A € GL,(K), A est de rang n et il existe des matrices inversibles P, Q
telles que PAQ = I,,. On a alors :

'Q 0.\ (0, A\ /Q 0,\ [ 0, QAP _ (0, I,
0, P A B 0, 'P) \PAQ PB'P ) \I, PB'P

B étant symétrique, PB *P qui lui est congruente est aussi symétrique et au

final on a montré que :
0, 'A\ _ (0, I,
A B )T \I, PB'P

et le probléme revient donc & montrer que pour C' matrice symétrique
Op In\ _ (On In
I, C)~\I, 0,)
0, I

Soit donc M = (I" C’,’) de taille 2n avec (L;)1<i<2n €t (Ci)i<i<an respec-
n

tivement les 2n lignes et les 2n colonnes de la matrice M. On va commencer
par annuler tous les coefficients non diagonaux de C' via des opérations élémen-
taires symétriques sur les lignes et les colonnes de la matrice C' = (¢; j)1<i j<n-
Soit i # j et essayons d’annuler le coefficient d’indice (i,j) de la matrice C.
L’opération Cp4; <— Chy; — ¢;;C; va laisser la colonne C),; inchangée sauf
le coefficient ¢; ; qui va étre annulé. Son opération symétrique associée au ni-
veau des lignes Ly4; <— Lp4; — ¢;jL; va par symétrie de C laisser la ligne
L,,+; inchangée sauf le coeflicient ¢; ; = c;; qui va étre annulé. Ainsi ’opération
(CyL)pti «— (C,L)p+i — ¢;,j(C, L); annule les coeffients d’indice (i, 5) et (4,1)
de C. Ces opérations symétriques élémentaires correspondent & des multipli-
cations & gauche de M par des matrices inversibles et a droite de M par les
transposées de ces mémes matrices inversibles. On effectue alors ces opérations
pour ¢,7 tels que 1 < j < ¢ < n ce qui nous permet d’obtenir une matrice
0, I,

congruente a ( I, D

> ou 'on note D la matrice diagonle suivante :
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A O 0
0 A 0
D= i
0 0 An

Il reste alors & annuler par des opérations symétriques élémentaires les n coef-
ficients diagonaux de D. Pour ce faire on utilise pour i € [1,n], les opérations

Ai
(C,L)pyi «— (C,L)pyi — 5<C’ L); et au final on a bien :

u=( €)= 5)=(n o)

On a donc montré que pour (E, q) espace régulier et F' sous espace totalement
isotrope de dimension n, il existait H espace contenant F' de dimension 2n tel
que (H,qp) soit régulier avec :

_ On tA ~ On In

Mat(qn) = (A B) ~ (In 0,
Ainsi (H, qg) est hyperbolique avec F' C H et dim(H) = 2dim(F), ce qui finit
de montrer le principe de gonflement hyperbolique. O

3.2.3 Isotropie et domaine

Dans la suite, on va s’intéresser au probléme de la représentation d’un scalaire
a € K* par une forme quadratique réguliére g et essayer d’énoncer quelques
méthodes pratiques pour aborder ce probléme. Le but de cette partie est d’ob-
tenir a l'aide entre autre du principe de gonflement hyperbolique, des méthodes
d’études efficaces qui seront utilisées dans un chapitre d’application réservé a la
question de la représentation des rationnels par des formes quadratiques ration-
nelles.

Considérons par exemple la forme quadratique diagonale ¢ définie sur Q2
par :

q: (z,y) — 2® +5y°

et demandons nous si 'entier 39 est représenté par g (cette question sera solu-
tionnée entiérement par la suite). Si tel était le cas, il existerait (zg,yo) € (Q?)*
tel que q(wo,yo) = x3+5y3 = 39 soit z3+5y2 —39 = 0 et donc la forme diagonale
(1,5,-39) ~ ¢ L (—39) serait isotrope. Ainsi, le fait qu'un scalaire a soit repré-
senté par ¢ implique I'isotropie non pas de ¢, mais de la forme ¢ L (—a). On a
en fait un résultat plus général, 'implication précédente est une équivalence, ce
qui nous fournira un critére efficace pour montrer qu’un scalaire est représenté
par une forme quadratique réguliére donnée. Dans un premier temps, on va voir
qu’une forme quadratique réguliére, isotrope représente tous les éléments de K*
puis, nous exposerons ce principe de représentation.

Définition 3.2.5. Un scalaire a € K* est dit représenté par q lorsqu’il existe
x € E tel que a = g(x). On appelle domaine de la forme quadratique noté D(q)
l’ensemble des valeurs non nulles prises par q. La forme q est dite universelle
lorsque D(q) = K*.
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Théoréme 3.2.3. Soit (E,q) un espace quadratique régulier et isotrope. Alors
q est universelle.

Démonstration. Supposons que dim(E) = 2. Alors ¢ est une forme quadratique
réguliére isotrope et est donc hyperbolique. Elle est également équivalente & la
forme quadratique ¢’ définie par :

. [KxK—K
q:
(z,y) — zy

qui est clairement universelle puisque tout = # 0 s’écrit ¢’(z,1). Supposons
dim(q) > 2. Alors, ¢ étant isotrope, il existe x # 0 tel que g(x) = 0 et vect(x)
est donc un espace de dimension 1 totalement isotrope. D’aprés le principe de
gonflement hyperbolique, on peut trouver un plan hyperbolique P tel que la res-
triction ¢p soit hyperbolique et donc universelle d’aprés I’étude de la dimension
2 précédente. Ainsi, gp universelle implique ¢ universelle. O

Théoréme 3.2.4. Principe de représentation
Soit (E, q) une espace quadratique régulier et a € K*. Alors a est représenté par
q si et seulement si ¢ L (—a) est isotrope.

Démonstration. Soit ¢ la forme quadratique réguliére sur E x K définie par
p=q Ll {—a):

" {E x K — K
(@, A) > q() + (=a)(\) = g(x) — a)?

Si a € K* est représenté par ¢, il existe un élément = # 0 tel que ¢(z) = a
et donc ¢(z,1) = g(z) —a = 0 et donc ¢ est isotrope (puisque (z,1) # 0).
Réciproquement, supposons que ¢ est isotrope. Il existe (z,\) # (0,0) tel que
o(x,\) = 0. Alors,
e SiA#0,qg(x)—a\ =0 = g(z) = a\? et donc q(%) = a et a est
représenté par q.
e Si A\ =0, alors nécessairement = # 0 et donc ¢(z, \) = ¢(z,0) = ¢(x) =0
et ¢ est isotrope. Ainsi, (E, q) étant régulier et isotrope, ¢ est universelle

et a est bien représenté par q.
O

Un de nos objectifs sera d’étre capable de déterminer si un rationnel est repré-
senté ou non par une forme quadratique rationnelle. Nous verrons par le test
d’équivalence rationnel un critére pour déterminer si deux formes quadratiques
sont équivalentes ce qui nous offrira en particulier un critére pour déterminer si
une forme quadratique réguliére ¢ de dimension n est hyperbolique (en testant
son équivalence avec n.(1, —1)). En petite dimension, nous allons pouvoir abor-
der le probléme de la détermination des scalaires représentés par une certaine
forme quadratique ¢ par 1’étude du caractére hyperbolique de formes quadra-
tiques auxiliaires de dimension 4. Cette astuce de la dimension 4 nous sera par-
ticuliérement utile pour étudier les formes quadratiques rationnelles réguliéres
de dimension 2 et 3.

Théoréme 3.2.5. Une forme quadratique réguliére de dimension 4 de détermi-
nant égal o 1 est nécessairement anisotrope ou hyperbolique.
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Démonstration. Si q est isotrope, il existe z # 0 tel que vect(z) soit totalement
isotrope. Alors, par gonflement hyperbolique, il existe un espace hyperbolique
H de dimension 2 contenant vect(x). En particulier ¢i ~ (1, —1) et par principe
de complétion (corollaire 2.3.1), il existe (a,b) € K2 tel que :

q= <17 71> 1 <a7b>
Alors, g étant réguliére, a et b sont non nuls et
1 = det(q) = det({1, —1))det({a, b)) = —ab

ce qui donne ab = —1. Par caractérisation des plans hyperboliques, {(a,b) est
hyperbolique et ¢ également.

Si ¢ n’est pas isotrope alors nécessairement, ¢ est anisotrope. Ce qui achéve
de montrer le théoréme. O

Théoréme 3.2.6. Astuce de la dimension 4
Soit (E,q) un espace quadratique régulier de dimension 3, on note § un déter-
minant de q. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. q isotrope.
2. q L (6) isotrope.
3. q L (&) hyperbolique

Démonstration.

e Montrons 1 = 2. Puisque ¢ est isotrope, il existe z # 0 tel que ¢(z) =0

et donc pour (z,0) A0 on a :
(¢ L (0))(x,0) = qlz) + 8 x 02 = q(a) = 0

et donc ¢ L (J) est isotrope.

e Montrons 2 = 3. On suppose ¢ L (4) isotrope. Alors ¢ L (J) est de
dimension 4 et de déterminant égal a 1. En effet,

det(q L (8)) = det(q)det({5)) = §% = 1 dans K*/(K*)?.

Donc ¢q L (0) étant réguliére de dimension 4 et de déterminant égal & 1, elle
est soit hyperbolique soit anisotrope, étant isotrope elle est hyperbolique.

e Montrons 3 = 1. Puisque ¢ L (J) est hyperbolique, elle posséde un
lagrangien noté F', c’est-a-dire un sous espace vectoriel totalement isotrope

4
de E x K de dimension 5= 2. Or, E étant de dimension 3, E x {0} est

un sous espace de dimension 3 de F x K et par la formule de Grassmann
il vient :

dim(E x {0} + F) = dim(E x {0}) + dim(F) — dim(E x {0} N F)
= 3+2—dim(E x {0} NF)

Puisque dim(E x {0} + F) <4 car Ex {0} CExKona:
dim(Ex{0}NF)>1
et £ x {0} et F possédent au moins une droite commune. Il existe donc
x # 0 tel que (2,0) € F et F étant totalement isotrope on a :
q L (0)(z,0) = q(xr) = 0 = ¢ est isotrope.
O
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Corollaire 3.2.1. Soit (a1,a2) € (K*)? et b € K*. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. b est représenté par (a1, as).

2. (a1, a2, —b) isotrope.

3. (a1, a2, —b, —ajasb) isotrope.

4. {a1,a9,—b, —ayasb) hyperbolique

Démonstration. Ceci découle immédiatement du théoréme précédent et du prin-
cipe de représentation, appliqué a ¢ = (a1, az). O

Nous appliquerons alors les méthodes définies ici, dans un chapitre d’applica-
tion consacré au probléme de la représentation des rationnels. Nous répondrons
ainsi & la question énoncée au début de cette partie et montrerons que 39 n’est
pas représenté par la forme quadratique (1,5). Nous mettrons aussi en avant
des résulats intéressants sur la représentation des entiers, comme par exemple
le fait que tout entier n s’écrit comme somme de quatre carrés de rationnels.
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Chapitre 4

Simplification de Witt et
décomposition de Witt d’une
forme quadratique

Dans ce court chapitre, d’une trés grande importance pour la suite de ce mé-
moire, nous aurons pour objectif de définir et démontrer de maniére matricielle
le théoréme de simplification de Witt, puis d’appliquer ce résultat pour établir
la décomposition de Witt d’une forme quadratique réguliére. Nous verrons alors
que cette derniére décomposition se révéle d’un grand intérét puisqu’elle permet
de ramener le probléme de la classification des formes quadratiques a celui de la
classification des formes quadratiques anisotropes. Les résultats obtenus dans ce
chapitre seront alors utilisés pour introduire la notion de Witt-équivalence dans
le prochain chapitre et permettront également de définir & I'aide de ’opération
de somme orthogonale, deux groupes que nous étudierons en détail dans de pro-
chains chapitres : le groupe de Witt W (K) et le groupe de Witt-Grothendieck

W (K).

4.1 Simplification de Witt

Théoréme 4.1.1. Principe de simplification de Witt généralisé.
Soit A, By et By trois matrices symétriques respectivement dans S, (K), S,(K)

et Sp(K). Alors :
A 0 A 0
(0 Bl> ~ (o Bg) = Bi~ B,

De part I'écriture matricielle de la somme directe orthogonale de deux formes
quadratiques, pour ¢, ¢ et 1 trois formes quadratiques, le théoréme ci-dessus se
traduit en termes de formes quadratiques par le résultat fondamental suivant :

glo~qlyp=op=~9

Afin de démontrer ce résultat nous aurons besoins d’utiliser deux lemmes inter-
médiaires.

37
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Lemme 4.1.1. Soit A, B € S,,(K) NGL,(K) et p € K*. ALors :

A 0 B 0

Démonstration. Puisque A; = By, il existe une matrice P € GL,11(K) notée

L
Q € M,(K), L € My ,,(K) et C € M,,1(K). L’égalité matricielle PA; 'P = B;
s’écrit en termes de matrices blocs sous la forme :

Q C\[(A O fQ 'L\ [(QA'Q+pC'C QA'L+ auC
L «a)\0 pu tC a ) \LAQ+au'C LA'L+a%u

_ (B 0)
0 pn

Par identification des blocs, il vient :

1. QA'Q+ uC'C =B

2. LA'Q+an'C=0

3. QAL +auC =0

4. LA'L+o%u=p
Ce qui nous donne en particulier :

QA'Q=B—uC'C, (CL)A'Q = —auC 'C et (CLYA'(CL) = u(1—a?)C 'C

sous la forme d’une matrice par blocs P = <Q g) telle que PA; ‘P = B; ou

On cherche a montrer qu’il existe une matrice inversible P; telle que
PAtP, = B.

Pour ce faire, on va montrer qu’il existe au moins deux A € K, (donc nécessai-
rement un non nul) tels que :

(AQ + CL)A t(AQ + CL) = A\°B

On cherche ainsi a résoudre ’équation polynomiale de degré 2 en A donnée ci
dessus. En développant, on a :

AQ +CL)A'(AQ + CL) = N2(QA 'Q) + 2AQA Y(CL) + (CL)A Y(CL) =
A2(B — uC tC) + 2A(—auC tC) + u(1 — a?)C tC
et donc :
(AQ +CL)A Y (A\Q + CL) = B <= C 'C(—pA? — 2apu + u(1 — a?)) =0

Si C''C =0, on aura Pégalité (AQ +CL)A *(AQ +CL) = A?B pour tout A € K,
sinon puisque K est un corps, par intégrité, uA? +2apul + u(a? — 1) = 0. Posons
P(X) = pX?+2auX + p(a? — 1) € K[X]. Le discriminant de ce polynome est
donné par : A = (2ap)? — dup(a® — 1) = 4pu® = (2u)? et est un carré non nul
de K. P admet donc deux racines distinctes dans K que sont :

M =pu(—1—a)et \g=pu(l —a)

avec pu(—1 — a) # u(l — @) car sinon —1 = 1 dans K, absurde car car(K) # 2.
Dot il existe au moins deux A € K tels que (A\Q + CL)A {(AQ + CL) = \’B et
donc nécessairement un A non nul pour lequel :
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(Q+A"'CL)AYQ+\"'CL)=B

Puisque A, B € GL,(K), on a det(A) # 0 et det(B) # 0 et donc (Q + A"'CL)
est inversible ce qui montre que A et B sont congruentes. O

Lemme 4.1.2. Soit A, B € M, (K) et p € N*. Alors :

A 0 B 0
(0 0)=(0 g) ==

Démonstration. Soit A,B € M, (K) et on suppose congruentes les matrices
Al = (‘61 8) et By = (g 8) de M, +1(K). Notre but est de montrer que
A et B sont également congruentes. Il existe alors P € GL,1+1(K) écrite sous

L
Q € M,(K), L € My ,(K), C € My, 1(K) et o € K. Si on suppose Q inversible,
via la relation PA; ‘P =DB; ,on a:

Q C\ (A 0\/'Q 'L (QA'Q QA'L\ (B 0
()6 o)(e &)=(g 2= o)

soit par identification des différents blocs QA 'Q = B et A et B sont bien
congruentes (car @ est inversible).

Dans la suite on suppose A; et By congruentes avec () non inversible. Puisque
Q@ n’est pas inversible, elle est de rang inférieur ou égal a n — 1. Par I’absurde on
suppose que 7g(Q) # n — 1. Ainsi, 'espace vectoriel engendré par les vecteurs
colonnes de la matrice @) est de dimension inférieure ou égale a n — 2 et sans
perte de généralité on peut supposer que les colonnes 1 et 2 notées ()1 et Qo

sont combinaisons linéaires des autres, c’est a dire @1, Q2 € vect(Qs, -+, Qn).
Ainsi il existe des scalaires non tous nuls (A;)s<i<n et (\;)s<i<n tels que :

Ql:/\3Q3+"'+)‘HQ’”etQQZ)\éQ3+"'+)\;.LQn

En opérant sur les colonnes de @) via les opérations suivantes :

Q14— Q1= A3Q3+ -+ AQp et Q2 — Q2 — N5Q3 + -+ N, Qn

on va annuler les deux premiéres colonnes de la matrice (). Or ces opérations
correspondent & des multiplication & droite de @), par des matrices M7 et My
d’opérations élémentaires qui sont inversibles. En multipliant alors & droite de
P par les matrices inversibles (Agl (1)> et (AgQ (1)> on obtient une matrice P’
dont les deux premiéres colonnes sont nulles hormis éventuellement le dernier
coefficient de chaque colonne. Ces deux vecteurs colonnes sont donc nécessaire-
ment liés, ce qui impose que P’ n’est pas inversible et donc de rang différent de
n+1=rg(P). Ceci est absurde puisque ’on ne change pas le rang d’une matrice
en multipliant a droite par des matrices inversibles. D’oul nécessairement si @)
n’est pas inversible, rg(Q) =n — 1.
On définit dans la suite 'ensemble :

la forme de matrice par blocs : P = <Q g), telle que PA; 'P = B; avec

G = {(]\04 f) M € GL,(K),C € M, 1(K) et A € K*}

G a naturellement une structure de groupe pour le produit matriciel et ’on va
faire agir G x G sur GLy,11(K) via :
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(GxG)xGLp11(K) — GLp41(K)
(N1, No),M) +—= N;MN;*'

Notre objectif est alors de montrer que la matrice P est dans I'orbite d’une

1 .- 0 0 O
matrice de la forme : 0 ... 1 @ ¢ . On cherche alors (N1, N2) € G x G
0 0 0 1
0 01 p
tel que :
1 0 0 0
N, PNy ' = L
0O --- 0 0 1
0 --- 01 R

Comme @ est de rang n—1, elle est équivalente a la matrice J,_1 = (I"O_ ! 8)
et donc il existe Py, P, € GL,(K) telles que PlQPQ*1 =J,_1. On a ainsi :

1 -« 0 0
P 0\ (Q C\ (P! 0\_(PQPt PCY_|  ~  PC
0 1)\L «a 0o 1) \LP;' «a ) |0 -~ 1 :
0 --- 0 0
LP;? oY
ol LP2_1 € Mj ,(K) est une matrice ligne et P,C' € M, 1(K) est une matrice
a1,n+1
1 a27n+1 .
colonne. On note alors LP; * = (ap41,1,---,0n+1,n) €t PL1C = . . Soit
an,n+1
1 -~ 0 0 1 e 0 0 a1 n+1
pPC|
o --- 1 : 0 1 : :
0 - 00 0 o 0 0 anas
LP2_1 o an+1’1 N e an+1’n 6%

-1
Puisque (Pgl (1)) et <P% (1)> sont deux éléments de G, il reste & opérer

a gauche et a droite par des éléments de G pour annuler les n — 1 premiers
coefficients de LP, ! et annuler les n— 1 premiers coefficients de P;C, mais aussi
obtenir un 1 en position (n+1,n) et (n,n+1). On remarque que les coefficients
Qn+1,n €6 appy1 sont non nuls car sinon la n-éme colonne serait nulle tout
comme la n-éme ligne et la matrice ci-dessus serait non inversible et donc P qui
lui est équivalente serait non inversible également, absurde. Puisque a,,41,, # 0
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an-‘rl,i

et a, p+1 # 0, en multipliant & droite par les matrices I, 1 — E,, €eG
anJrl,n
pour i € [1,n — 1], on annule les n — 1 premiers coeflicients de la derniére ligne.

Enfin, en multipliant & droite par la matrice : A : : € G on
0o --- 1/an+1,n
0 .- 0 1

obtient un 1 a la place du coefficient d’indice (n+1,n). De méme en multipliant

Qi n41 E

a gauche par I, 1 — in € G pour i € [1,n — 1], on annule les n — 1

an,n-{-l
premiers coefficients de la derniére colonne, et en multipliant & gauche par la

1 0 0

matrice suivante | ' ' " | € G on obtient un 1 a la place du
0 - 1/ann1
0 --- 0 1
coefficient d’indice (n,n+1). Les multiplications a gauche et a droite précédentes
étant des multiplications par des éléments du groupe G, il existe bien N1, Ny € G
telles que :

1 0 0 O
NPN;' = | =
1t 0 -~ 1 :
0 0 0 1
0 01 p
Nous allons maintenant en déduire que les matrices A et B sont congruentes.
1 -~ 0 0 O

Supposons que P = telle que B; = PA; P et montrons

o --- 1 : :
0O --- 0 0 1
0o --- 01 8

que nécessairement A = B. Alors, par identification des blocs, il vient :
1. J,_1AJ,_1 =8B
2. (0,0,--- ,1)AJp—1 =01,
3. Ju1A 0,0, 1) =0,
4. (0,0, ,1)A *(0,0,-+- ,1) =0
En notant A = (a;,5)1<i,j<n, O0 & :

(07 0,---, ]-)AJnfl = (an,h Ap,2," " ,An,n—1, 0)

et donc a,; =0, Vi € [1,n — 1]. De méme :

Jn 1 AN0,0,-- )= * |[=]"|etan,=0Vie[l,n-1].
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Enfin la relation (0,0,---,1)A *(0,0,---,1) = 0 donne a,,, = 0.
Finalement la n-éme colonne de A est nulle, tout comme la n-éme ligne et A

92 . A/ On,l . s
s’écrit <01’n 0 ) Ainsi :

A" 0p1
B, = PA, tp = | T <01,n 0 ) o= Ons
01, 0
A" 0pa (A 0,1, )
Comme J,,_1 <01,n 0 ) Jp_1 = <01)n 0 > = A, il vient alors :
A Opa

BlpAltP< )A1:>AB

01, O

Supposons ensuite P quelconque. On a vu qu’il existe Ny, Ny € G telles que :

1 -~~~ 00 0 1 -~ 00 0
NPN; ' = 0 .1 et donc P = Ny * 0 o1 |
0 -~ 00 1 0 00 1
0 01 8 0 01 B

Nfl € G s’écrit @ G et Ny € G s’écrit Q2 G ot Q1,Q2 € GL,(K)
0 o 0 ao

et aq,as # 0. La relation de congruence B; = PA; 'P nous donne :

_ (@1 C Q2 C A0 Q0 Q1 0
Bl_(Ol ai)J(O2 aj) <O O)(tC'; a2>J(tCi oq)

soit

n-(§ 5/ (2 2)
Puisque %1 gi € G est inversible, sa transposée également et en notant
(%/1 acltil) son inverse, il vient :

0 a;t) 7P\ tC] a7t) 0 0) 0 0
et d’apres le résultat précédent Q) B Q) = Q24 Q2. Comme Q2 et Q) sont
inversibles (Q1'Q2)A Y(Q'Q2) = B et A ~ B. Ainsi,

A 0\,, (BO ~
P4 ) oo (B D) an

et par un raisonnement par récurrence, il vient Vp € N* :

A 0 B 0
(5 0)= (@ 5)—a=s
ot 0, désigne la matrice nulle de taille p x p O

Revenons a la démonstration du théoréme.
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Démonstration. On considére A, B, C trois matrices symétriques respectivement

de S,,(K), S, (K) et S,(K) telles que : (61 g) ~ (g g) On souhaite mon-

trer que A =~ B. On va d’abord montrer le résultat dans le cas ou les matrices
A, B et C sont inversibles et on va ensuite voir que le cas général s’y raméne.

, . A 0 B 0 . R .
D’abord puisque ( 0 C’) ~ ( 0 C’)’ les matrices ont le méme rang et donc :

(&) =ra+ra)=ra(§ 2) =ra()+ ra(c)

Ceci impose rg(A) = rg(B). Comme les matrices A, B,C sont symétriques et
inversibles, elles sont congruentes respectivement a des matrices diagonales :

M - O Ao 0 wp -0
o . ofllo . o)etlo . 0
0 0 A\, 0 0 X, 0 0

ou pour tout i, A;, N, u; # 0 (d’aprés le corollaire 1.2.1). D’ou il existe des
matrices Py, P» € GL,(K) telles que :

Moo 0 oo 0
PlA tP1: 0 0 et PQC tPQZ 0 0
0 0 X 0 0 pun
Alors :
P 0 A 0 tPr 0\ [(PA'P 0
0 P 0o C 0o P 0 PC P,
et donc
A1 0
0 0 0
A 0 0 0 A,
0o C - j251 0
0 0 pun
De méme
A 0
0 .0 0
B 0\ _[0 0 X,
o C)”~ [TTEEE 0
0 0 pn
et d’aprés lemme 4.1.1, en raisonnant par récurrence, il vient :
A - 0 Nooo- 0
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Démontrons le résultat dans le cas général. A, B ont le méme rang » < n et
. . A
C est de rang [ < p. Puisque A est symétrique de rang r, A ~ ( 1 0) ol

0 O
By 0

AleGLT(K)eth(O 0

ou B; € GL,(K) (toujours d’aprés le corollaire

1.2.1). De méme C =~ (Cl O) ou Cy € GLi(K). Ainsi :

0 0
A, 0
AONOOO Nf(l)l(g)o
0o ¢~ 0010““ 010
0 0
et
B, 0
BONOOO N%CQO
0o )~ 0010” 010
0 0
Or
A0 B 0 Ar 01, B 01
00%00:> 001 ~ OCl
0 |0 0 |0

) N Al 0 ~ Bl O .
D’aprés le lemme 4.1.2, ( 0 C1) ~ ( 0 C1> et les matrices Ay, By et C}

étant inversibles, d’aprés ce qu’on a vu précédemment il vient A; ~ B; et donc

naturellement A = (f(l)l 8) ~ (%1 8) = B, ce qui achéve de montrer le

théoréme. O

Nous utiliserons trés souvent la caractérisation suivante du lemme de simplifi-
cation de Witt :

Corollaire 4.1.1. Soit (a1,...,a,) € K" et deuz p-uplets (by,...,b,) € KP et
(c1,...,¢p) € KP. Alors :

(@1, ., an,01,...,bp) 2 {a1,...,an,c1,...,¢p) => (b1, ..., bp) > (c1,...,Cp).

On va désormais s’appuyer sur cette simplification de Witt pour montrer que
toute forme quadratique réguliére est équivalente a la somme orthogonale d’une
forme hyperbolique ( facilement caractérisable et bien comprise comme on ’a
vu au chapitre précédent) et d’une forme quadratique anisotrope, dont la clas-
sification est plus complexe. On montrera de méme que cette décomposition est
essentiellement unique dans un sens que 1’on explicitera.

4.1.1 Décomposition de Witt d’une forme quadratique ré-
guliére

Commengons par énoncer un lemme dont le résultat nous sera utile pour la
démonstration du théoréme de décomposition.
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Lemme 4.1.3. Soit (E,q) un espace quadratique régulier admettant un sous-
espace totalement isotrope mazximal de dimension p. Alors il existe une forme
quadratique anisotrope q1 telle que :

q~p(l,-1)Lq

Démonstration. On note F' un sous espace totalement isotrope maximal de di-
mension p. Par le principe de gonflement hyperbolique, il existe un sous-espace
H contenant F' et de dimension 2p tel que g soit hyperbolique et donc équi-
valente a p.(1,—1). Alors, ¢y étant hyperbolique, elle est réguliére et H est un

1
sous-espace régulier pour lequel H & H+ = E. D’aprés la proposition 2.2.3 au
chapitre 2, on a :

q~qulqygr ~p(l,—-1)Lqyr.

Il reste & montrer que qg 1 est anisotrope. Supposons par 'absurde que g1 soit
isotrope, alors H' admettait un vecteur isotrope non nul x, qui n’appartiendrait
pas & H et donc pas non plus a F. L’espace vect(x) @ F contiendrait alors
strictement F' et serait lui aussi totalement isotrope, ce qui est en contradiction
avec I’ sous espace totalement isotrope maximal. D’ou, qz1 anisotrope ainsi
que la décomposition attendue. O

Nous pouvons désormais énoncer le théoréme de décomposition de Witt :

Théoréme 4.1.2. Décomposition de Witt d’une forme quadratique ré-
guliére

Soit (E,q) un espace quadratique régulier. Il existe alors un entier naturel p et
une forme quadratique anisotrope q, tels que :

q~p(l,-1)Lqq

Dans écriture ci-dessus p est déterminé de maniére unique et q, de maniére
unique 4 équivalence pres.

Démonstration. Supposons ¢ anisotrope, alors prenant p = 0 et ¢, = ¢, on a
bien la décomposition recherchée. Supposons désormais ¢ isotrope, alors I'espace
(E, q) admet au moins un sous-espace totalement isotrope maximal que ’on note
F et on note p sa dimension. Alors d’aprés le lemme précédent g ~ p.(1,—1) Lg,
pour une certaine forme quadratique anisotrope ¢,. Montrons maintenant que
les sous-espaces totalement-isotropes maximaux sont nécessairement de méme
dimension. Si ce n’était pas le cas, il existerait deux entiers p; # ps2 et qi1,¢2
deux formes quadratiques réguliéres anisotropes telles que :

g~pi(l,—1)Lg ~pa.(1,—-1)Lgo

On suppose p; < pa2, alors on a :

p2(l, —=1)Lgo ~ (p2 — p1).(1,—1) Lp1.(1,—1) Lo

et par simplification de Witt :

(p2 —p1).(1,=1)Lp1.(1,-1) Lgo ~p1.(1, —1) Ly = (p2 —p1).(1, 1) Lgo > qn
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Or po —p1 > 0 = (p2 — p1).(1,—1) Lgo a une partie hyperbolique non nulle et
est isotrope. L’équivalence avec ¢; anisotrope est alors absurde. Soit donc néces-
sairement p; = po et tous les sous-espaces totalement isotropes maximaux sont
de méme dimension que 1’on note p et ainsi p est uniquement déterminé. Alors
pour deux décompositions comme ci-dessus, p; = p2 et donc par simplification
de Witt :

gpi(lL,—1)Llg~pi(L,-1)Lgg = q1 ~ ¢2
O

On a également montré que tout sous-espace vectoriel totalement isotrope maxi-
mal était de dimension p ou p est I'unique entier tel que ¢ ~ p.(1,—1) L g, pour
¢ anisotrope, unique a équivalence prés.

Définition 4.1.1. Awvec les notations du théoréme, l'entier p qui est la dimen-
sion commune de tout sous-espace totalement isotrope maximal est appelé ’in-
dice de q et noté v(q). On appelle partie anisotrope de q, toute forme qua-
dratique équivalente & q, .

Appliquons alors le théoréme de décomposition de Witt a I’étude des formes
quadratiques réelles et définissons ainsi la notion de signature d’une forme qua-
dratique réelle réguliére.

Proposition 4.1.1. Soit ¢ une forme quadratique réelle réguliére. Il existe un
unique couple d’entiers (r,s) tel que ¢ ~ r.(1) Ls.(—1). Ce couple est appelé la
signature de la forme quadratique réguliére q.

Démonstration. Soit g une forme quadratique réelle réguliére de dimension n.
Alors, par diagonalisation il existe r réels strictement positifs (a1,...,a,) et s
réels strictement négatifs (by,...,bs) tels que :

r+s=mnetqg~{ay,...,a.,b1,...,bs)

Puisque R*/(R*)? est composé de deux classes, celle des réels strictement po-
sitifs et celle des réels strictement négatifs on a : ¢ ~ (1,...,1,—1,...,—1),
ou 1 apparait r fois et —1 apparait s fois. Montrons 'unicité du couple (r, s).
Supposons que ¢ ~ r1.(1) Ls1.(—=1) et ¢ ~ ra.(1) Lsy.(—1).

e Supposons 11 < 1 et sg < 7y alors ¢ ~ r1.(1,—1)L(s; — r1).(—1) et de
méme ¢ ~ s9.(1, —1) L(ra — s2).(1). Les formes quadratiques (s1 —r1).(—1)
et (ro — s2).(1) étant clairement anisotropes et les formes quadratiques
r1.{1,—1) et s2.(1, —1) étant clairement hyperboliques, on a alors par uni-
cité de la décomposition de Witt (s; —r1).(—1) =~ (r2 — s2).(1), absurde
(elles n’ont par exemple, clairement pas le méme domaine).

e Supposons 1 < $1 et ro < rg alors ¢ ~ r1.(1,—1)L(s1 — r1).{—1) et
de méme ¢ ~ r9.(1,—1)L(sy — r2).(—1). Or, les formes quadratiques
(s1 —r1).(—1) et (s2 —12).(—1) étant clairement anisotropes et les formes
quadratiques r1.(1, —1) et r9.(1,—1) étant clairement hyperboliques, par
unicité de la décomposition de Witt il vient r1.(1, —1) ~ ro.(1, —1), puis
par simplification de Witt, 1 = r9 et on déduit s; = s5. D’ou 'unicité.

e Supposons s; < r1 et s3 < 73, on montre de méme (r1,s1) = (ra, $2).

O
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Exemple 4.1.1. Soit ¢ une forme quadratique compleze réguliére de dimension
n. Alors ¢ est de rang n et par diagonalisation il existe (ai,...,a,) € (C*)"
telle que ¢ ~ (a1,...,a,). Or, C est quadratiquement clos, donc pour tout i,
a; =1 dans C*/(C*)? soit ¢ ~ (1,...,1) = n.(1).
e Sin=2p, onad¢=~p(l)Lp(l) et donc comme —1 =1 modulo les carrés
de C*, ¢ ~ p(1) Lp.(—1) ~ p.(1,—1). La partie anisotrope de ¢ est triviale
de dimension nulle notée 0.(1) et ¢ est hyperbolique. On a aussi v(¢) = p.
e Sin=2p+1, alors on a de méme :
d~2p+1).(1) =2p.(1) L(1) ~p.(1,—1) L(1).
La partie anisotrope de ¢ est donc (1). On a aussi v(¢) = p.

Exemple 4.1.2. Soit ¢ une forme quadratique réelle réguliére de signature
(r,s). Soit donc ¢ ~ r.(1) Ls.(—1).
o Sir > s alors ¢ ~ s.(1,—1)L(r — s).(1) et la forme diagonale (r — s).(1)
est clairement anisotrope. Ainsi par unicité de la décomposition de Witt
a équivalence pres, (r — s).(1) est la partie anisotrope de ¢. On a aussi
v(g) = 5.
o Sis>ralorsg ~r(l,—1)L(s—r).(=1) et la forme diagonale (s—r).(—1)
est clairement anisotrope. Ainsi, par unicité de la décomposition de Witt
a équivalence pres, (s — r).(—1) est la partie anisotrope de ¢. On a aussi

v(g) =r.

Au chapitre suivant, nous reverrons ces résultats en revisitant a ’aide de la
décomposition de Witt et de la notion de Witt-équivalence, les classifications
sur C, R et les corps finis.

Remarque 4.1.1. On peut de méme décomposer toute forme quadratique q,
qu’elle soit réguliere ou non. En effet, notant n la dimension de q et r son rang,
on a vu que ¢ ~ gL (n—r).(0) et en décomposant la forme quadratique réguliére
q, on a bien une décomposition de la forme : ¢ ~p.(1,—1)1g,L(n —r).{0)

Une des conséquences importantes du théoréme de décomposition de Witt est
le fait que :

classifier les formes quadratiques revient a classifier celles qui sont anisotropes.

On a donc dans un premier temps, ramené le probléme de la classification
des formes quadratiques & celui de la classification des formes quadratiques
réguliéres, puis dans un second temps & celui de la classification des formes
quadratiques anisotropes, via le théoréme de décomposition de Witt.
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Chapitre 5

Relation de Witt-équivalence

Ce chapitre s’inscrit dans le prolongement du chapitre précédent ou 1’on
a énoncé l'important théoréme de décomposition de Witt et a pour principal
objectif de définir et d’étudier la relation de Witt-équivalence. On dira que
deux formes quadratiques sont Witt-équivalentes lorsqu’elles ont des parties
anisotropes équivalentes, ce qui souligne I'importance de la décomposition de
Witt du chapitre précédent. Nous verrons aussi une caractérisation de la notion
de Witt-équivalence en termes de somme orthogonale de formes quadratiques et
étudierons le lien avec la notion d’équivalence. Enfin, ce chapitre sera également
l’occasion de revisiter les classifications sur C, R et les corps finis :

e les résultats usuels sur la classification des formes quadratiques réelles et
complexes seront obtenus de maniére trés efficace en utilisant le théoréme
de décomposition de Witt, ainsi que la relation de Witt-équivalence.

e la classification sur les corps finis sera obtenue naturellement, aprés avoir
défini la notion de discriminant d’une forme quadratique et étudier I’iso-
tropie des formes quadratiques sur les corps finis en dimension 1,2 et 3.

5.1 La relation de Witt-équivalence

Définition 5.1.1. Soit q et ¢’ deux formes quadratiques régulieres sur K. On
note q, respectivement q.,, la partie anisotrope de q, respectivement de ¢ défi-
nies de maniére unique & équivalence prés. On dit alors que q et q¢' sont Witt-

équivalentes et on note q i q si et seulement si q, et ¢, sont équivalentes.

Proposition 5.1.1. Toute forme quadratique régquliére est Witt-équivalente a
sa partie anisotrope. Deux formes quadratiques réguliéres anisotropes sont Witt-
équivalentes si et seulement si elles sont équivalentes. Ainsi, deux formes qua-
dratiques réguliéres équivalentes sont nécessairement Witt-équivalentes.

Démonstration. Par définition méme de la notion de Witt-équivalence, il est
clair qu'une forme quadratique réguliére est Witt-équivalente a sa partie aniso-
trope. De méme, deux formes quadratiques anisotropes sont Witt-équivalentes si
et seulement si leurs parties anisotropes sont équivalentes et donc naturellement
si et seulement si elles sont équivalentes. O

Remarque 5.1.1. Dans la suite, on s’intéressera essentiellement aux formes
quadratiques réguliéres. On peut tout de méme définir de la méme fagon la notion
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de Witt-équivalence entre formes quadratiques non nécessairement réguliéres. En
effet, on a vu que l'on pouvait décomposer toute forme quadratique (de maniére
essentiellement unique) sous la forme d’une somme orthogonale d’une partie
anisotrope, d’une partie hyperbolique et d’une partie nulle, ainsi deux formes
quadratiques quelconques sont Witt-équivalentes si leurs parties réguliéres sont
Witt-équivalentes c’est-a-dire si et seulement si elles ont des parties anisotropes
équivalentes.

Voici une autre maniére d’exprimer la notion de Witt-équivalence, deux formes
qudratiques g et ¢’ sont Witt-équivalentes si elles sont équivalentes modulo les
formes quadratiques hyperboliques :

Proposition 5.1.2. Soit q et ¢’ deux formes quadratiques régulieres. Alors q et
q' sont Witt-équivalentes si et seulement s’il existe deux entiers naturels m et n
tels que :

glm.(1,-1) ~ ¢ Ln.(1,-1)

Démonstration. Soit q et ¢’ deux formes quadratiques réguliéres que ’on sup-
pose Witt-équivalentes. D’aprés la définition, leurs parties anisotropes g, et ¢/,
sont donc équivalentes. Par décomposition de Witt, il existe un unique couple
d’entiers (p1,p2) tel que :

q~p1.(1,—1)Lge et ¢ ~pso.(1,—1)Lg),

Alors, supposons de plus que p; > ps (le cas p; < py est identique aux notations
prés). On a alors :

q~ (p1 —p2)-(1,—1)Lpa(1,—1) Lgq ~ (p1 — p2).(1,—1)Lp2.(1,—-1) Lq,.

Comme ¢, ~ ¢, et ¢ ~ p2.(1,—1)L¢g,, on a par compatibilité de la relation
d’équivalence avec la somme orthogonale : ¢ ~ (p; —p2).(1,—1) L¢’ ce qui donne
la premiére implication avec m =0 et n = (p1 — p2).

Inversement, supposons qu'il existe un couple d’entiers (m, n) tel que :

qlm.(1,-1) ~ ¢ 1n.(1,-1)

Alors, en décomposant ¢ et ¢’ grace au théoréme de décomposition de Witt, il
vient :

q~p1(1,=1)Lqa et ¢ ~ pa.(1,-1) L,
Ce qui nous donne :
(pr +m).(1,-1)Lg, >~ (p2 +n).(1,-1) Lg,

Par le théoréme de décomposition de Witt, on a unicité de l'indice et donc
p1 + m = py + n et par simplification de Witt, nécessairement g, ~ ¢/, soit g et
q' sont bien Witt-équivalentes. O

La propostition ci-dessus illustre encore une fois I'importance de la décompo-
sition de Witt. La propostion suivante sera trés utile lorsque 'on parlera du
groupe de Witt associé a un corps K.

Proposition 5.1.3. Soit q1, g2, q1, g5 quatre formes quadratiques régulicres. Alors :

w w w
e~ g et g~ gy = qlg ~ qi Ly
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Démonstration. D’aprés la proposition précédente, il existe deux couples d’en-
tiers (ny,n}) et (ng,nj) tels que :

@G1lni(1,-1) ~ g1 Ln).(1,—1) et gaLno.(1,—1) ~ g5 Lnb.(1,—1)
Alors on a :
(q1-Lg2) L(n1 +n2)-(1, 1) =~ (¢1 L) L(n + n3).(1, 1)
Ainsi g1 Lgs ¢ Ldh [

La proposition suivante lie la notion de Witt-équivalence avec la notion d’équi-
valence :

Proposition 5.1.4. Deuz formes quadratiques q et ¢' régulicres sont équiva-
lentes si et seulement si elles sont Witt-équivalentes et de méme dimension.
Ainsi deux formes quadratiques réguliéres équivalentes sont Witt-équivalentes.

Démonstration. Supposons que ¢ et ¢’ sont équivalentes. Par unicité de la dé-
composition de Witt (a équivalence prés) ¢ et ¢’ ont méme décomposition de
Witt et ont donc méme partie anisotrope (& équivalence prés), d’ou ¢ et ¢’ sont
Witt-équivalentes. De plus ¢ et ¢’ étant équivalentes, les espaces quadratiques
associés (E,q) et (E',q") sont isomorphes et donc E et E’ sont en particulier
isomorphes en tant qu’espaces vectoriels et nécessairement de méme dimen-
sion, soit dim(q) = dim(q’). Inversement, si ¢ et ¢’ sont Witt-équivalentes et
dim(q) = dim(q), alors par décomposition de Witt, on a :

g~p(l,—-1)Lq, et ¢ ~p'(1,-1) L¢g,
Comme ¢, ~ ¢, par Witt-équivalence de ¢ et ¢’, dim(q,) = dim(q,). D’on,
dim(q) = 2p + dim(qa) = 2p’ + dim(q,) = p =p’
Au final :

qg~p(l,-1)Lq, ~p(l,-1)1q, ~ .

O

Remarque 5.1.2. Contrairement & deux formes quadratiques équivalentes, deux
formes quadratiques Witt-équivalentes n’ont pas nécessairement le méme do-
maine. Considérons par exemple, la forme quadratique réelle (1,—1)1(1,1) de
partie anisotrope (1,1). On a (1,—1)L(1,1) i (1,1) et pourtant elles n’ont pas
le méme domaine. En effet, (1,1) ne représente pas les réels négatifs, alors que
(1,—-1)1(1,1) est universelle car (1,—1) lest (puisque réguliére isotrope).

Proposition 5.1.5. La relation de Witt-équivalence entre formes quadratiques
réguliéres est une relation d’équivalence sur la collection des formes quadratiques
réguliéres. L’équivalence impliquant la Witt-équivalence, la relation % est done
plus grossiere que la relation d’équivalence ~.
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Démonstration. La réflexivité, tout comme la symétrie est immédiate. Enfin
la transitivité est évidente elle aussi, puisque notant ¢i,qs et g3 trois formes

. S W w
quadratiques réguliéres telles que ¢ ~ g2 et go ~ g3, alors pour les formes
quadratiques anisotropes associées g1, ™~ G2,4 €t @2, = 3,4 €t donc q1.4 >~ 3.4
par transitivité de la relation d’équivalence entre formes quadratiques réguliéres.

Soit au final ¢; ~ qs, ce qui achéve de montrer le résultat. O

Les formes quadratiques réguliéres sur K ne constituent pas un ensemble, pour
parler de classes d’équivalences pour la relation de Witt-équivalence, on va de-
voir définir la notion de Witt-équivalence sur I’ensemble des matrices symé-
triques & coeflicients dans K.

Notation 5.1.1. On définit sur ’ensemble des matrices carrées symétriques, la
relation de Witt-équivalence en passant par les formes quadratiques associées.
Ainsi, si A € S,,(K) et B € S,(K) sont deuz matrices carrées symétriques, on dit

que A et B sont Witt-équivalentes et l’'on note A X B si les formes quadratiques
associées qa : X — 'XAX etqp:Y — 'Y BY sont Witt-équivalentes. On note
alors W(K) l’ensemble des classes de Witt-équivalence de matrices symétriques
a coefficients dans K.

Remarque 5.1.3. La classe de Witt-équivalence d’une matrice A € Sy, (K)
représentant la forme quadratique q est donc :

{B€S,(K):q~ qp,peN}

Cette classe de Witt-équivalence ne dépend que de q ~ qa a Witt-équivalence
pres, c’est-a-dire est égal a :

{C € S,(K): ¢ ¥ go,p €N}

pour tout ¢ telle que ¢ i q. Ainsi, on peut parler des classes de Witt-
équivalence de formes quadratiques de dimension finie, en associant & toute
forme quadratique un élément de W (K) via la représentation matricielle.

Notation 5.1.2. On a vu qu’il était possible de diagonaliser toute forme qua-
dratique, c’est-a-dire qu’a équivalence pres, toute forme quadratique s’écrit sous
la forme (a1, ...,a,) ou les a; sont dans K. Alors, toute forme quadratique ad-
met dans sa classe de congruence de matrices symétriques associées une matrice
diagonale D(ay,...,a,) et on note < ay,...,a, > la classe de Witt-équivalence
de cette matrice diagonale. On parle aussi de la classe de Witt-équivalence de la
forme diagonale {aq, ..., an) qui est donc également la classe de Witt-équivalence
de toute forme quadratique q équivalente a {(ay,...,an,).

5.2 Les classifications sur R et C revisitées

Au chapitre précédent, nous avons pu, grace au théoréme de décomposition de
Witt, exhiber la partie anisotrope associée a une forme quadratique complexe
réguliére ainsi que la partie anisotrope associée & une forme quadratique réelle
réguliére. Nous allons poursuivre cette étude dans ce chapitre en utilisant la
notion de Witt-équivalence pour retrouver les résultats classiques de la classifi-
cation des formes quadratiques sur R et C.
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5.2.1 La classification sur C revisitée

Théoréme 5.2.1. I existe a équivalence prés une unique forme quadratique
réguliere de dimension donnée n sur C et toute forme quadratique réguliere de
dimension paire sur C est hyperbolique. Toute forme quadratique réguliére est
Witt-équivalente a la forme de dimension nulle 0.(1) ou & la forme (1).

Démonstration. Soit ¢ une forme quadratique complexe réguliére de dimension
n. Par diagonalisation, et régularité, il existe un n-uplet (a;)1<i<n € (C*)™ tel
que ¢ ~ {(ay,...,a,) et C étant quadratiquement clos (ai,...,a,) ~ (1,...,1).
Ainsi, —1 étant un carré, 1 = —1 modulo les carrés de C* et donc :

e si n = 2p est paire, ¢ ~ 2p.(1) ~ p.(1,—1) et donc ¢ est hyperbolique
et Witt-équivalente & la forme triviale 0.(1), car de partie anisotrope de
dimension nulle.

e sin=2p+1 est impaire, ¢ ~ (2p+ 1).(1) ~ p(1,—1)L(1) et g est Witt-
équivalente a la forme diagonale anisotrope (1).

Ainsi & équivalence prés, n.(1) est la seule forme quadratique réguliére complexe
de dimension n. Les seules formes quadratiques réguliéres complexes anisotropes
sont alors par I’étude de la Witt-équivalence, la forme de dimension nulle 0.(1)
et la forme (1). O

5.2.2 La classification sur R revisitée

Nous allons encore une fois appliquer la décomposition de Witt d’une forme
quadratique réguliére et la notion de Witt-équivalence pour classifier les formes
anisotropes réelles de dimension finie.

Proposition 5.2.1. A équivalence pres, il existe exactement deux formes qua-
dratiques anisotropes réelles de dimension n que sont n.(1) et n.(—1), c’est-a-
dire celles de signature (n,0) dites définies positives et celles de signature (0,n)
dites définies négatives. Une forme quadratique réguliere de signature (r,s) est
Witt-équivalente a :

o (r—s)(l)ysir>s

e (s—r)(-1)sis>r

Démonstration. Soit ¢ une forme quadratique réelle réguliere de signature (r, s).
Par définition de la signature énoncée au chapitre précédent, ¢ ~ r.(1) Ls.(—1)
etalorsgq~r.(l,—-1)L(s—r)(=1)sis>rouqgx~s.(l,-1)L(r—s).(1)sir >s.
La partie anisotrope de ¢ étant alors (s —7).(—1) si s > r ou (r—s).(1) sir > s,
ce qui donne la deuxiéme partie de la proposition. De plus, ¢ est anisotrope si
et seulement si sa partie hyperbolique est triviale, ce qui équivaut & r = 0 ou
s = 0. Les formes quadratiques anisotropes réguliére de dimension n sont donc
les formes quadratiques de signature (n,0) et (0,n). O

Définition 5.2.1. Soit g une forme quadratique réelle réguliére de signature
(r,s). L'entier r — s est appelé la signature réduite de q

Proposition 5.2.2. Deux formes quadratiques réelles, réguliéres, q1 et qa sont
Witt-équivalentes si et seulement si elles ont la méme signature réduite.

Démonstration. Soit q1, gs deux formes quadratiques réelles réguliéres de signa-
tures associées (r1,s1) et (re, s2). Puisque g1 et go sont Witt-équivalentes si et
seulement si leur parties anisotropes sont équivalentes on a :
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*q X (r1 —51).(1) ou @1 i (s1 —r1).{(—1) selon que | > s1 ou s1 > 1y
e ¢ v (ro — s2).(1) ou ¢ v (s2 — 1r2).(—1) selon que 19 > s9 ou s9 > 1o

Comme (1) 2 (—1), 1 4 g2 si et seulement si on a :
(7’1 — 81)<1> ~ (7"2 — 82)<1> <~ (7"1 — 81) = (7"2 — 82)
(s1—7r1) (1) >~ (sg — 1r9).{—1) < (81 —r1) = (82 — 12)

D’ou le résultat. O

5.3 Discriminant d’une forme quadratique

Nous allons dans la suite définir la notion de discriminant d’une forme quadra-
tique. Il nous servira pour classifier les formes quadratiques réguliéres sur les
corps finis et nous fournira un invariant pour la relation de Witt-équivalence
entre formes quadratiques.

Définition 5.3.1. Soit ¢ une forme quadratique réguliere de dimension n. La
classe
n(n—1)
A=(-1) 2 det(q) € K*/(K*)?

est appelé le discriminant de q. Tout représentant de cette classe est appelé
un discriminant de q. On appelle discriminant d’une forme quadratique non
nécessairement réguliére, celui de sa partie réguliére.

5.3.1 Caractérisation des plans hyperboliques par le dis-
criminant

Proposition 5.3.1. Un plan quadratique régulier est hyperbolique si et seule-
ment s’il est de discriminant 1 dans K* /(K*)2.

Démonstration. Ceci est une application immédiate du théoréme de caracté-

risation des plans quadratiques, avec pour ¢ forme quadratique réguliére de
22-1)

dimension 2, A(q) = (1) 2 det(q) = —det(q). O

5.3.2 Discriminant et Witt-équivalence

Puisque det((1,—1)) = —1, deux formes quadratiques Witt-équivalentes n’ont
pas nécessairement le méme déterminant, alors que c’est le cas pour deux formes
quadratiques équivalentes. Nous montrerons que deux formes quadratiques Witt-
équivalentes ont le méme discriminant et pour ce faire, nous allons prouver que le
discriminant est compatible avec la somme orthogonale lorsque 1'on additionne
des formes quadratiques de dimension paire.

Proposition 5.3.2. Soit ¢ et ¢ deuz formes quadratiques réguliéres et on sup-
pose ¢ de dimension 2. Alors,

A(¢Ly) = A(9)A(Y)
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Démonstration. On note n la dimension de ¢, alors dim(¢Lvy) = n+2 et donc :
(n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
ALY) = (1) 2 det(ole)=(-1) 2 det(6)det(s)

(n—1)

:(2n+1)+n 5 , soit :

n(n—1)
(1) 2 (=1 det(g)det(y)
n(n—1)
= (=1) 2 det(¢)(—det(¥))
A(D)A(Y)

A(pLy)

Tout plan hyperbolique étant de discriminant 1, on a :

A(pLn.(1,-1)) = A(¢) [[;, A((L —1)) = A(9)
O

Proposition 5.3.3. Deuz formes quadratiques réguliéres Witt-équivalentes ont
méme discrimant.

Démonstration. Soit q,q" deux formes quadratiques réguliéres que ’on suppose
Witt-équivalentes. Alors, il existe deux entiers m,n tels que :

glm.(1,-1) ~ ¢ 1n.(1,-1)
D’apreés la proposition précédente, on a alors :

A(g) = A(gLm.(1,-1)) = A(¢' Ln.(1,-1)) = A(q')

5.4 La classification sur les corps finis revisitée

Dans la suite, on note K un corps fini. On rappelle alors que K*/(K*)? est un
groupe de cardinal 2 (I’endormorphisme z — x? défini sur K* est un morphisme
surjectif & valeur dans (K*)? de noyau {1, —1}). On note aussi € un représentant
de la classe des non carrés de K.

5.4.1 Etude de l’isotropie des formes quadratiques sur les
corps finis

Proposition 5.4.1. Toute forme quadratique réguliére de dimension 2 sur K
est universelle.

Démonstration. Soit g une forme quadratique réguliére de dimension 2 et K
un corps fini de caractéristique p € P\{2}. Puisque K*/(K*)?> = {1,g}, par
diagonalisation, il n’y a & équivalence prés qu’au plus 3 formes quadratiques
régulieres de dimension 2 : (1,1),(1,¢) et (¢,¢). Il suffit ainsi de montrer que ces
trois formes diagonales sont universelles. Or (1,¢) représentant naturellement
1 et €, elles représentent tous les éléments de K* et est universelle. Supposons
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par labsurde (1, 1) non universelle, alors 1 étant représenté par (1, 1), nécessai-
rement £ n’est pas représenté par (1,1) et aucun élement de la classe € n’est
représenté. Ainsi, pour tout z,y € K, 22 4+ y? est un carré de K et I’ensemble
des carrés de K serait donc stable par addition. Or, puisque —1 = (p — 1) dans
le corps fini K, —1 serait alors somme de carrés et donc un carré, ce qui im-
plique alors que (1,—1) ~ (1,1) et la forme (1,1) serait donc hyperbolique et
universelle, absurde. De méme, supposons par I’absurde (e,&) non universelle,
alors ¢ étant représenté par (e, ), nécessairement 1 n’est pas représenté par
(e,€) et aucun élement de la classe 1 n’est représenté. Ainsi, pour tout z,y € K,
ex? + y? est un non carré de K et ’ensemble des non carrés de K serait donc
stable par addition. Or, puisque —e = (p — 1)e dans le corps fini K, —¢ se-
rait alors somme de non carrés et donc un non carré, ce qui implique alors que
(e,—€) =~ (g,¢) et la forme (e, e) serait donc hyperbolique par caractérisation
des plans hyperboliques et universelle, absurde. O]

Proposition 5.4.2. Toute forme quadratique réguliére de dimension au moins
3 sur K est isotrope.

Démonstration. Soit ¢ une forme quadratique réguliére de dimension au moins 3.
Alors, notant n = dim(q), il existe par diagonalisation un n-uplet (ay,...,a,)
de scalaires non nuls tel que ¢ ~ (a1,...,a,) ~ (a1,...,an—1)L{a,). Notant
g1 = (a1,...,an—1), q1 est de dimension au moins 2 et s’écrit donc comme somme
orthogonale d’une forme quadratique réguliére de dimension 2 qui est d’aprés
ce qui précéde, universelle et d’'une autre forme quadratique réguliére. Ainsi,
q1 = {a1,...,an—1) est elle aussi universelle et —a,, est en particulier représenté
par ¢;. Par le principe de représentation vu au chapitre 3, ¢ = ¢11{(a,) est
isotrope.

O

Corollaire 5.4.1. A équivalence pres, les seules formes quadratiques aniso-
tropes de dimension finie sont : 0.(1), (1), (&) et (1,—¢).

Démonstration. La forme triviale 0.(1) de dimension nulle est clairement ani-
sotrope, tout comme les formes quadratiques (1) et (¢). Si ¢ est régulicre de
dimension supérieure ou égale a 3, elle est isotrope. Intéressons nous alors aux
formes quadratiques réguliéres de dimension 2. Elles sont toutes universelles
et donc notant ¢ une telle forme définie sur un K-espace vectoriel F, il existe
r#0¢€ Etel que ¢(z) = 1. On a donc @yect() =~ (1) et puisque

A(¢) € K*/(K*)* = {I,2} et que A(¢) = —det()

notant 0 un discriminant de ¢ choisi dans {1, e}, on a par le principe de complé-
tion & I'aide d’un déterminant : ¢ ~ (1, —§) et donc ¢ ~ (1, —¢) ou ¢ ~ (1, —1).
D’otl, ¢ de dimension 2 réguliére est soit équivalente a (1, —1) et est donc hy-
perbolique, soit équivalente a (1, —¢) et est donc anisotrope (sinon elle serait
isotrope de dimension 2 et donc hyperbolique, absurde car A({(1, —¢)) = € qui
n’est pas un carré de K*). Ainsi en dimension 2, & équivalence prés (1, —¢) est
la seule forme quadratique anisotrope. O
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5.4.2 Witt-équivalence et équivalence sur les corps finis

En application du théoréme de décompostion de Witt et de la partie précédente,
on déduit les deux théorémes de classification suivants :

Théoréme 5.4.1. Soit ¢ une forme quadratique réguliére sur K et § un discri-
minant. Alors,

o si dim(¢) =2n+ 2 pour unn € N, alors ¢ ~n.(1,—-1)1(1,-9)

o sidim(¢) =2n+1 pour unn € N, alors ¢ ~n.(1,—1)1(J)

Démonstration. Supposons dim(¢) = 2n + 2. Par décomposition de Witt, il
existe un entier p et une forme anisotrope ¢, tel que ¢ ~ p.(1,—1)1¢,. La
proposition 5.3.3 donne alors :

A(¢) = Al¢a) =6

En raison de ’étude des formes quadratiques anisotropes sur les corps finis et
des dimensions, soit ¢, est de dimension nulle et donc ¢ est hyperbolique et
p = (n+1), soit ¢, ~ (1,—¢) et p = n. Dans le premier cas A(¢) =1 =4 et
dans le second cas A(¢) = 6 = . Ainsi dans les deux cas, on a :

¢ ~n.(1,—1)L(1,—0)

Supposons dim(¢) = 2n + 2. Toujours par décomposition de Witt, il existe p
et une forme anisotrope ¢, tel que ¢ ~ p.(1,—1) L@,. En raison des dimensions
et de 1’étude des formes quadratiques sur les corps finis, soit ¢, ~ (1) et donc
A(p) =1 et p=n, soit ¢, =~ (€) et donc A(¢) = ¢ et p = n. Ainsi dans les deux
cas, on a :

¢~ n.(1,—1)L(5).
O

La classification des formes quadratiques sur le corps fini K se traduit alors en
terme d’équivalence et de Witt-équivalence par le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.2. Soit K un corps fini. Alors,

o Deux formes quadratiques régulieres sur K sont Witt-équivalentes si et
seulement si elles ont des dimensions de méme parité et ont méme discri-
minant.

e Deux formes quadratiques réguliéres sur K sont équivalentes si et seule-
ment si elles ont méme dimension et méme discriminant. Ce qui est équi-
valent & ce qu’elles aient méme dimension et méme déterminant.

Exemple 5.4.1. La forme quadratique (1,1,1,1) est systématiquement hyper-
bolique lorsque le corps K est fini. En effet,

<17 1a 15 1> = <17 717 17 71>
puisque

dim({(1,1,1,1)) = dim((1,—1,1,—1)) =4 et
A((L1,1,1) = A((1,-1,1,-1)) =1

avec (1,—1,1,—1) ~ 2.(1,—1).
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Chapitre 6

Groupes de Witt et
Witt-Grothendieck

Dans ce chapitre, nous allons utiliser les propriétés de 'opération d’addition
orthogonale pour définir deux importantes structures de groupes abéliens. En
effet, nous avons vu que la relation L est compatible avec la relation d’équiva-
lence et de Witt-équivalence entre formes quadratiques réguliéres, ce qui nous
permet de définir :

e le groupe de Witt W (K) associé au corps K, de loi additive L, défini sur
I’ensemble des classes de Witt-équivalence de formes quadratiques régu-
liéres. .

e le groupe de Witt-Grothendieck W (K) associé au corps K, obtenu a laide
de la loi addtitive L et défini sur 'ensemble FQ(K) des classes d’isomor-
phie de formes quadratiques réguliéres qui a une structure de monoide et
qui est enrichi d’une structure de groupe par la construction de Grothen-
dieck.

La théorie de Witt nous permet alors d’analyser un corps K a travers ses formes
quadratiques, et ce a travers deux groupes : W(K) et W(K), dont 'un voit ces
formes a Witt-équivalence prés et I'autre a équivalence prés. Dans un premier
temps, nous allons définir et exposer les constructions de ces deux structures de
groupes abéliens, ce qui nous permettra, de mettre de nouveau en évidence, le
role majeur joué par la simplification de Witt. Ensuite, nous exhiberons des par-
ties génératrices de ces deux groupes, ce qui nous en facilitera grandement leurs
études. Naturellement, nous donnerons également quelques exemples et propri-
tés générales telles que les propriétés universelles du groupe de Witt et Witt-
Grothendieck qui nous permettront de construire des morphismes de groupes
ayant pour source W (K) ou W (K). Ceci nous ameénera alors a analyser sous
I’angle de la théorie de Witt, les corps C et R, ainsi que les corps finis ; résultats
qui nous seront d’'une grande utilité pour la suite, notamment pour bien assi-
miler le groupe W(Q), dont 'étude nous permettra de mieux comprendre les
formes quadratiques rationnelles.

Nous aurons aussi I'ocassion de voir que les groupes W (K) et W (K) sont
liés par une relation simple et nous verrons alors comment déduire la structure
du groupe W (K), de l’étude du groupe W(K) et de I(K), I'un de sous-groupes
d’indice 2, appelé 'idéal fondamental. Nous donnerons aussi des caractérisations
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intéressantes des corps quadratiquement clos et pythagoriciens, via ’étude de
leurs groupes de Witt et Witt-Grothendieck associés.

Enfin, nous terminerons par donner une présentation des groupes W(K)
et W(K) par générateurs et relations, que nous utiliserons pour donner une
caractérisation des corps pour lesquels la relation de congruence entre matrices
diagonales inversibles est décrite par :

D(ay,...,an) = D(by1,...,b,) <= il existe 0 € &, et (A1,...,Ay) € (K*)™ tels
que Vk € [1,n], b, = /\iag(k)

6.1 Le groupe de Witt

Notation 6.1.1. Etant donné q une forme quadratique réguliére sur K, on
notera

lq) ={d,d" ~q}

sa classe dite d’isomorphie et [qlw sa classe de Witt-équivalence. Ainsi, pour
deux formes quadratiques réguliéres q1,q2 on a :

e [p]=lpl=an~qe

w

o [lw =[@lw = a ~ ¢
L’ensemble des classes d’isomorphie de formes quadratiques réguliéres sur K
est noté FQ(K) et on a déja défini W(K) qui est l'ensemble des classes de
Witt-équivalence de formes quadratiques réguliéres et qui s’identifie alors natu-
rellement comme [’ensemble des classes d’isomorphie de formes anisotrope de
dimension finie.

La loi d’addition orthogonale L va permettre de munir W (K) d’une structure
de groupe abélien.

Lemme 6.1.1. L’opération :

W(K) x W(K) — W(K)
(ldw, [d'lw) — laLldlw

définit une loi de composition interne sur W(K) que l’on notera +.

Démonstration. La proposition 5.1.3 donne directement le résultat. O

De plus, 'opération d’addition orthogonale entre formes quadratiques étant clai-
rement commutative et associative a équivalence prés, elle ’est donc aussi a
Witt-équivalence prés. Ainsi, la loi interne ci-dessus munit (W (K),+) d’une
structure de monoide abélien ayant pour élément neutre, la classe de la forme
triviale de dimension nulle qui est aussi la classe de toute forme hyperbolique.

Ainsi, pour tout forme quadratique réguliére sur K, on a :

qL(—q) est hyperbolique et donc [¢L(—q)lw = [¢]lw + [~dlw = Ow ()

ce qui montre que 'opposé de [¢lw est [—¢]w que l'on note —[g]w, la loi L
étant notée additivement 4. La proposition suivante synthétise ce que nous
avons développé ci-dessus.
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Proposition 6.1.1. Muni de la loi +, l’ensemble W (K) forme un groupe abélien
que Uon appelle le groupe de Witt de K. Son neutre est [0lw = [¢lw pour
tout forme quadratique hyperbolique et pour tout forme quadratique réguliére q,
Dopposé de [qlw est [—qlw noté —[q]w .

Notation 6.1.2. On définit < ay,...,a, > comme étant la classe de Witt-
équivalence de la forme quadratique réquliére (a1, ..., a,) (les a; étant non nuls).

L’étude d’un groupe est toujours facilitée par la connaissance d’une partie gé-
nératrice, la proposition suivante en exhibe une.

Proposition 6.1.2. partie génératrice de W (K)
L’ensemble des classes de Witt-équivalence < a > ot a parcourt un systéme de
représentants des classes de K*/(K*)? est une partie génératrice de W (K).

Démonstration. Soit ¢ une forme quadratique réguliére de dimension n. Par

diagonalisation il existe n scalaires ay,...,a, tels que ¢ ~ (a1,...,a,). En

.o w . . . -
particulier ¢ ~ (al, ...,an), ce qui s’exprime avec les notations précédentes,
par :

[dw = [{a1,...;an)lw =[{a1) L ... L{an)]lw =< a1 >+...+ < ap >

Ainsi tout élément [¢lyw € W(K) s’écrit comme somme d’élément de la forme
< a > ot on a choisit dans chaque classe de K*/(K*)2, un représentant a. D’ott
le résultat. O

En application immédiate de la proposition ci-dessus, on déduit la structure des
groupes de Witt W(R), W(C) et W(K) ou K est un corps fini.

Proposition 6.1.3. Structure des groupes de Witt W (C) et W(R)
Le groupe W(C) est engendré par < 1 > et isomorphe ¢ Z/2. Tandis que le
groupe W (R) est encore engendré par < 1 > mais isomorphe & Z.

Démonstration. Le corps C étant quadratiquement clos, < 1 > engendre W(C),
qui posséde donc deux éléments < 1 > et [0]y . Le seul groupe d’ordre 2 étant
a isomorphisme prés Z/2, on a bien W(C) ~ Z/2.

L’ensemble {1,—1} constitue un ensemble de représentants des classes de
R* modulo (R*)2. Ainsi, d’aprés la proposition précédente, < 1 > et < —1 >
engendre W (R). Or, < —1 > est 'opposé de < 1 > dans W(R) et donc au final
< 1 > est un élément générateur de W(R) qui est alors un groupe monogéne.
Supposons qu’il soit cyclique, alors il existe n € N* tel que n.< 1 >= [0]w
et donc la forme diagonale n.(1) serait Witt-équivalente a la forme triviale,
soit hyperbolique. Ceci est absurde car n.(1) est on I’a vu, anisotrope. D’ou
W (R) ~ Z, car monogéne, non cyclique. O

Remarque 6.1.1. On retrouvera par la suite que W(C) ~ Z/2. On verra en
effet, que Uisomorphisme W (K) ~ Z/2 caractérise les corps quadratiquement
clos.

Proposition 6.1.4. Structure du groupe de Witt W(K) pour K corps
fini.

On suppose que K est un corps fini de cardinal q et soit € un représentant de la
classe des non carrés de K*. Alors :
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1. WK)~Z/2 X Z/2 si ¢ = 1[4].
2. W(K) ~Z/4 si ¢g=31[4].

Démonstration. Le groupe de Witt W (K) est engendré par les classes de Witt
équivalences des formes diagonales (a) ot a parcourt ’ensemble des représen-
tants des classes de K* modulo (K*)2. Ainsi (K*)? étant d’indice 2 dans K* (car
K est un corps fini), W(K) est engendré par les deux éléments < 1 > et < ¢ >
ol 1 représente la classe des carrés et ¢ la classe des non carrés.

Sig = 1[4], —1 est un carré dans K et donc les formes diagonales (1, 1), (e, )
sont hyperboliques sur K car de déterminant 1 = (¢)? = —1 dans K*/(K*)? (en
dimension 2 les formes quadratiques hyperboliques sont celles de déterminant
-1 dans K*/(K*)?). Les formes (1, 1), (¢,&) étant hyperboliques, on a :

2.<1>=2<e>=0wr

et comme les formes diagonales (1), (g), (1, ) sont anisotropes sur K, ((1,¢) est
anisotrope car de déterminant £ # —1 dans K*/(K*)?2, puisque 1'un est un carré
de K et l'autre non) il vient :

W(K) = {Ow k), <1><e><1e>}

W(K) est donc un groupe de cardinal 4 dont 3 éléments sont d’ordres 2, d’ou
W(K) ~ Z/2 x Z/2 (un groupe de cardinal 4 étant isomorphe a Z/2 x Z/2 ou

Z/4).
Si ¢ = 3[4], —1 n’est pas un carré dans K et la forme diagonale (1,¢) est
hyperbolique car de déterminant ¢ = —1 dans K*/(K*)? ( car —1 et ¢ ne sont

pas des carrés de K*). D’ou, < 1, >= Ow (x), soit
<l>=—-<e>

et donc W(K) est cyclique engendré par < 1 >. De plus, (1,1) n’est pas hyper-
bolique sur K car de déterminant 1 # —1 dans K*/(K*)?, d'ot1 2.< 1 ># Ow (k)-
Or, (1,1,1,1) est hyperbolique sur tout corps fini K d’aprés 'exemple 5.4.1 du
chapitre précédent et donc 4.< 1 >= Oy (). Ce qui montre que < 1 > est un
élément générateur d’ordre 4 de W (K) et W(K) ~ Z/4. O

On va désormais énoncer une propriété universelle, immédiate par définition du
groupe de Witt et qui nous sera utile pour définir des morphismes de groupes
du type W(K) — G ou G désigne un autre groupe abélien.

Proposition 6.1.5. Soit (G,+) un groupe abélien et f une fonction définie sur
la collection des formes quadratiques réguliéres sur K et a valeurs dans G. On
suppose que pour toutes formes quadratiques régulieres q, et qo on a :

o flarLlae) = flar) + fla2)
e f(q1) = f(q2) lorsque q1 et qa sont Witt-équivalentes.

1l existe alors un unique morphisme de groupe f: W(K) — G tel que :

f(lalw) = f(q), pour toute forme quadratique réguliere q sur K.

Nous allons appliquer la proposition précédente pour voir si ’application dicri-
minant A définit un morphisme de groupes abéliens sur W (K).

Proposition 6.1.6. Le discriminant A : W (K) — K*/(K*)? défini pour toute
forme quadratique réguliére q par :
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n(n —1)
Alglw) = (-1) 2 det(q), pour n = dim(q)

est un morphisme de groupe si et seulement si —1 est un carré de K*.

Démonstration. On sait que deux formes quadratiques Witt-équivalentes ont
méme discriminant. Pour ¢;,q2 deux formes quadratiques réguliéres telles que
a1 i g2 <= [q1lw = [g2]w, on a donc : A(q1) = A(ge) et 'on peut ainsi
étendre & W (K) la définition du discriminant, puisque celle-ci ne dépend pas du
choix du représentant ¢ de la classe de Witt-équivalence [¢q]y . Puisque W (K) est
engendré par l'ensemble des < a > ol a parcout un systéme de représentants
des classes de K* modulo (K*)2, il suffit de vérifier que A préserve la loi de
groupe sur les générateurs. A est donc un morphisme de groupe si et seulement
Si:

Al<a>+<b>) =A< a>)A<b>)

= A< a,b>)=A(<a>)A(<b>)
= (C)det({a,b)) = det({a))det((5)
= —ab = ab dans K* /(K*)?
= —1 € (K*)?
D’ou le résultat. O

Considérons désormais g; et g2 deux formes quadratiques régulieres Witt-équivalentes,
alors il existe deux entiers m,n € N tels que :
g1lm.(1,-1) ~ g2 ~n.(1,-1) = dim(q1) + 2m = dim(q2) + 2m
= dim(q1) = dim(g2) [2]
Ainsi, deux formes quadratiques Witt-équivalentes, ont des dimensions égales

modulo 2. Par additivité des dimensions et par la propriété universelle du groupe
de Witt, il vient :

Proposition 6.1.7. L’application

.. W(K) — Z/2
[qlw — dim(q)

est bien définie. C’est un morphisme surjectif de groupe appelé ’augmentation
de W(K).

Démonstration. e est clairement un morphisme de groupe. La surjectivité pro-
venant notamment du fait que e(< 1 >) =Tete(< 1,—1 >) =e([0lw) =0. O

Définition 6.1.1. Le noyau de laugmentation est noté 1(K) et appelé l’idéal
fondamental de W (K), il représente ’ensemble des classes de Witt-équivalence
de formes quadratiques réguliéres de dimension paire sur K.

Exemple 6.1.1. On a naturellement 1(C) ~ (0) puisque
W(C) ={<1>,[0lw}
et que e(< 1>)=1. De méme W (R) = {k.< 1>,k € Z} soit donc :
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e(k.<1>)=0<=ke2Z et IR)~27

Précédemment, on a eu l'occasion d’étudier la structure des groupes de Witt
associés aux corps ci dessous :

1. le corps C.
2. le corps R.
3. les corps finis.

On a pour chaque cas exhibé un isomorphisme entre W (K) et un groupe abélien
avec des résultats bien distincts selon les corps étudiés. En revanche, on peut
remarquer que les groupes de Witt associés aux corps ci-dessus ne sont jamais
isomorphes & un groupe cyclique Z/n, ou n est un entier impair. On va alors
formaliser cette "intuition", pour un corps K quelconque, de caractéristique
différente de 2, en s’appuyant sur le morphisme d’augmentation e.

Proposition 6.1.8. Il n’existe pas d’entier impair n , tel que le groupe de Witt
de W(K) soit isomorphe & Z/n.

Démonstration. Si on suppose par ’absurde qu’il existe un entier n impair tel
que W(K) ~ Z/n, alors il existerait un isomorphisme ¢ définit entre Z/n et
W(K) qui par composition avec le morphisme d’augmentation e, donnerait un
morphisme surjectif e o ¢ de Z/n dans Z/2. Or, définir un morphisme de Z/n
dans Z/2 revient simplement & définir 'image du générateur 1 de Z/n, avec 1
qui est d’ordre n impair dans Z/n. Comme e o ¢ est un morphisme surjectif
(donc non nul) nécessairement e o ¢(1) = 1 avec également,

0=eco0p(0) =eop(n)=nx(cog)(l) =n.l1

Puisque 1 est d’ordre 2 dans Z/2, et que n.1 = 0 dans Z/2, n est alors un
multiple de 2, ce qui contredit I’hypothése n impair et nous donne le résultat
attendu. O

Dans la méme lignée que le resultat précédent, on a la proposition suivante :

Proposition 6.1.9. Soit K un corps et a,b € K* tels que —ab ¢ (K*)2. Alors,
(a,b) n'est pas hyperbolique et < a,b > n’est pas d’ordre impair dans le groupe
de Witt W(K).

Afin de démontrer la proposition précédente on va s’appuyer sur le lemme sui-
vant :

Lemme 6.1.2. La restriction de 'application discriminant définit par :
W(K) — K*/(K*)?
A: dim(q)(dim(q) — 1)
[lw — (=1) 2 det(q)

au sous groupe d’indice 2, I(K) de W(K) est un morphisme de groupe.

Démonstration. Dire que [qlw appartient a I(KK) signifie que dim(q) = 0z, et
donc [q]w est la classe de Witt équivalence d’une forme quadratique réguliére
de dimension paire. Soit donc [¢1]w, [¢2]w deux éléments de I(K), on a alors :

A([glw +la2lw) = A([g1Lg2lw) = A(q1 Lgz) et puisque [q1]w, [g2]w sont dans
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I(K), il existe des entiers non nuls n,m tels que dim(g;)=2n et dim(gz)=2m
avec dim(q; 1 g2)=dim(q;)+dim(g2) = 2(n +m) = 0[2]. Alors :

2(n+m)(2(n+m) —1)
Allalw +lgelw) = (=1) 2 det(q1 L)
2(n+m)(2(n+m) —1)
= (=1 2 det(q1)det(gz)
= (=1)(mtmCrtm =Y det (g, )det (g2)

et
2n(2n — 1) 2m(2m — 1)
Alglw)A([g2]lw) = (1) 2 det(q1) x (—1) 2 det(qz)
= (D@ Vdet(qy) x () Cm D det(g)
- (e D+ mCm ) et(gy)det ()

Puisque n(2n—1)+m(2m—1) = n+m [2] et que (n+m)(2(n+m)—1) = n+m, [2],
on a l'égalitée A([g1]w + [g2]w) = A([g1]w)A([g2]w) et donc la restriction de A
a I(K) est bien un morphisme de groupe. O

On peut maintenant aborder la démonstration de la proposition :

Démonstration. Soit a,b € K* tels que —ab ¢ (K*)2. Alors, la forme diagonale
(a,b) n’est pas hyperbolique sur K car de discriminant égal & —ab # 1 dans
K*/(K*)? et donc < a,b ># Ow (k) n’est pas d’ordre 1 dans W (K). Supposons
que < a,b > est d’ordre n = 2k + 1 impair dans le groupe W (K) alors,

n.<a,b>= (2k+1).< a,b>= Oy )
et puisque < a,b > appartient a I(K), le lemme précédent donne :
A(n.< a,b>) = A(< a,b>)" = (—ab)" = (—ab)?*(—ab) = —ab.

Comme n.< a,b >= Oy ) on a A(n.< a,b >) = A(0) = Ig«/k-)2, ce qui
impose que —ab = 1 dans K*/(K*)? et donc que —ab est un carré de K*,
absurde. D’out < a,b > n’est pas d’ordre impair dans W (K). O

6.2 Le groupe de Witt-Grothendieck

Notation 6.2.1. Pour des raisons de commodité, on notera de maniére iden-
tique (a1, ...,an) la forme quadratique diagonale et la classe d’isomorphie as-
sociée G cette forme quadratique. On n'utilisera la notation [(a1,...,an)] pour
désigner la classe d’isomorphie, que dans les situations ot il y a un risque de
confusion.

L’addition orthogonale | permet de munir 'ensemble FQ(K) des classes d’iso-
morphie de formes quadratiques réguliéres sur K, d’une structure de monoide
abélien. L’opération :

—  FQ(K)
(la,ld']) — l¢Ld]
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est effectivement une loi interne, associative, commutative et & élément neutre
[0] la classe d’isomorphie de la forme nulle. En revanche (FQ(K), L) n’est pas
un groupe car aucun élément n’est inversible. En effet, si on suppose que pour
q forme quadratique réguliere, il existe ¢’ forme quadratique réguliére telle que
l[q] + [¢'] = [¢Lq’] = [0], alors qLg" ~ 0, ce qui est absurde, en raison par
exemple des dimensions. On va alors expliciter une construction qui va permettre
de voir le monoide F'Q(K) comme un sous-monoide d’un groupe abélien qu’il
engendre. Interessons nous pour commencer & la construction générale du groupe
de Grothendieck G(M) associé au monoide abélien (M, +).

6.2.1 Construction du groupe de Grothendieck

Proposition 6.2.1. Soit (M,+) un monoide abélien. On définit une relation
binaire = sur l'ensembe M X M par la condition : pour tous (a,b) et (¢,d) dans
M x M,

(a,b)=(c,d) <= TJecM:a+d+e=b+c+e

Alors,
e la relation = est une relation d’équivalence.
e G(M) = (M x M)/ = a une structure de groupe abélien, induit par la
structure de monoide de M x M.
e [‘application :
M — G(M)
ar— (a,0)
est un morphisme de monoide.
e G(M)={(a,b) =ip(a)—in(b),(a,b) € M x M}
Le groupe G(M) est appelé le groupe de Grothendieck associé au monoide
M.

Démonstration. Soit (M, +) un monoide abélien d’élement neutre noté 0. La
relation = est clairement réflexive et symétrique par commutativité sur M.
Enfin, supposons (a1,b1) = (ag,b2) et (az,be) = (as,bs), alors il existe e et f
dans M tels que :

a1+bo+e=by+as+eetas+bs+f=by+az3+ f

d’ou, ay+b3+(ba+as+e+ f) = bi+ag+(ba+as+e+ f) = (a1,b1) = (as, bs).
Ce qui donne la réfléxivité et donc = est bien une relation d’équivalence.

Montrons que (M x M/ =, +) est un groupe abélien. On va commencer par
montrer que la relation = est compatible avec la loi + de M x M. Supposons
que :

(a1,b1) = (a}, b)) et (az,ba) = (ah, bsy)
alors il existe e et f dans M tels que :
ap+by+e=ad +b+teetar+by+f=ab+b+f
et donc (a; +ag + b} + b)) +e+ f = (a) +a+ by +b2) + e+ f soit :
(a1 + az,b1 + ba) = (a] + ah, by + by)

La relation = est compatible avec la loi + du monoide M x M. On note
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(a,0) = {(c,d) € M x M, (a,b) = (c,d)}

avec donc :

(a,b) + (c,d) = (a+ ¢, b+d)

ne dépendant pas des choix des représentants. Ce qui précéde permet de munir
M x M/ = de cette méme loi + et donc d’une structure de monoide commutatif
d’éléement neutre (0,0). L’opposé d’un élément (a, b) est I’élément (b, a) puisque
(a+b,a+b) =(0,0). On note —(a,b) 'opposé de (a,b). D’ou (M x M/ =,+)
est un groupe abélien.

L’application ip; est clairement un morphisme de monoide puisque :

iv(a+b) = (a+b,0)=(a,0)+ (b,0) =ip(a)+ir(b).

Enfin,

G(M) = (@,b), (a,b) € M x M}
= {(@,0)+(0,0), (a,b) € M x M}
= {{a,0) = (5,0), (a,b) € M x M}
{inr(a) —ins(b), (a,b) € M x M}

—~

O

Définition 6.2.1. Le groupe de Witi-Grothendieck associé au monoide abélien
FQ(K) est noté W(K) et appelé le groupe de Witt- Grothendieck de K. On
a donc :

WK = {([g],0) — ([¢7,0), ([a,[¢]) € FQ(K) x FQ(K)}

Le théoréme de simplification de Witt va nous permettre de montrer que I’ap-
plication ipgk) injecte F'Q(K) dans W(K) et donc de voir FQ(K) comme un

sous-monoide de W (K).
Proposition 6.2.2. Le morphisme ipqk) est injectif.

Démonstration. Soit q et ¢ telles que ipqk)([q]) = irQx)([¢]). Alors :

([g1,0) = ([¢'],0) <= (lg1,0) = ([¢'],0)
= J¢" € FQ(K), [¢] +0+[¢"] = [¢'] + 0+ [¢"]
= J¢" € FQ(K), [¢Lq"] = [¢' Lq"]
— 3¢" € FQ(K), qlq" ~q¢' Lq"
= q=dq
= la] = [d']

D’ou I'injectivité de ipqk)
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Remarque 6.2.1. Tout élément de W(K) s’éerit ipqk(lq]) —irqx([q]), mais
cette écriture n’est pas unique. En effet,

irQ(d]) — irg( K([Q’])Z o (a]) —irqx(a1])
= irex(ld) +irex(ld]) = irex (1)) +irem([d])
= irq(ld + [’1]): qlla] +[d])
= irq(lgLdi]) = irqulle1Lqd])
= lqLqi] = [q114]
— glgr ~qld

Remarque 6.2.2. On a vu que tout élément de W(K) s’écrivait sous la forme
irox([d])—irox([d']), on pourra alors par injectivité de ipgk et par commodité

de notation, écrire cet élément [q] — [¢']. L’élément ([g],0) sera noté [g] dans
W(K) et son opposé (0, [q]) sera noté —[q]. Ceci n’est qu’une notation car FQ(K)
n’étant qu’un monoide, aucun élément n’est inversible et donc l’opération ” —”
n’a pas de sens dans FQ(K).

Comme pour le groupe W(K), I’étude du groupe I//V\(K) sera facilitée par la
connaissance d’une partie génératrice. La proposition suivante en exhibe une.
En identifiant [q] et ipok)([g]) via 'injectivité de ipgk), on a :

Proposition 6.2.3. Partie génératrice de W (K)
Pour a parcourant un systéme de représentants des classes de K*/(K*)2, I’en-

semble des éléments ipgq)((a)) constitue une partie génératrice de W(K) Par
Uidentification usuelle, l’ensemble des classes d’isomorphie (a) ot a parcourt un
systeme de représentants des classes de K*/(K*)? est une partie génératrice de

W(K).

Démonstration. Soit ¢ une forme quadratique réguliére de dimension n. Par
diagonalisation il existe n scalaires ay,...,a, tels que ¢ ~ (a1,...,a,). Alors,

lq] = {a1,...,;an) ={a1)L... L{ay) ={a1) +...+...{(a,) dans FQ(K).

Alinsi, tout élément [g] s’écrit comme somme d’élément de la forme (a) ou l'on
a choisit dans chaque classe de K*/(K*)?, un représentant a. Tout élément
irq)(lg]) s’écrit donc comme somme d’élément ipgk)((a)) ce qui permet de

conclure car tout élément de W\(K) s’écrit sous la forme i pox) ([9]) —irqx)([¢'])-

En identifiant FQ(K) avec ipqk)(FQ(K)) et —FQ(K) avec —ipgw)(FQ(K)),
on a FQ(K) C /W(K) et —FQ(K) C /W(K) et donc :
FQ(K) U(~FQ(K)) C W(K).

On va s’appuyer sur la connaissance d’une partie génératrice de W (K) pour
étudier dans quel cas l'inclusion réciproque est vraie.

Proposition 6.2.4. FQ(K) U (-FQ(K)) = W(K) si et seulement si le corps
K est quadratiquement clos.
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Démonstration. Si K est quadratiquement clos, K = K2 et donc /W(K) est
engendré par la classe (1) qui représente en fait 'élément ((1),0) de W (K).
Supposons qu'il soit cyclique, alors il existe un n € N* tel que n.(1) = OW(K)'
Or, par injectivité de ipq(k), cela revient a n.(1) ~ 0 en termes de formes
quadratiques, absurde en raison des dimensions. Ainsi, si K est quadratiquement
clos, W(K) ~ Z car monogeéne, non cyclique. Tout éléménent de W (K) s’écrit
alors k.(1) pour k € Z. Si k > 0, alors k.(1) € FQ(K), sinon k.(1) = —(—k)(1)
et k.(1) € —FQ(K).

Supposons désormais que K n’est pas quadratiquement clos. Alors, il existe
au moins deux scalaires a,b € K* qui ne sont pas égaux modulo les carrés de
K*. Pour de tels scalaires, supposons que {(a) — (b) € FQ(K), alors il existe
[q] € FQ(K) tel que :

Alors (a) = [g] + () et en termes de formes quadratiques (a) ~ (b) L q. En raison
des dimensions, on a nécessairement ¢ = 0 et (a) >~ (b), ce qui est absurde car
a # b dans K*/(K*)2. De méme, supposons que (a) — (b) € —FQ(K), alors il
existe [¢] € FQ(K) tel que :

Alors (b) = [g] + (a) et on conclut comme précédemment. D’otu si K n’est pas

quadratiquement clos FQ(K) U (—FQ(K)) # W(K), ce qui achéve de montrer
le résultat. 0

De la démonstration précédente, on déduit la structure du groupe W\((C) :

Proposition 6.2.5. Pour tout corps K quadratiquement clos, /W(K) ~ 7 et
donc W(C) ~ Z.

La structure de W(R) est elle aussi facilement caractérisable :

Proposition 6.2.6. Le groupe W(R) est engendré par (1) et (—1). Il est iso-
morphe & Z2.

Démonstration. W(R) est clairement engendré par (1) et (—1) de part la propo-
sition 6.2.3. Tout élément de W (R) s’écrit alors k.(1) + [.{(—1) pour (k,l) € Z>.
On va montrer que 'application :

72— W(K)
(k1) — k(1) +1(=1)

est un isomorphisme. Il s’agit clairement d’un morphisme, il suffit de montrer
I'injectivité, la surjectivité étant immédiate. Supposons que k.(1) +1.(—1) = 0.
Sik<0etl<0alors —k>0et —>0etonaaussi (—k).(1) + (=1).(—1) = 0.
Ainsi quitte & considérer —k et — on peut supposer que k > 0. Si k,1 > 0 alors :

k1) +1.(—1) =0= k.(1) LI.{—1) ~ 0 en termes de formes quadratiques.

Absurde, a cause des dimensions. Si !l <0, k.(1) = —1.(—1) avec —I > 0. Alors
k.(1) ~ (=1).(—=1) en terme de formes quadratiques réelles, absurde, I'une étant
définie positive, 'autre étant définie négative. O
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Afin d’étudier la structure du groupe de Witt-Grothendieck pour les corps finis,
on va avoir besoin de définir des morphismes ayant pour ensemble de départ
W (K), les deux propositions suivantes vont nous le permettre.

Proposition 6.2.7. Propriété unviverselle du groupe de Grothendieck
Soit G un groupe abélien et (M,+) un monoide abélien. Soit un morphisme
de monoide f : FQ(K) — G , alors [ se factorise de maniére unique en un
morphisme de groupe f : G(M) — G tel que foiy = f.

Démonstration. On définit f par :

7. {Q(M) — G

(a,b) — f(a) = f(b)

On commence par vérifier que cette définition ne dépend pas des choix des
représentants. Supposons que (a,b) = (¢, d), alors il existe e € M tel que :

at+d+e=b+c+e
= fl@)+ fld)+ fle)=fb) + fle) + fle)
= f(a,b)) = f(a) = f(b) = f(c) — f(d) = f((c,d))
La définition de f ne dépend pas du choix des représentants. De plus pour (a, b)
et (¢,d) dans G(M) on a :

f((a,b) + (¢, d)) = flla+c,b+d))
= fla+c)— f(b+d)
= (@)~ SB) +
= f((avb))+f((c7d)
ce qui montre que f est bien un morphisme de groupe. De plus f((a,0)) = f(a),

pour tout a dans M montre bien que f oiy = f. Enfin, si on suppose qu’il
existe un autre morphisme de groupe g tel que goiy; = f, on a nécessairement :

+

9((a,b)) = g((a,0) + (0,b))
= 9((a,0)) —g((b,0)
= g(im(a)) — g(inr (b))
= f(a) — f(b)

et g = f, ce qui achéve de montrer cette proposition. O
On en déduit la propriété universelle du groupe de Witt-Grothendieck :

Proposition 6.2.8. Soit (G,+) un groupe abélien et f une fonction définie sur
la collection des formes quadratiques réguliéres sur K et a valeurs dans G. On
suppose que pour toutes formes quadratiques réguliéres q; et go on a :

e flarlae) = fla1) + f(a2)
o f(q1) = f(q2) lorsque q1 et qa sont équivalentes.

1l existe alors un unique morphisme de groupe f: W(K) — G tel que :

f( [q]) = f(q), pour toute forme quadratique réguliere q sur K.
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Exemple 6.2.1. Pour deux formes quadratiques réqulieres q et ¢', on a :
det(qLq’) = det(q)det(q’) et dim(qLlq’) = dim(q)dim(q’)
avec pour q ~ ¢,
det(q) = det(q') et dim(q) = dim(q').

Ainsi, par la propriété universelle du groupe de Witt-Grothendieck, les applica-
tions "dimension" et "déterminant” induisent deur morphismes de groupes :

dim : W(K) — Z et det : W(K) — K*/(K*)2.

Tout élément = de /W(K) s’écrivant [q1] — [ga], pour q1 et go deuzx formes qua-
dratiques Tégulieres, on a :

dim(z) = dim([q1] — [¢2]) = dim(q1) — dim(g2)

et la valeur de dim(x) ne dépend pas de lécriture de x sous la forme [q1] — [ga].
En effet, six = [q1] — [q2] = [¢}] — [¢5] alors on a vu que q1 Lqh ~ ¢} Lqs et donc
dim(q1) — dim(q2) = dim(qy) — dim(qh) = dim(z).

On va utiliser les deux applications dim et det définies dans I’exemple précédent,
pour établir la structure du groupe de Witt-Grothendieck dans le cadre des corps
finis. Nous aurons besoin d’utiliser le lemme suivant :

Lemme 6.2.1. Soit K un corps fini. L’application suivante est un morphisme
de groupe surjectif :

. {/W(K) — Z x K*/(K*)?
" 2 (dim(z), det(z))

Démonstration. Soit un élément (n,d) de Z x K*/(K*)2. On commence par
supposer n = 2k + 1 impair. Alors,

dim(n.(8)) = n et det(n.(0)) = det((5))" = §?PT! = § dans K*/(K*)2.

Ainsi, (n,0) est atteint par 1’élément n.(§) de W(K) Si n est pair, alors n — 1
est impair et la décomposition n = (n — 1) + 1 donne

dim((n — 1).(8) + (1)) = dim((n — 1).(6)) + dim((1)) = (n — 1) + 1 = n.

De plus, det((n—1).(8) + (1)) = det({§))" det((1)) = 6"~ ! = § dans K* /(K*)?
puisque n — 1 est impair. Ici encore (n,d) est atteint, mais cette fois-ci par
lélément (n —1).(5) + (1) de W(K). D’ou la surjectivité. O

Proposition 6.2.9. Structure du groupe de Witt-Grothendieck W (K),
pour K corps fini.
On suppose que K est un corps fini de cardinal g et soit € un représentant de la

classe des non carrés de K*. Alors, W(K) ~7ZXZ/2 pour g =1[4] ou q=3[4].

Démonstration. Pour montrer que W\(K) ~ Z x (Z/2), on va prouver que le
morphisme f du lemme 6.2.1 est aussi injectif dans le cadre des corps finis.
Considérons un élément x dans W (K) qui se trouve étre également dans Ker(f)
et montrons que x = OW(K)' D’aprés l’écriture générique (non unique) des élé-
ments du groupe de Witt-Grothendieck de K, = = [g1] — [¢g2] (pour ¢1, g2 deux
formes réguliéres sur K) et donc x étant dans le noyau de f, il vient :
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dim([q1] — [g2]) = dim(q1) — dim(q2) = 0 = dim(q) = dim(qz)
et
det([q1] — [q2]) = det(q1)det(q2) ™ = 1 = det(q1) = det(qz) dans K*/(K*)?

si bien que d’apreés la caractérisation des formes quadratiques réguliéres sur les
corps finis on a ¢; ~ g2 soit [¢1] = [g2] et donc x = 0. Ce qui prouve que f est
injectif et donne 'isomorphisme annoncé. O

6.2.2 L’idéal fondamental du groupe de Witt-Grothendieck

Définition 6.2.2. Le noyau du morphisme de groupes dim : /VV(K) — Z est
appelé l’idéal fondamental de W (K) et noté I(K).

Tout élément de W(K) s’écrivant (de maniére non unique) [q1] — [g2], ou ¢1 et
g2 désignent des formes quadratiques réguliéres, les éléments de I(K) sont alors
les éléments [q1] — [g2] ol ¢1 et g2 sont de méme dimension.

La proposition qui suit est trés utile, elle permettra de faire le lien entre la
structure du groupe de Witt et la structure du groupe de Witt-Grothendieck

~

d’un corps K. Par la suite, on montrera en effet que I(K) ~ I(K), la proposition
suivante nous fournira alors un moyen pour déterminer la structure du groupe
W(K) a l'aide de la connaissance du sous-groupe d’indice 2, I(K) de W (K).

Proposition 6.2.10. Le morphisme "dimension" est surjectif et donne une
suite exacte de groupes abéliens :

I(K) = W(K) - Z
qui est scindée. Ainsi, W(K) ~ 7 X T(K)

Démonstration. La surjectivité du morphisme dimension est immédiate puisque
pour tout k dans Z, on a : dim(k.(1)) = k. Ceci donne alors naturellement la
suite exacte courte :

I(K) = W(K) - Z
Montrons désormais qu’elle est scindée. On cherche un morphisme

¢: 7 — W(K) tel que dim o ¢ = Idy,

On considére alors, I’application ¢ définie par :

z— WK
¢ k—s k.(1)

qui vérifie bien dim o ¢ = Idz. Puisque tous les groupes considérés sont abéliens,
ce scindage naturel nous donne alors W(K) ~ Z x I(K) (cf. [2] pages 22,23). O
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6.3 Identification de I(K) avec i (K)

L’objectif de cette partie est d’établir I'isomorphisme entre I(K) et T (K) qui
assurera via la derniére proposition de la partie précédente un passage entre les
structures de W (K) et W( ). Pour ce faire, nous devrons au préalable étudier

lapplication canonique 7 qui associe a [¢] dans /W(K), lélément [qlw dans
W(K).

6.3.1 La projection canonique

Définition 6.3.1. L’application,

. {WUK) — W(K)
lq] — ldlw

est bien définie, c’est un morphisme de groupe appelé la projection canonique
de W( ) dans W(K).

Démonstration. On note f définie sur la collection des formes quadratiques
régulieres par f(q) = [q]w. Alors, on a naturellement :

e f(1le) = [alelw = [ailw + [g2]w, pour ¢1,g2 deux formes quadra-

tiques réguliéres.

e f(q1) = [@1]lw = lg2]lw = f(g2) si g1 et g2 sont équivalentes.
De part la propriété universelle du groupe de Witt-Grothendieck, il existe un
unique morphisme de groupe e W( ) — W(K) tel que f([ 1) = f(q). Alors,
= f est bien définie. O

Proposition 6.3.1. Le noyau de la projection w est le sous-groupe de W(K)
engendré par (1,—1). Il est isomorphe o Z

Démonstration. Montrons pour commencer que (1,—1) € Ker(n). Puisque la
forme quadratique (1,—1) est hyperbolique, sa classe de Witt-équivalence est
nulle et donc 7((1,—1)) =< 1,-1 >= 0, soit (1,—1) € Ker(n), et donc
Z.(1,-1) C Ker(m).

Montrons que Ker(r) C Z.(1,—1). Soit = = [q1] — [g2] € W(K) tel que
m([q1] — [g2]) = 0. Il vient alors [q1]w — [g2]Jw = 0 et [g1]w = [g2]w et donc ¢1
et go sont Witt-équivalentes. Ainsi, il existe m,n deux entiers tels que :

g1lm.(1,—1) ~ g Ln.(1,—1)
soit dans W\(K), [q1] + m.(1, —1) = [g2] + n.(1,—1). Ceci implique que :

(1] = [go] = (n —m).(1, 1) € Z.(1, 1)

D’ou Ker(n) =Z.(1,—1).
Or, (1, —1) n’est pas d’ordre fini dans W(K), car sinon il existerait un entier
non nul n tel que n.(1, —1) = O (K) et par application du morphisme dimension

on aurait :
0 = dim(0) = dim(n.(1,—1)) = 2n

d
soit n = 0, absurde. D’otu Ker(m) ~ Z. O
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On sait que tout élément de W(K) s’écrit [q1] — [q2] avec q1 et g2 deux formes

on va s’appuyer sur la proposition précédente pour donner une représentation
des éléments de W (K). avec unicité d’écriture. Cette écriture sera d’ailleurs trés
similaire a la décomposition de Witt d’une forme quadratique :

Corollaire 6.3.1. Tout élément de W(K) s’écrit de maniére unique :
ou k € Z et q est une forme quadratique réguliére anisotrope.

Démonstration. Soit x € /W(K) Alors il existe deux formes quadratiques ré-
guliéres q1, g2 telles que © = [¢1] — [¢g2]. Par décomposition de Witt, il existe
n1,n2 € N et gq.1,gq,2 anisotropes tels que :

q1 = n1.<1, —1>an)1 et Qo = n2.<1, —1>an72

Dans W(]K), ona:

(1] = lg2] = [n1(1, =1) Lga1] — [n2.(1, —1) Lgq,2]
= ni1(l,—1) + [ga1] — n2.(1,—1) — [gq,2]
= (n1 —n2)(1, =1) + [ga,1] — [qa,2]

avec (n1 —ng).(1,—1) € Z.(1,—1). De plus, on a dans W (K) :

W([qa,l] - [%,2]) = [qa,l]W - [qa,2]W
= [qanL(—qa2)lw
= [Blw

ou ¢ désigne la partie anisotrope de la forme quadratique ¢4,1-L(—¢q,2) qui n’est
pas nécessairement anisotrope. D’otu :

7((da,1] = [9a,2]) = 7([¢]) et 7([gan] = [da2] = [¢]) = O

et donc il existe p € Z tel que :

[qa,l] - [qa,2] = [¢] +p<17 _1>
soit au final = = [¢1] — [¢2] = [¢] + (n1 —n2 +p).(1,—1) qui est Pécriture requise.
Montrons 'unicité de cette écriture. Soit (k,1) € Z? et ¢, ¢ anisotropes tels
que = = [q] + k.(1, 1) = [¢'] +1.(1,—1). Alors dans W (K), via le morphisme T,
on a :

m(lg] + k.(1,=1)) = 7([¢'] + 1.1, -1)) = [dlw = [¢lw -

Deux formes quadratiques anisotropes et Witt-équivalentes sont équivalentes,
alors ¢ ~ ¢’ et [q] = [¢'] dans W (K). II vient alors :

k(L 1) = L(L, 1) = (k — {1, ~1) = Opp -

et par le morphisme dimension, 0 = dim/(0) = dim((k —1).(1,—1)) = 2(k — 1),
soit k = [, ce qui donne 'unicité d’écriture. O

On est désormais en capacité de montrer le résultat important de cette partie :
I'identification des deux idéaux fondamentaux.
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~

Proposition 6.3.2. I(K) est constitué des éléments de la formes [q] —n.(1, —1)

~

avec q anisotrope et dim(q) = 2n. De cette écriture découle, I(K) ~ I(K).

~

Démonstration. Soit x € I(K), alors = s’écrit de maniére unique [q] + k(1, —1)
avec ¢ anisotrope et k € Z. Alors :

o~

z € I(K) < dim(x) =0
<~ dim([q]) + k x dim((1,-1)) =0
— dim([q]) + 2k = 0
— b= —gdin((q)
= k= —%dim(q)

~

Tout élément de I(K) s’écrit donc de maniére unique [¢] — n.(1,—1) ou

n = idim(q).

Définissons les applications :

~

I(K) — I(K)
adlw > laa] — gdim(aa){1, 1)

ou ¢, désigne une forme quadratique anisotrope de dimension paire et

I(K) — I(K)
] = 5eim(a) (1, ~1) — laalw

ou ¢, désigne une forme quadratique anisotrope.

On va commencer par montrer que les applications sont bien définies, puis
qu’il s’agit de morphismes de groupes, réciproques I'un de 'autre. Tout élément
x € W(K) s’écrit de maniére unique comme la classe de Witt-équivalence d’une
forme quadratique anisotrope et donc tout élément de I(K) s’écrit de maniére
unique comme la classe de Witt-équivalence d’une forme quadratique anisotrope
de dimension paire.

Ainsi, f est bien définie car ne dépend pas d’une choix du représentant ¢,
de la classe [gq]w. En effet, si g4, gy sont deux formes quadratiques anisotropes
de dimension paire telles que [q.]w = [gv]w, alors ¢u ~ g» = [qa] = [@] dans
W(K) et aussi dim(q,) = dim(gp). D’ou naturellement f([¢a]w) = f([gs]w)-

Tout élément de I(K) s’écrit de maniére unique [g,] — n.(1, —1) olt g, aniso-
trope et dim(q,) = 2n. Supposons que [¢,] = [¢»] dans W(K), alors en particulier
(o = qp en termes de formes quadratiques et donc ¢, et ¢, sont en particulier
Witt-équivalentes et [¢.]w = [gp]w dans W (K), ce qui montre que g est bien
définie.

Montrons que f est un morphisme de groupe. Soit z,y € I(K), alors on a :
x = [qa)lw, ¥y = [@)w (qa,qp étant uniques a équivalence pres), ol gq,qp sont
anisotropes, de dimension paires. Par décomposition de Witt,

Galqy ~p.(1,-1) Lo
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pour ¢ anisotrope et p € N. Alors, dans I(K), on a :

[dalw + [@]w = [daLap]w = [p-(1, 1) Lo]w = [d]w

Ainsi :
f(galw + [@]w) = f([9lw) = [8] — %dim(@-(la -1)

et

Fllaalw) + S asl) = laa) = Gdimlaa) {1, 1) + [ar] = Sdimn(ay).(1, ~1)

= [qaLap] — 5 (dim([gaLagp])-(1, 1)

1
3
= 00t - Sl La) {1, -1)
- 6]+ (o~ gdim(laaLa])) {1, ~1)

- 6] — gdim(6).(1, 1)
- F(laalw + o))

Ceci découlant en particulier du fait que :
. , 1. 1.
dim(gaLqy) = dim() +2p < p — §dlm(qai%) = —507“”((15)-

Ceci montre que f est un morphisme de groupe.

Montrons que g est un morphisme de groupe. Soit x,y € I (K). Alors z et
y s'écrivent de maniére unique x = [g,] — n.(1,—1) et y = [g] — m.(1,—1) on
m,n € Z et qq, gy anisotropes. Par décomposition de Witt, ¢, Lgp ~ p.{1,—1) L¢

~

pour ¢ anisotrope et p € N. Alors, dans I(K), on a :

[9a] = n-(1, =1) + @] = m(L, =1) = [ga] + [g0] = (m +7).(1, =1)
= [gala] = (m+n).(1,-1)
= [p(l,-1)L¢] — (m+n).(1,-1)
[¢] = (m +n—p).(1,-1)

Comme,

9([9a] = n-(L, =1) + [gp] = m.(1, =1)) = g([¢] = (m +n —p).(1, =1)) = [¢]w

et

9([ga] = n(1,=1)) + g(lg] —m(1,-1)) = [ga]w + [@6]w
= [qaLap]w
= [p(L,-1)Lolw
= [(ﬂw

g est un morphisme de groupe. Le fait que f et g soient réciproques l'un de
l'autre est immédiat par définition méme de ces morphismes, d’oit f et g sont

~

des isomorphismes de groupes et I(K) ~ I(K). O
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On en déduit donc d’aprés la proposition 6.2.10 que W\(K) ~ 7 x I(K), résultat
que nous utiliserons dans la partie suivante pour étudier la structure des groupes
de Witt-Grothendieck des corps pythagoriciens et des corps quadratiquement
clos. Nous utiliserons également cet isomorphisme et les résultats sur les struc-
tures des groupes de Witt et Witt-Grothendieck des corps R et C ainsi que des
corps finis pour établir la structure des groupes de Witt et Witt-Grothendieck
des corps Q et des corps p-adiques dans les prochains chapitres.

6.4 Caractérisation par les groupes de Witt et
Witt-Grothendieck associés, des corps pytha-
goriciens et quadratiquement clos

6.4.1 Application a I’étude des corps quadratiquement clos.

Théoréme 6.4.1. Caractérisation des corps quadratiquement clos par
les groupes de Witt et Witt-Grothendieck associés
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le corps K est quadratiquement clos.
2. W(K) ~7Z
3. W(K)~7Z/2Z

Démonstration. On va simplement montrer que 1 =— 2 =— 3 = 1.

e On suppose 1. On sait déja d’aprés la proposition 6.2.5 que si K est qua-
dratiquement clos, alors W (K) est engendré par (1) et est isomorphe a Z,
d'ou 1 = 2. . -

e On suppose 2. Comme W (K) ~ ZxI(K) et que W(K) =~ Z, nécessairement
I(K) = Ow (k) ce qui implique que 'application surjective :

JW(K) — Z/2
ldw — @m()
est aussi injective et donc que W(K) ~ Z/2, soit 2 = 3.

e On suppose 3. Puisque W(K) ~ Z/2, le groupe de Witt W (K) est de car-
dinal 2. W(K) étant engendré par les éléments < a > ou a parcourt les
classes de K* modulo (K*)?, W(K) = {Ow k), < 1 >} et donc nécessaire-
ment, il n’y a qu'une seule classe modulo (K*)?2, ce qui donne K = K2 et
K est quadratiquement clos.

Doud=1letl —=2=3=1. O

De cette caractérisation des corps quadratiquement clos par les groupes de Witt
et Witt-Grothendieck associés on retrouve naturellement la structure de W (C)

et /W((C) :

Remarque 6.4.1. De [’étude ci-dessus, on déduit que :
s W(C)~Z
e W(C)~2Z/2Z
et ces isomorphismes caractérisent donc les corps quadratiquement clos.
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6.4.2 Application a I’étude des corps pythagoriciens

Dans la suite, on va étudier les groupes de Witt et de Witt-Grothendieck des
corps pythagoriciens et voir que 'on peut caractériser entiérement un corps
pythagoricien par les groupes de Witt et Witt-Grothendieck associés.

Définition 6.4.1. Un corps K est dit pythagoricien lorsque dans K la somme
de de deux carrés est toujours un carré.

Théoréme 6.4.2. Caractérisation des corps pythagoriciens par les groupes
de Witt et Witt-Grothendieck associés
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le corps K est pythagoricien.
2. W(K) est sans torsion.

3. W(K) est sans torison ou W(K) ~ Z/2Z.

Pour démontrer le théoréme de caractérisation on va s’appuyer sur les lemmes
suivants :

Lemme 6.4.1. Si K est pythagoricien et que —1 € (K*)? alors K est quadrati-
quement clos.

Démonstration. Supposons K pythagoricien et que —1 € (K*)?2, c’est-a-dire qu’il
existe a € K* tel que —1 = 2. Soit ¢ = (1, —1), alors ¢ est hyperbolique et
donc universelle. Alors,

g universelle = Va € K*,3(z,y) e K x K,a = q(z,y) = 22 — y°.

= VacK* 3(z,y) e KxK,a=2%+a?y? =22+ (ay)?.
= VYa € K*, a est un carré puisque Kest pythagoricien.

D’oit K* C (K*)? et donc K est quadratiquement clos. O

Lemme 6.4.2. SiK n’est pas pythagoricien, le groupe /W(K) posséde un élément
d’ordre 2 et n’est donc pas sans torsion.

Démonstration. Supposons K non pythagoricien, alors il existe a € K* \ (K*)?
tel que a = 2% + y? pour (z,y) # (0,0). Donc, a est représenté par ¢ = (1,1) et
(1,1, —a) est isotrope. Or, par I'astuce de la dimension 4 :

(1,1, —a) est isotrope <= (1,1, —a, —a) est hyperbolique.
= <1,1,—-a,—a>= Oy,

On va montrer que ’élément (1) —(a) est d’ordre 2 dans W(K) Par la projection
canonique 7 : W(K) — W(K), on a :

7(2.((1) — {a))) = m((1) = {a)) + 7 ((1) — (a))
= <l>-—<a>+<1l>—-<a>
= <Il>+<—-a>+<1l>+<—-a>
= <1,1,—a,—a >

= Ow (k)
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Ainsi, 2.((1) — (a)) € Ker(w) = Z{1,-1) ~ Z et il existe k € Z tel que
2.((1) — {(a)) = k.(1,—1). Par le morphisme de dimension, dim : /VV(K) — Z,
dzm( .((1) = (a))) = dim(k.(1,—1)) ce qui nous donne 0 = 2k soit k = 0. Ainsi,
2.((1) — {(a) O (i) et 1l reste alors & montrer que l'on a (1) — (a) # 0% (i)

pour pouvoir conclure que (1) — (a) est d’ordre 2 dans W(K) Si on suppose

=

que (1) — (a) = 0% (x> alors (1) = (a) dans W(K), ce qui par injectivité du
morphisme ipg ) se traduit en termes de formes quadratiques par (1) ~ (a),
absurde puisque a ¢ (K*)2. D’ot, (1) — (a) est d’ordre 2 dans /VV(K) et W(K)
n’est pas sans torsion. O

Lemme 6.4.3. Si K est pythagoricien mais pas quadratiquement clos alors
W(K) est sans torsion.

Démonstration. On suppose que K est pythagoricien mais pas quadratiquement
clos. Supposons aussi par 'absurde que W (K) n’est pas sans torsion. Alors, il
existe m € N* tel que m.[glw = Ow (k), pour [glw la classe de Witt équivalence
d’une forme quadratique réguliére anisotrope ¢. Par diagonalisation, il existe des
éléments non nuls ay, ..., a, ot n = dim(q) tels que [¢lw =< ay,...,a, > avec
(a1, ..., an) anisotrope et donc m.< ay, ..., a, >= Ow () et m.{ay, ..., a,) est hy-
perbolique donc isotrope. Comme la forme quadratique diagonale m.(ay, ..., an)
est isotrope sur K il existe un nm-uplet non nul (z1, ..., Tpm) tel que :

a17? + a1 73 —1—2 +a122, + asa?, | + asx? o+ - + agx3,, + ... +
AnT(n_1)m+1 + An iy 1)ym+2 + .+ anzy,, =0

soit la relation () :
ar(@f + ..+ 2h) + as(@hgy + o+ 23,) o Fan (@, e T 2h,) =0

Or, le fait que K soit pythagoricien et non quadratiquement clos implique que
—1 ¢ (K*)?2, car sinon d’aprés le lemme 6.4.1 K serait quadratiquement clos. De
plus, toute somme de deux carrés non nuls est un carré non nul de K, sinon il
existerait des éléments non nuls x et y tels 22 + y2 = 0 ce qui impliquerait que

= —y? et donc —1 = (zy~1)? serait un carré de K, absurde. Par un raisonne-
ment par récurrence, toute somme de carrés non nuls du corps pythagoricien K
est un carré non nul. Ainsi par (x), la forme quadratique diagonale (ay, ..., a,)
est isotrope ce qui est absurde car supposée anisotrope. D’ou le résultat. O

Passons a la demonstration du théoréme.

Démonstration. On va montrer que 1 = 3, 2 = 1 puis 3 = 2 ce qui
montrera que 1 & 2 & 3.

e Supposons 1. Si K est pythagoricien et non quadratiquement clos alors
d’aprés le lemme 6.4.3, W(K) est sans torsion. Si K est pythagoricien et
quadratiquement clos, d’aprés le théoréme de caractérisation des corps
quadratiquement clos, on a W(K) ~ Z/2 et donc 1 = 3.

e Montrons que 2 = 1 en prouvant que non 1 = non 2. Si K non pytha-
goricien, on a d’apres le lemme 6.4.2, W(K) n’est pas sans torsion et donc
non 1 = non 2.
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e Supposons 3. Si W(K) ~ Z/2, alors d’aprés le théoréme de caractérisation
des corps quadratiquement clos, W(K) ~ 7 et Z étant sans torsion W\(K)
est sans torsion. Si W (K) sans torsion et que par I’absurde il existe n € N*
et x € W(]K) tel que x # OW(K) et nx = OW\(K), alors par le morphisme de
projection m,

m(nz) = nn(z) = 0.
Or, si par 'absurde 7(z) = 0, on a « € Z(1, —1) ~ Z ou Z est sans torsion.
Ainsi, € Z(1,—1) qui est sans torsion, avec nx = 0 (i) Pour n non nul,
absurde. D’ou, m(x) # 0 et commme nm(x) = 0, il est d’ordre fini dans
W (K) qui est par hypothése sans torsion, absurde. Donc,
W (K) sans torsion —> /VV(K) sans torsion.
ce qui montre 3 = 2 et le théoréme.
O

Exemple 6.4.1. Le corps des nombres réels constructibles a la régle et au com-
pas est pythagoricien, car stable par passage G la racine carrée. Ainsi, le groupe
de Witt-Grothendieck de ce corps est sans torsion et son groupe de Witt est
sans torsion ou isomorphe & 7/2. De méme, on peut voir qu’aucun corps fini
de caractéristique différente de 2 n’est pythagoricien.

6.5 Présentation de W(K) et W(K) par généra-
teurs et relations

Dans cette section, nous allons donner des résultats (pour la plupart sans dé-
monstrations) concernant la présentation des groupes W\(K) et W(K) par gé-
nérateurs et relations. Ces descriptions seront particuliérement efficaces pour
définir des morphismes ayant pour source W (K) ou W(K) et nous utiliserons
notamment ces résultats dans le prochain chapitre pour définir des applications

0p intervenant dans les tests de Witt-équivalence et de d’équivalence sur Q.

On rappelle qu’on note Z[K*] le groupe abélien libre de base K* dont les
éléments sont les combinaisons linéaires formelles, & support fini et coefficients
entiers d’éléments de K*. On définit deux morphismes de groupes sur la base
K*,

ay : ZIK*] — W(K) et ay : Z[K*] — W (K)
par :

Vk € K*, aq (k) = (k) € W(K) et Vk € K*, ap(k) =< k >€ W(K)

Comme a vu que les familles {(a) | a € K*} et {< a >| a € K*} sont des
familles génératrices, respectivement de W(K) et de W(K), les morphismes oy
et ao sont surjectifs. Il s’agit donc d’étudier les noyaux de ces deux morphismes,
pour obtenir un systéme de relations entre générateurs.

6.5.1 Relations en dimension 1 et 2

Commengons par énoncer quelques relations évidentes en dimension 1 et 2.
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Proposition 6.5.1. Soit a,b € (K*)?2, les formes quadratiques régulieres {a) et
(b) sont équivalentes si et seulement si a = b dans K*/(K*)2. Donc en dimension
1, les cas d’équivalence entre formes quadratiques réguliéres sont entiérement
décrits par les relations :

V(a,9) € (K*)?, (0%a) = (a)
et donc
V(a,d) € (K*)?, < d6%a >=<a > dans W(K)
et
V(a,6) € (K*)2, (62a) = (a) dans W (K)

Démonstration. Supposons (a) ~ (b}, alors ces deux formes quadratiques ont
méme déterminant et donc a = b dans K*/(K*)2. Inversement, si a = b dans
K*/(K*)2, on a clairement (a) ~ (b), d’ott I'équivalence. Alors on a :
€K

V(a,0) € (K*)?, (¢%a) = (a)

ce qui donne de maniére évidente, les relations énoncés dans W (K) et W(K) avec
évidemment D'identification qui consiste a voir FQ(K) comme un sous-monoide

de W(K). O

Proposition 6.5.2. Relation de Witt
Soit (a,b) € (K*)? tel que a+b# 0. Alors :

(a,b) ~ (a+ b, (a+b)ab)
et en particulier,
<a>+<b>=<a+b>+ < (a+b)ab> dans W(K)
et
(a) + (b) = (a +b) + ((a + b)ab) dans W (K)
Démonstration. Soit a,b € (K*)? tels que a + b # 0. L’égalité matricielle :
(1 1)<a 0)(1 b)_<a+b 0 )
b —a)\0 b)\1 —a/ \ 0 (a+Dd)adb
montre que les matrices diagonales D(a,b) et D(a+b, (a+b)ab) sont congruentes

puisque —1a> est inversible car de déterminant —(a+b) # 0 par hypothése.

b
Alors les formes quadratiques (a,b) et (a + b, (a + b)ab) sont équivalentes car
ont méme classes de congruences de matrices symétriques associées. De plus,

(a,b) ~ (a)L(b) et (a + b, (a + b)ab) =~ (a + b)L((a + b)ab)
ce qui se traduit notamment dans le groupe W (K) par les relations :
<a>4+<b>=<a+b>+ < (a+bab>
et dans W(KL par les relations :
(a) + (b) = (a +b) + ((a + b)ab)
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avec évidemment l'identification qui consiste a voir FQ(K) comme un sous-
monoide de W(K). O

La proposition suivanﬁg que nous ne démontrerons pas, donne une description
des groupes W(K) et W(K) par générateurs et relations. On déduit des isomor-
phismes,

Z[K*]/(Ker(an)) = W(K) et Z[K*]/(Ker(az)) ~ W(K)
et de I’étude de Ker(ay), Ker(az) (cf.[I] XVI pages 347 a 352), la proposition :

Proposition 6.5.3. L’application oy induit un isomorphismes entre W(K) et
le groupe abélien défini par les générateurs a pour a € K*, soumis aux relations :

1. 62a ~ @ quelque soit (a,d) € (K*)2.
2.a+b~a+b+ (a+b)ab quelque soit (a,b) € (K*)? tel que a+b # 0.

Pour décrire la structure de W (K), il suffit d’imposer en plus que —1 ~ —1.

6.5.2 Seconde propriété universelle des groupes W (K) et
W(K)
Dans la suite, nous utiliserons essentiellement la proposition suivante :

Proposition 6.5.4. Soit f : K* — G une application, ot G désigne un groupe
abélien. On suppose que :

1. f(6%a) = f(a) quelque soit (a,d) € (K*)2.

2. f(a) + f(b) = f(a+b) + f((a + b)ab) quelque soit (a,b) € (K*)? tel que
a+b#0.

Alors, il existe un unique morphisme de groupes
F:WEK) — G
tel que Ya € K*, f({a)) = f(a). Si en plus f(—1) = —f(1), alors il existe un

unique morphisme de groupes

?:W(K)—>G

tel que Va € K*, f(<a>) = f(a)

6.5.3 Relation de congruence matricielle restreinte aux
matrices diagonales inversibles

Grace a cette proposition, on va pouvoir étudier la relation de congruence ma-
tricielle restreinte aux matrices diagonales inversibles :

Proposition 6.5.5. La projection canonique, f : Z[K*/(K*)?] — W(K) défi-
nie sur la base K*/(K*)? du groupe abélien libre Z[K* /(K*)?] par :

Vi € K*, f(k) = (k)

est une bijection si et seulement si le corps K est pythagoricien et si de plus tout
élément de K est un carré ou l'opposé d’un carré. Dans ces conditions, W (K)
est isomorphe & Z ou Z2.
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Démonstration. L’application f est clairement un morphisme de groupes, car f
a été défini sur la base K*/(K*)? de Z[K*/(K*)?] puis étendu a Z[K*/(K*)?]
de maniére a étre compatible avec les deux structures de groupes abéliens de
ZIK*/(K*)?] et W(K). La surjectivité est elle aussi immédiate. Supposons que
le corps K est pythagoricien et que tout élément de K est un carré ou 'opposé
d’un carré. Définissons I'application g par :

K — Z[K* /(K*)?]
T Ve k

On cherche & vérifier les conditions de la proposition 6.5.4.
On a : g(6%a) = 62a = @ = g(a) quelque soit (a,d) € (K*)2. De plus, comme
tout élément de K est un carré ou 'opposé d’un carré, on a pour k,l € K*,

Ja, B €K, k==%a? et | = £52.
Supposons k = a? et [ = % et k +1 # 0. Ainsi,
gk)+g)=k+1=a24+p2=T+1
et K étant pythagoricien, k + 1 = o? 4+ 82 = §2 est un carré, soit :
gk +1)+g((k+Dkl) =k +1+ (k+ 1)kl =062+ (62)a2B2 =1+1
D’ou,
9(k) +9(l) = g(k +1) + g((k + DkD).
Supposons k = a? et | = —32 et k + 1 # 0. Ainsi,
gk)+g()=k+l=a2+-p2=T+-1
et :

gk +1) +g((k +1)kl) = k+ 1+ (k+1D)kl
= a2 — (24 (a2 - B?) x —a?p?
= a? — 2+ —(a? - B?)

Or, o? — B2 € K est un carré ou 'opposé d’un carré et donc a? — 32 = %1, ce
qui montre que :

gk+0)+g((k+Dkl) =1+ -1=g(k)+ g(l).

Comme k et [ jouant des rdles symétriques, le cas k = —a? et | = 32 se traite
de maniére identique et au final on a montré que :

g(a)+g(b) = gla+b)+g((a+b)ab) quelque soit (a,b) € (K*)? tel que a+b # 0
Alors, il existe un unique morphisme de groupes
g:W(K) — G

tel que Vk € K*, g((k)) = g(k) = k. Ainsi, g est clairement le morphisme
réciproque de f, puisque pour K*/(K*)? une base du groupe abélien libre
Z[K*/(K*)?], on a :

vk € K*, f(g((k))) = f(k) = (k) et g(f(k)) = g((k)) =k
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Dongc, si K est pythagoricien tel que tout élément de K est un carré ou ’'opposé
d’un carré, la projection canonique est bijective.

Inversement, supposons que f soit bijective et on note g sa bijection réci-
proque définie sur l'ensemble générateur {(k) | k € K*} de W(K) par :
vk € K*, g((k)) =k € Z[K*/(K*)?]
Montrons pour commencer que K est pythagoricien. Puisque f est bijective et
que Z[K*/(K*)?] est un groupe abélien libre donc sans torsion, W (K) qui lui
est isomorphe est aussi sans torsion. Par caractérisation des corps pythagoricien
par les groupe de Witt et Witt-Grothendieck associés, ceci implique que K est

pythagoricien. Il reste & montrer et que tout élément de K est un carré ou
I'opposé d’un carré. Comme g est un morphisme de groupe,

Vk € K*, g((k) + (—k)) = g((k)) + 9((—k)) =k + -k

Les formes quadratiques (1, —1) et (k, —k) étant équivalentes car hyperboliques,
(1,-1) = (k,—k) dans W(K) et donc :

g((1,=1) =T+ =T =k+ —k = g((k, —k)).
D’ou,

Ve e KT+ -1=k+—-k<=1+—-1-k— (—k) =0 dans Z[K*/(K*)?] (1).

K*/(K*)? étant une base du groupe libre Z[K*/(K*)?], si k n’est pas un carré
ou 'opposé d’un carré, les éléments 1, —1, k, —k sont tous distincts et donc pour
(ni)1§i§4 S Z4 :

nJ—&-ng X (?1)+n3E+n4 X ( k) =0<«=n; =0, Vi € [[1,4]]
Absurde, d’aprés (1). D’ou, tout scalaire k& est un carré ou 'opposé d’un carré.
Enfin, si on suppose que K est pythagoricien et que tout élément de K est

un carré ou I'opposé d'un carré, alors K*/(K*)? est trivial si —1 est un carré, et
K*/(K*)? ~ {1, —1} sinon. D’oi,

ZIK* /(K*)?] ~ Z[1] = Z ou Z[K*/(K*)?] = Z[1, —1] ~ Z2.

On en déduit alors :

Corollaire 6.5.1. Pour (ai,...,a,) et (b1,...,b,) dans (K*)", la condition
notée (x) :
(a1, ... an) = (by1,...,by) < il existe 0 € &, et (A1,...,A,) € (K*)™ tels
que Vk € [[17’”“]]’ b = Aiao(k) (*)

est vérifiée si et seulement si K est pythagoricien et si tout élément de K est un
carré ou lopposé d’un carré. On a aussi, la condition (xx) :

D(ay,...,an) =~ D(by,...,b,) <= il existe 0 € &, et (A1,...,\) € (K*)™ tels
que Vk € [1,n], bi, = Noaom)

est vérifiée si et seulement si K est pythagoricien et si tout élément de K est un
carré ou l'opposé d’un carré.
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Démonstration. On suppose que K est pythagoricien et que tout élément de K
est un carré ou 'opposé d'un carré, alors la projection canonique f est une bi-
jection et on veut montrer que la condition (%) est vérifiee. Soit (aq,...,a,)
et (by,...,b,) dans (K*)". Remarquons d’abord que s’il existe 0 € &, et
(A1 osdn) € (K*)™ tels que Vk € [1,n],br = Aja, () alors les formes quadra-

tiques (a,...,a,) et (by,...,b,) sont naturellement équivalentes. Pour mon-
trer que (x) est vérifiée, il suffit de montrer que si les formes quadratiques
(a1,...,an) et (b1,...,b,) sont équivalentes, nécessairement il existe o € &,

et (A1,...,A\n) € (K*)™ tels que Vk € [1,n],bx, = )\iaa(k). Supposons donc que

o~

(a1,...,an) = {b1,...,b,), alors dans W (K) on a :
(a1) + ...+ {an) =(a1,...,an) = (b1, ..., bn) = (b1) + ...+ {bp).
et
fla) 4+ .+ an) =@+ ... 48 =bi + ...+ by = g({ar) + ... + (an))

Or, tout élément de K* étant un carré ou 'opposé d’un carré, il existe deux
couples d’entiers (k1,11) € N? et (ko,l2) € N2 tels que ky + 13 = n = ky + lo,
avec :

a71++ﬂ:kli—|—ll Xj:kgi—‘rlgx—il

et K*/(K*)? étant une base de Z[K*/(K*)2], ceci implique par unicité d’écriture
(k1,l1) = (ka,l2). Ainsi, il y a parmi (aq, . . ., a,), k élément qui sont des carrés et
[ éléments qui s’écrivent comme opposés de carrés et de méme pour (by,...,by,).
A permutation prés, on a donc a; = b; modulo (K*)? et donc il existe o € &,, et
(A1, An) € (K*)™ tels que VK € [1,n], by = )\iag(k). Ce qui montre que ()
est bien vérifiée si K est pythagoricien et que tout élément de K est un carré ou
I’opposé d’un carré.

Réciproquement, supposons que K n’est pas pythagoricien ou qu’il existe un
élément non nul de K qui ne soit ni un carré, ni 'opposé d’un carré. Alors, si K
n’est pas pythagoricien, il existe (z,7) € (K*)? tel que 2% + y? = § ne soit pas
un carré. Par le principe de complétion avec un déterminant, § étant représenté
par (1,1), on a (1,1) ~ (4, 0) et donc puisque 0 n’est pas un carré, il n’existe pas
de X € K* tel que A\? = § et la condition (x) de la proposition n’est pas vérifiée.
Supposons qu’il existe un élément de K* qui ne soit ni un carré, ni 'opposé d’un
carré que l'on note a. Alors (1, —1) ~ (o, —) et

1# aet —1 # o dans K*/(K*)?

prouve alors que la condition (x) de la proposition n’est pas vérifiée. Ce qui
achéve de montrer le résultat. O

Remarque 6.5.1. Le corollaire ci-dessus, permet de retrouver naturellement
les résultats usuels sur la classification des formes quadratiques réelles et com-
plezes. On voit de méme que sur le corps Q, la relation de congruence matricielle
restreinte aur matrices diagonales n’est pas résumée par la relation ci dessus, Q
n’étant pas pythagoricien (1 + 1 = 2 n'est pas un carré de Q).

Enfin, terminons par décrire le groupe W (IF3) que nous n’avons pas défini jus-
qu’alors, par générateurs et relations (W (K) a seulement été défini dans pour
des corps de caractéristique différente de 2). Nous aurons besoin de connaitre
cette structure, pour étudier le groupe de Witt W(Q).



86

6.6 Le groupe W (F,)

Définition 6.6.1. On définit W (F3) comme le groupe a un générateur < 1 >
et soumis a la seule relation, — < 1 >~< 1 >. Il est isomorphe & Z/2 via
Uapplication, ¢ :< 1 > 1. Ainsi, a tout n-uplet (ai,...,a,) € (F2)™, on
associe l'élément < a1 > +... < a, > de W(Fa) et on Uappelle sa classe dans
W (Fq), avec < 0 >=0.



Chapitre 7

Le groupe W(Q) et tests de
Witt-équivalence et
d’équivalence sur Q

Ce chapitre sera consacré a ’étude du groupe W(Q), avec pour objectif
d’énoncer et de donner des justifications des tests de Witt-équivalence et d’équi-
valence sur Q. Il s’agit de théorémes essentiels qui constituent des résultats
majeurs en termes de classification des formes quadratiques rationnelles. Nous
serons en effet capable de déterminer par ces tests, si deux formes quadratiques
données sont équivalentes, ou encore si deux formes quadratiques données sont
Witt-équivalentes. La justification de ces tests est difficile, nous expliquerons
alors simplement comment 1’étude de la structure du groupe de Witt W (Q) et
I’isomorphisme suivant :

o [WQ@ — WER &, W(E,)
Nz ap+ > pep ()

nous permettent d’établir un test de Witt-équivalence rationnelle. Celui d’équi-
valence rationnelle s’en déduira sans difficulté. Pour ce faire, nous commencerons
par définir des applications 9, qui sont des morphismes de W(Q) dans W (F,).
Ensuite, aprés avoir construit ces applications, nous serons en mesure d’énon-
cer les tests de Witt-équivalence et d’équivalence sur Q. Afin de comprendre le
morphisme ®, nous rappellerons quelques propriétés relatives a I'extension des
scalaires et expliquerons comment prolonger de maniére unique une forme qua-
dratique sur un corps K, en une forme quadratique sur un surcorps IL de K. De
part la présentation des groupes de Witt et Witt-Grothendieck par générateurs
et relations, nous montrerons en particulier que ’extension des scalaires induit
deux morphismes :

aq W(K) — /W(L) et ay : W(K) — W(L) ou L est un surcorps du corps K

et nous appliquerons ces résultats a I'extension de corps Q C R. Nous verrons
ensuite comment 'isomorphisme (que nous n’établirons pas) :

B W(Q) = W(R)® @ep W(E,)

87
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permet de justifier le test de Witt-équivalence rationnelle.

Enfin, nous étudierons plus en détail la structure de W(Q), grace aux résul-
tats du chapitre précédent, concernant la structure des groupes de Witt de C,
R et des corps finis.

7.1 Construction des applications 0,

Dans cette partie, nous allons construire des applications
Op : W(Q) — W(F,)

qui nous seront d’une grande importance pour les tests de Witt-équivalence et
d’équivalence sur Q.

Notation 7.1.1. Tout rationnel r € Q* s’écrit de maniére unique :
l k3
[[izy Pi
Bv
H;'n:l q;’

ou Vi € [1,1], o; € N*, Vj € [1,m], B; € N* et les p;, q; sont des nombres
premiers tels que : {p1,...,pi}N{q1,-..,qm} = 0. Alors, les valuations p-adiques
sont définies par :

r=4

vp, (1) = i et vg, (r) = —p;
et

. p
vp(r)=0siptpr, pta, pourrz:l:q—i etpr Aqp = 1.

On pose alors, pour r € Q* :
sp(r) =0 sivp(r) =0[2] et sp(r) =1 sivp(r) =1[2]
Ainsi, on a naturellement que pour a,b € Q*,
5p(a) = 5,(8) <= vy(a) = v,(0) [2
ce qui est évidemment le cas pour v,(a) = vp(b).

Définition 7.1.1. Soit r un nombre rationnel non nul. Alors, il existe un couple

(p1,q1) tel que r = p”P(’")& ot p1 et g1 sont premiers avec p € P et l'on définit
q1
le résidu de r mod p comme :

resp(r) =pi(q) "t € Fy
Le couple (p1,q1) de la définition n’est pas unique, mais par définition de la

valuation p-adique, pour un autre couple (p3,g2), on a b_ P2 et la définition

a2
de res,(r) est indépendante du choix effectué. On pose alors :

Op(r) = sp(r)resy(r) € Fyp

Ainsi, si r = n est un entier non nul sans facteur carré,
e soit p | n, alors n = kp pour k € Z, k Ap=1. On a donc
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vp(n) =1 = sp(n) =1 et p(n) =resy(n) = = =k € F}

SHIS]

e soit pfn, alors v,(n) =0 = s,(n) =0 et Jp(n) =0
Proposition 7.1.1. Il existe un unique morphisme de groupes noté encore 9y :
By : W(Q) — W(E,)
vérifiant :
Vr e Q% 0,(<r>) =< 0p(r) > W(Fp).

Cette proposition montre en particulier que pour ¢ forme quadratique ration-

nelle réguliére et toute diagonalisation ¢ ~ (aq,...,a,), de part la structure de
groupe de W(Q) et W(F,), on a :
8p([¢]w) = 8p(< a1,...,0y >)

= Op(<ar>4...+<ap>)
= Oph(<ar>)+...+0p(<an>)
= <Oplar) >+...+ < Opla,) >
= < Oplar),...,0p(an) >

La connaissance de 'image 0, ([¢]w ) ne dépend pas du choix d’une diagonalisa-

tion de ¢, puisque 9, étant bien définie, si ¢ ~ (a1,...,an) = (b1,...,by,), alors
on a :

[Plw =< a1,...,anp >=<by,...,by >
et donc :

Op([olw) =< 9p(ar), ..., 0p(an) >=< 0y(b1), ..., 0p(bn) >

Remarque 7.1.1. Pour calculer 9,([¢lw), pour ¢ forme quadratique ration-
nelle, régulieére, nous commencerons alors naturellement par diagonaliser ¢ sous
la forme (a1, ...,a,), avec les a; que nous prendrons entiers sans facteur carré
et pour lesquels le calcul de Op(a;) € Fy est facile. En effet, pour p un nombre
premier quelconque et k € Z sans facteur carré et premier avec p, on a facile-
ment :

9,(0) :=0€F,, 9,(k) :=0€F, et d,(pk) =k €F,

Expliquons briévement pourquoi une telle diagonalisation est possible. Soit ¢
une forme quadratique rationnelle de dimension finie n. Par diagonalisation, il
existe un n-uplet de rationnels (a1, ...,a,) tel que :

¢~ {ay,...,an)

Quitte a multiplier chacun des rationnels a;, par un carré d’un rationnel bien
choisi, on peut se ramener au cas ot ce sont tous des entiers relatifs nuls ou sans
facteur carré. En effet, si r € Q7, alors r s’écrit de maniére unique sous la forme

U oy
[z Pi

m B’

Jj=11j
B; € N* et les p;, q; € P sont tels que {p1,...,pi} N{q1,...,q¢n} = 0. Alors, on
pose :

d’une fraction irreductible, r = ou Vi € [1,1], Vj € [1,m], a; € N*,
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L ¢y =4 si 8;=0[2]
4 i+l . _
2. qj:qfJr si B =1[2]

Alors, ainsi construit, H;nzl q;. est un carré de Q* et
[}, q; x r=r dans Q*/(Q*)2.

On réduit encore H;n:l q;. x r modulo les carrés de Q*. Notant 3; € {0,1} le
reste de la division par 2 de f3; et @; € {0, 1} le reste de la division par 2 de o,
on a :

’ i l G * *
Ty gy < r =110y q)” TTiz, P77 dans @*/(Q")2.

Finalement aprés réduction, r = n dans Q*/(Q*)? ou n = | qu Hézl py
est sans facteur carré.

Remarque 7.1.2. Nous pouvons constater que pour tout entier premier p ne
divisant aucun des nombres entiers relatifs aq,...,an, on a :

Op(<ar,...,an>)= < 0p(ar),...,0p(an) >
= <0,...,0>
Ow ()

Pour montrer, la proposition précédente, nous aurons besoin d’utiliser la pré-
sentation de W(Q) par générateurs et relations et les deux lemmes qui suivent :

Lemme 7.1.1. Pour p € P, Uapplication res, est un morphisme de groupes de
(Q*, x) dans (Fy, x).

Démonstration. Soit r1,ry € Q* et p € P. Alors, il existe deux couples d’entiers

(p1,d1) et (p2,q2) tels que 11 = p"r P e 7y = pro(r) P2
a1 42

vy (r1) vy (ra) P12 ol pi1p2 et qi1q2 sont premiers

, oll les p;, q; sont
premiers avec p. Ainsi, riro = p
avec p et donc v, (rire) = vp(r1) + vp(r2), soit :

resy(ri)resy(r2) =p1(q) ™ x p2(2) ™' = Pip2(iqa) ~! = resp(rirs)

D’ou le résultat. O

Lemme 7.1.2. Soit a,b € Q.

1. Sivy(a) > vp(b), alors vp(a+b) = v, (D) et resp(a+b) = res,(b).

2. Sivy(a) =vp(b) et vp(a+0b) # vyp(a), alors res,(b) = —resy(a).
Démonstration. Comme pour le lemme précédent, il existe deux couples d’en-
tiers (p1,q1) et (p2,q2) tels que a = p”l“(“)p—1 et b= p”f’(b)@, ou les p;, g, sont

a1 q2
premiers avec p. Alors, si vp(a) > vp(b) :

vo(@) =y (0)
(a+b) = pre® P2 4 pro@—vp@PLy _ pu,0) P21+ P P12z
a2 T q1q2

Or, poqr + p*» @2y gy et g1¢o sont premiers avec p, (p ne les divisant pas)

avec paq1 + pYr( D=7 ®)p gy = Paqr € Fy, ce qui donne :
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resp(a+0) = g (@) " = Da(q@) " = resy(b)

P2+ P21y

Supposons v, (a) = v, (b), alors a+b = p*»(@)( et nécessairement

q1492 _
P | p1g2 +p2q1 puisque vy(a+0b) # vy(a) et pfqige. Ainsi, pig2 + qipa =0 € T,
et pigz = —@pz = Pi(q1) ' = —P2(q2) ', soit resy(a) = —res,(b). O

Passons a la démonstration de la proposition.

Démonstration. Pour p € P, on définit pour commencer une application f de
Q* dans W(F,), par f(r) =< 9,(r) >. Le but est alors de vérifier que :

e f(6%a) = f(a) quelque soit (a,d) € (Q*)2.

e f(a)+ f(b) = f(a+b) + f((a + b)ab) quelque soit (a,b) € (Q*)? tel que

a+b#0.

o F(-1) = —f(1) )
ce qui montrera qu'il existe une unique application f : W(Q) — W(F,) tel
que Vr € Q*, f(< r >) = f(r) =< 9,(r) > et ce qui prouvera la proposition.
Soit alors (r,6) € (Q*)%, on a :

f(6%r) = < 0p(8%r) >
= < sp(6%r)res,(62r) >
= < s5,(6%r)res,(8)%res,(r) >
= < sp(r)resy(r)res,(6)? >
= < sp(r)resy(r) >

= f(r)

puisque v,(62r) = 2u,(8) + v, (r) = vp(r) [2] et que res,(d)? est un carré non nul
de F,,. Ceci donne alors la premiére condition. De plus f(—1) =< —1 > W(F,)
et on sait que dans W(F,), [—¢lw = —[¢lw, pour g réguliére. Ce qui donne
naturellement la troisiéme condition. Il reste donc simplement & vérifier que
W(a,b) € (@)% a+b#0,

< Opla) >+ < 9p(b) >=< Ip(a+b) > + < 9p((a+ b)ab) > dans W (F)).

On va montrer la validité de la relation ci-dessus, en faisant une disjonction des
cas :

o sivy(a) > v,y(b) (le cas v,(b) > vp(a) se traite de maniére similaire, a et b
jouant des roles identiques dans la relation de Witt). Alors, par le premier
lemme, resy,(a+b) = res,(b) et vp(a+b) = v,(b) = s,(a+b) = s,(b) et
vp étant un morphisme,

vp((a+b)ab) = vp(a +b) + vp(a) + v, (b) = 21 (b) + (a),
soit s,((a + b)ab) = sp(a). Dou,
< Opla+b) >=< sp(a+b)resp(a+b) >=< sy(b)res,(b) >=< 9,(b) >.
De méme,

Op((a +b)ab) = sp((a+ b)ab)res,((a + b)ab)
= sp(a)resy((a + b)ab)
= sp(a)resp(a+ b)res,(a)res,(b)
= sp(a)resy(b)resy(a)res,(b)
= Tp(a)resy(b)?



et donc < 9p((a + b)ab) >=< 0p(a) > dans W(F},), ce qui donne bien le
résultat.
e Supposons v,(a) = v,(b), ce qui implique s,(a) = s,(b). Or, pour tout
r € Q*, res,(r) € Fy et donc pour p =2, on a :
resp(a+b) = resy(a) = res,(b) = resp,((a+ b)ab) =1 € F3
et vp((a +b)ab) = vp(a + b) + 2vy(a) = sp((a + b)ab) = sp(a + b), soit :
< Op((a+Db)ab) >+ < Op(a+b) >=2 < s,(a+b) > et
< Op(a) >+ < 0p(b) >=2 < sp(a) >
Or W(Fy) ~ Z/2 = 2 < sp(a +b) >= 2 < sp(a) >= O (r,), ce qui
achéve de montrer le résultat si p =2
o Soit p # 2 et vy(a) =v,p(b) =0[2] et vp(a+b) = 0]2]. Alors, les égalités :
sp(a) = sp(b) = spla+b) = sp((a+b)ab) =0
impliquent
< Op(a) >=< 0p(b) >=< Op(a+b) >=< 0p((a +b)ab) >=0
D’ou le résultat.
o p#2etvy(a) =v,(b) =0[2] et v,(a+b) =1[2]. On a encore,
sp(a) = sp(b) =0 =< p(a) >=< 9p(b) >=0
Puisque vp(a) # vp(a +b), res,(a) = —resy(b) et :

< Op((a+b)adb) >= < sp((a+ b)ab)res,((a + b)ab) >
= < sp(a+ b)resp((a+ b)ab) >
= < —spla+b)resy(a+ b)res,(a)res,(a) >
= < —0p(a+b)resy(a)? >
= < =0p(a+b) >
= — < Opla+b)>

Ainsi < 0,((a +b)ab) > + < 9p(a +b) >= 0. D’ou le résultat.
o p#2ety,(a) =ry(b) =1[2] et vp(a+b) =0[2]. Alors,
spla—+b) = sp((a+b)ab) =0 et s,(a) = s,(b) =1
Puisque vp(a) # vp(a +b) on a res,(a) = —respy(b) et :
< Opla) >=< —=0,(b) > et < Ip(a+b) >=< Jp(a+b)ab>=0
soit :
< Op(a) >+ < 9p(b) >=0=<09p(a+b) >+ < Jp(a+b)ab>=0
D’ou le résultat.
o pF2etvy(a) =v,(b) =1[2] et vp(a+b) =1[2] On a alors :
59(a) = 5,(b) = spla+b) = sp((a+b)ab) = 1.
Montrons que (9,(a), (b)) =~ (9p(a + b),0,((a + b)ab), ce qui donnera
le résultat souhaité. Sur le corps fini F,, il suffit de montrer que les deux
formes quadratiques ont méme discriminant, ayant méme dimension. Dans
F2/(F3)2,

Op(a+0)d,((a+ b)ab) = resy(a+ b)res,((a+ b)ab)
= resp(a+ b)’resy(a)res,(b)
= resp(a+b)?0p(a)dp(D)

Op(a)0y (b)

D’ou le résultat.
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7.2 Emnoncé des tests de Witt-équivalence et d’équi-
valence sur Q

Enoncons désormais le test de Witt-équivalence sur Q que nous ne démontrerons
pas mais dont nous proposerons des éléments de justifications dans les sections
suivantes.

Théoréme 7.2.1. Test de Witt-équivalences sur Q
Deux formes quadratiques rationnelles régulieres ¢ et ¥ sont Witt-équivalentes
si et seulement si elles ont la méme signature réduite et si l'on a :

pour tout nombre premier p.

Théoréme 7.2.2. Test d’équivalence sur Q
Deux formes quadratiques rationnelles réguliéres ¢ et ¥ sont équivalentes si et
seulement si elles ont méme signature et si l'on a :

Ip([olw) = Op([¥]w)

pour tout nombre premier p.

Démonstration. On note (m,n) et (m’,n’) les signatures associées a ¢ et .
Par régularité dim(¢) = m + n et dim(¢)) = m/ +n’ et si on suppose ¢ et
1) équivalentes, alors elles sont Witt-équivalentes et de méme dimension. Par
le théoréme ci-dessus, elles ont méme dimension, méme signature réduite et
Op([9lw) = 9,([¥]w) pour tout nombre premier p. Or,

m—n=m'—n"eem+n=m'+n = (m,n) =(m',n)

et donc si ¢ et 1) sont équivalentes, elles ont méme signature et pour tout nombre
premier p, 0,([¢lw) = 9p([Y]w). Inversement, si on suppose (m,n) = (m’,n’)
et que 9,([¢lw) = Ip([¢)]w) pour tout nombre premier p, alors en particulier,
elles ont méme signature réduite (m —n = m’ —n'), méme dimension puisque
m+n=m'+n et 9,([¢]) = 0p([¢]) pour tout nombre premier p. Ceci montre
qu’elles sont Witt-équivalentes d’apres le test ci dessus et de méme dimension,

d’ol équivalentes. O
Corollaire 7.2.1. Soitay,...,a, € Z* sans facteur carré, tout comme by, ..., by,.
Alors (a1,...,an) = (by,...,by,) sur Q si et seulement si elles ont méme signa-

ture et si pour tout p € P divisant au moins un des a; ou un des b;, on a :
< 0Op(a1),...,0p(an) >=< 0p(b1),...,0p(bn) > W(F,)

Démonstration. Ceci découle simplement du test d’équivalence rationnelle et du
fait que si p ne divise aucun des a; et aucun des b; alors, on a déja 1'égalité :

OW(IFP) =< 8p(a1), ... ,8p(an) >=< 8p(b1)7 e ,8p(bn) >= OW(]Fp)
]

Corollaire 7.2.2. Une forme quadratique rationnelle réguliére ¢ de dimension
2m est hyperbolique si et seulement si sa signature est (m,m) et Op([¢]w) =0
pour tout nombre premier p.
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Démonstration. ¢ de dimension 2m est hyperbolique sur Q si et seulement si
¢ ~ m.(l,—1). Or m.(1,—1) ~ m.(1) Lm.(—1) et est de signature (m,m). De
plus pour tout nombre premier p, on a :

Op(1) = 0p(~=1) =0 € Fp = 0p(m. < 1,-1>) = Ow(r,)

D’ou, d’aprés le théoréme ci-dessus, ¢ est hyperbolique si et seulement si de
signature (m,m) et si 9,(¢) = Oy (r,) pour tout nombre premier p. O

Exemple 7.2.1. (1,1,1,1) est hyperbolique sur tout corps fini, en revanche
étant de signature (4,0), elle n’est pas hyperbolique sur Q.

Remarque 7.2.1. Les énoncés de ces deux tests montrent qu’il est nécessaire
de bien comprendre et de bien maitriser la classification des formes quadratiques
sur les corps finis, pour comprendre la classification sur Q. Dans la suite de ce
mémoire, nous mettrons aussi en avant qu’il est important de bien comprendre
les formes quadratiques sur les corps p-adiques Q, pour bien assimiler la clas-
sification rationnelle.

7.3 Rappels sur ’extension des scalaires et appli-
cation aux formes quadratiques

On va dans cette partie rappeler quelques résultats concernant ’extension des
scalaires. Notre objectif étant de montrer que pour K C L une extension de
corps donnée et (F,q) un espace quadratique de dimension finie sur K, il existe
une unique forme quadratique sur L, que nous noterons ¢y, et prolongeant g sur
le L-espace vectoriel L. Qg F.

7.3.1 Prolongement d’une forme quadratique de F a Fy,

Soit E un K-espace vectoriel, alors L ®g E est aussi un K-espace vectoriel que
I'on munit d’une structure de LL-espace vectoriel tel que :

V(a,b,z) € L?> x E, b.(a ® x) = (ba) @ .

On note alors B, = L ®k E, qui est un L-espace vectoriel de méme dimension
que le K-espace vectoriel E, (1 ® e;)1<i<n étant une base du L-espace vectoriel
Ey, si (ei)1<i<n est une base du K-espace vectoriel E. On identifie F & un sous-K
espace vectoriel de Ep, via 'injection, x — 1 ® x.

Proposition 7.3.1. Soit (E,q) un K espace quadratique de dimension finie.
1l existe alors, une unique forme quadratique sur le L-espace vectoriel Ey,, qr,
prolongeant q, c’est-a-dire :

Vre B, qu(1®x) = q(z)

Dans chaque base du K-espace vectoriel E, les formes q et q, sont représentées
par la méme matrice (en identifiant la base B du K-espace vectoriel E et la base
1 ® B du L-espace vectoriel Ey,, via Uidentification E C L @k E).

Démonstration. On note by, la forme bilinéaire associée & g. Soit ¢ supposée
solution du probléme, c’est-a-dire que ¢ prolonge ¢ sur Ey.. On note by, la forme
polaire associée a ¢, alors par polarisation :
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Vie,y) €K byl @2, 10y) = 200l @ o+ 10y) - 6(1az) - 4(1ey)

et ¢ prolongeant ¢, Vo € K, ¢(1 ® x) = ¢(x) et donc

bs(1®@z,10y) = %[Q(x +y) — q(x) — q(y)] = be(x,y).

Ainsi, by prolonge nécessairement b,. Or, 1 ®g F étant une partie génératrice de
L®k F, si ¢ est un prolongement de g, il est unique, car sa forme polaire associée
est un prolongement de b, et est donc entiérement et uniquement déterminée
sur la partie génératrice 1 ®g F.

Réciproquement, soit B une base de E, dans laquelle g est représentée par
la matrice A. Sur le L-espace vectoriel Er,, on considére ¢ la forme quadratique
représentée par A dans la base 1 ® B. On note B = (e1 ..., e,) et n = dim(FE).
Pour x € F, il existe un n-uplet de scalaires déterminé de maniére unique
(a1,...,0p) tel que x = aje; + ...+ ape, et donce :

q(z) = a1, ..,an)Alar, ..., ap).
Alors, ¢ étant représenté par A dans 1@ B=(1®ej,...,1®e,), pour x € E,
1@r=1® (age1+...+apey) =1 X (1®e1)+ ...+ a, X (1®e,) et done
dans 1 ® B, on a :
d(1®z)= Yai,...,an)Alaq, ..., an) = q(x)

ce qui montre bien que ¢ prolonge g et est 'unique solution du probléme. Enfin,
si B=(e;...,e,) est une base du K-espace vectoriel F, 1 ® B est une base du
LL-espace vectoriel Fp, et il est clair que :

Matg(q) = (bg(ei, e5))1<ij<n = (bg, (1@ €i, 1 ® €j))1<ij<n = Matigp(qL)-
O

Voyons quelques propriétés :

1. si ¢ et 9 sont équivalentes sur K, alors ¢r, et 1, sont équivalentes sur L.
On sait que ¢ et 1) ont méme classe de congruence de matrices symétriques
associées, il existe donc deux bases B et B’ telles que :

Mat gp () = Matg (¢) = Matg(¢) = Matigs(¢L)

Ainsi ¢, et ¢, ont méme classe de congruence de matrices symétriques
associées sur L et sont donc équivalentes.

2. Pour (F1, ¢) et (E2,%) deux espaces quadratiques, en passant encore par
létude des matrices symétriques associées, on a : (¢L), ~ ¢ L¢yp. En
effet, notant By une base de F; et By une base de E5. On définit :

A= Matg,(¢) = Mat1gm, (¢1) et B = Matp, () = Mat1gB, (Y1)
On a donc :
A 0
Mat19B, 19B,)(¢LLYL) = (O B) = Mat (g, B,)(6L1)
= Matugs,,19B,)(¢LY)L

Ainsi, ¢ Ly, et (¢Ly)), ont méme classe de congruence de matrices sy-
métriques associées et sont équivalentes.
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7.3.2 Morphismes W(K) — W(L) et W(K) — W(L) in-
duits par ’extension des scalaires

Soit I une extension du corps K. Utilisons la présentation des groupes W (K) et

W (K) par générateurs et relations, pour établir I'existence de deux morphismes

de groupes induits par I'opération d’extension du corps de base, que nous avons

appliquée dans le cadre des formes quadratiques dans la partie précédente. On
définit ainsi les applications :

o {K* — W(L)

a—— < a>L

{K* — W(L)
P2
ar— {(a)L,

ol on note < a >r, la classe de Witt-équivalence sur L de la forme quadratique
{a), prolongée a L et on note encore (a)r, la classe d’isomorphie [{a)y] identifiée

par injectivé de ipgy & I'élément ipgL)((a)L) € W(]L)

On va alors montrer, par la seconde propriété universelle des groupes de Witt
et Witt-Grothendieck que ces deux applications induisent deux morphismes :

_ —

b1 W(K) — W(L) et ¢o : W(K) — W(L)

tels que Ya € K*, ¢1(< a >g) =< a >1, et ¢2({a)g) = (a)L. Pour ¢ forme qua-
dratique réguliére sur K et via l'identification de [¢] € FQ(K) avec ipq)([q]),
on aura en particulier :

¢1(ldlw) = laclw et ¢2((q]) = [qv]
Puisque 'on a sur K :
(6%2a) ~ (a) et {a) L{b) ~ (a + b) L{(a + b)ab)

d’aprés les propriétés de ’extension des scalaires vues dans la partie précédente,
on a :

(62a)1, =~ (a)r, et (a)L L{b)r, ~ (a+ by L{(a+ b)ab)y,
et en particulier V(a,d) € (K*)? et (a,b) € (K*)? tels que a +b #0 :
(62a)1, % (@)1 et ()L L(B)L % (a+ b L{(a+ b)ab)y

ce qui donne donc pour i € [1,2] :
e ¢;(6%a) = ¢;(a) quelque soit (a,d) € (K*)2.
o ¢;(a)+di(b) = ¢i(a+b)+ ¢;((a+b)ab) quelque soit (a,b) € (K*)? tel que

a+b#0.
De plus (—1) L (1) ~ (1,—-1) = (—1), L(1)1, ~ (1,—1), et donc dans W(L) :
< 1> +<1>=<1,-1 >.= OW(]L)7 soit < —1 >p= — < 1 >, et
¢p2(—1) = —¢p2(1). Ceci achéve de montrer I’existence des deux morphismes

annonces.
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7.4 Structure de W(Q) : justification du test de
Witt-équivalence sur Q

L’inclusion du corps Q dans R induit donc un morphisme canonique d’extension
des scalaires, W(Q) — W(R). L’image d’un élément x € W(Q) sera noté zg.
W(Q) étant engendré par {< a >,a € Q*}, il existe des (a1,...,a,) € (Q*)"
tels que x =< a; > +...+ < a, > et nous avons pu constater que I’on pouvait
en fait prendre les a; dans Z* et sans facteur carré. Ainsi, si p € P ne divise
aucun des entiers a;, Op(a;) = 0,Vi € [1,n] et la suite (9p(x))pep est presque
nulle. Ceci justifie la validité de la définition de I’application suivante :

o, [WQ — W) & @, WE,)
Nr— ar+ > pep Op(T)

ot la somme directe €, W(F,) est une somme directe externe, formée des
sous-familles & support fini de HpeP W(F,). Le théoréme suivant décrivant la
structure de W(Q) justifie en particulier le test de Witt-équivalence rationnelle.

Théoréme 7.4.1. L'application ® : W(Q) — W(R) & @,cp W(Fp) est un
isomorphisme de groupes.

Démonstration. cf.JI] XVIIL, page 364. O

L’application ® étant bijective, elle est en particulier injective. Ainsi, si ¢ et 1)
sont deux formes formes quadratiques rationnelles, réguliéres, on a :

o([plw) = 2([¥lw) <= [dlw = ¥lw

et donc ¢ et ¢ sont Witt-équivalentes si et seulement si [¢rlw = [Yr|w et si
Vp € P, 0p([¢lw) = Op([¥]lw). Sur R, deux formes quadratiques étant Witt-
équivalentes si et seulement si elles ont la méme signature réduite, on a :

P i ¢ <= ¢r et Yr ont méme signature réduite et si
Vp € P, 0p([0lw) = Op([¥]w)-

Or, en diagonalisant ¢ réguliére de dimension n, il existe a1,...,a, € Q* C R*
tel que :

6= (ar,...,ap)
et donc ¢ ~ (aq,...,a,)r. Dans une base B, ¢ est représentée par la matrice
diagonale D(aq,...,a,) qui représente aussi la forme quadratique réelle, ¢g.

Ainsi ¢ et ¢r ont la méme signature. On a donc également :

P i ¢ <= ¢ et ¥ ont méme signature réduite et si

Vp e P, Op([¢lw) = Op([¥]w)-

Ce qui donne bien une justification du test de Witt-équivalence rationnelle.
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7.5 Structure détaillée de W (Q) et W\(Q)

Théoréme 7.5.1. Structure du groupe de Witt W(Q) et du groupe de
Witt-Grothendieck W(Q).

1. W(Q) ~Z x (Z/2)™ x (z,/4)™
2. W(Q) ~Z x 2Z x (2/2)®™ x (2/4)®)

Démonstration. Pour démontrer 1) Il s’agit simplemement d’utiliser les isomor-
phismes suivant qui ont été précédemment établis :
W(Q) = W(R) & B,cp W(E,)

e WR)~Z

o W(Fy) ~7Z/2

o W(F,) ~Z/2xZ/2sip e Petp=1[4]

o W(F,)~Z/4sip € Petp=3[4]
On rappelle également que le premier isomorphisme est obtenu via la fonction
® définie par :

o, [VO) — WE) 6@, WE,)
"z zp + ZPEP Op(x)

D’aprés le théoréme des nombres premiers de Dirichlet il existe une infinité de
nombres premiers congrus & 1 ou & 3 modulo 4 (car 4A1=1,4A3 = 1) et donc
une infinité de nombres premiers p tels W(F,) ~ Z/2 x Z/2 et W (F,) ~ Z/4,
ce qui nous donne grace aux 5 isomorphismes de groupes rappelés ci-dessus
W(Q) ~Zx (Z/2)MN x (Z/4)™ ot Pexposant (N) signifie qu’il s’agit de suites
presque nulles. Ceci est une conséquence du fait que pour z € W(Q), on a vu
précédemment que la suite (Op(z))pcp est presque nulle.

Pour déduire de I’étude précédente la structure de /W(Q), on utilise I’isomor-
phisme W((@) ~ 7 x I(Q) et le fait que I(Q) soit d’indice 2 dans W(Q). Pour
déterminer la structure de I(Q), nous allons étudier la restriction a I(Q) de ®.
Dans un premier temps, on va montrer que ¢ ainsi restreinte est a valeur dans
I(R) & @,cp W(Fp), puis montrer que cet ensemble est précisément d’indice
2 dans W(R) & EBpeP W(F,), ce qui nous permettra de conclure. Pour 1 une
forme quadratique rationnelle réguliére, on rappelle que :

[V]w € I(Q) & dim(yp) = 0 dans Z/2.

Or, pour g une forme quadratique réguliére sur le QQ espace vectoriel E de dimen-
sion n, on a vu qu’il existait une unique forme quadratique réelle prolongeant ¢
et définie sur Egr = R ®qg E. Donc,

dim(q) = dimg(FE) = dimg(R ®q E) = dim(qr)

et dim(q) = dim(qr). Do, si x € I(Q) alors g € I(R) et I(Q) s’envoie
naturellement sur I(R) ® @,.p W(F;) par . On montre alors que :

®(I1(Q)) =I(R) & D ep W(Fp).



99

Comme I(Q) est un sous-groupe d’indice 2 de W(Q) et que ® est un isomor-
phisme de groupe, ®(I(Q)) est également un sous-groupe d’indice 2 de (W (Q)).
Or W(R) =I(R) U (W(R) \ I(R) ce qui donne :
W(R) @ Dyep W) = I(R) ©D,cp W(F,) U(W(ER)\ I[(R) S D,ep W(Fp)
et [(R)®D,cp W(Fp) est d’indice 2 dans ®(W(Q)). Ainsi, I(R)&D,cp W(F,)
et (1(Q)) sont d’indices 2 dans W(R) & P,,cp W (F,) avec,

2(I1(Q)) CIR) & D ep W(Fp)
ce qui donne ®(I(Q)) = I(R) ® P,cp W(Fp). Comme I'injectivité de ® est
conservée par restriction & I(Q) on a :

1(Q) ~ I(R) & @,cp W(F,)
et finalement :
W(Q) ~ Zx1(Q)
Zx I(R) & @,cp W(F,)
~ Zx2Zx (Z/2)M x (Z/4)™

1

l
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Chapitre 8

Application des tests de
Witt-équivalence et
d’équivalence sur QQ

Dans ce chapitre, nous allons appliquer sur des cas concrets, les tests de Witt-
équivalence et d’équivalence sur Q. Nous commencerons alors, par répondre
rapidement & la question posée au chapitre 3, a savoir si 'entier 39 est oui
ou non représenté par la forme quadratique diagonale (1,5). Ceci nous don-
nera notre premiére illustration des tests énoncés au chapitre précédent. Dans
le reste de ce chapitre d’application, nous utiliserons également les méthodes
d’étude de représentation des scalaires énoncées au chapitre 3 liant isotropie et
domaine, notamment via 1'utilisation abondante de ’astuce de la dimension 4.
Ces méthodes nous seront en particulier utiles pour caractériser les rationnels
représentés par des formes quadratiques rationnelles de dimension 2. Un des
résultats majeurs de ce chapitre concernera la représentation des entiers, nous
montrerons ainsi via la théorie des formes quadratiques que tout entier n est
somme de quatre carrés de rationnels. Nous caractériserons également les en-
tiers m qui s’écrivent comme somme de deux carrés de rationnels, ce qui nous
permettra d’obtenir un résultat intéressant, via un rappel rapide sur ’étude des
entiers de Gauss. Enfin, nous terminerons ce chapitre par I’étude du caractére
universel d’une forme quadratique rationnelle en dimension 2, universalité que
nous relierons & la notion d’isotropie.

8.1 Représentation des rationnels par des formes
quadratiques rationnelles de dimension 2

Grace aux tests de Witt-équivalence et d’équivalence sur Q, on est désormais
en capacité de répondre & la question posée au chapitre 3 :

"39 est-il représenté par la forme quadratique rationnelle
q:(z,y) — 2 +5y*"¢

Déterminer si 39 est représenté par g est donc équivalent a tester l'isotropie
de (1,5, —39) ce qui est encore équivalent a tester le caractére hyperbolique de

101
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(1,5,—39,—5 x 39). On cherche donc a tester si (1,5, —39, —5 x 39) est équiva-
lente a la forme quadratique hyperbolique (1,—1,1, —1). Par le corollaire 7.2.2,
(1,5,-39,—5 % 39) ~ (1,—1,1,—1) si et seulement si (1,5, —39, —5 x 39) est de
signature (2,2) (ce qui est le cas) et si d,(< 1,5, -39, =5 x 39 >) = Oy (g, dans
W (F,) pour tout p € P. On note :

By =< 6,(1),6,(5),8,(—39), 6,(—5 x 39) >= 6,(< 1,5, -39, =5 x 39 >)

et on cherche a vérifier si Vp € P, B, = Ow(r,). Or, By = Oy (r,) pour les p € P
ne divisant aucun des termes diagonaux de (1,5, —39, —5 x 39) , il suffit donc
de tester si B, = Oy (r,) pour p € {3,5,13}. Pour p=13 on a :
B, =<0,0,-3,-15 >=< —-3,-15 >
dans W (Fy3), avec :
A((=3,-15)) = —45 =T car —45 = 7[13].

Alors, 7 n’étant pas un carré modulo 13, la forme diagonale réguliére (—3, —15)
n’est pas de discriminant 1 et n’est pas hyperbolique sur F3 et B3 # Ow (g,s)-
Ainsi :

(1,5,-39,—5 x 39) g (1,—1,1,—1)

et 39 n’est pas représenté par q.

8.1.1 Probléme de la représentation pour la forme qua-
dratique ¢

La proposition suivante donne une description des nombres rationnels qui sont
représentés par la forme quadratique rationnelle :

b QxQ— Q

| (@y) 2?27
Proposition 8.1.1. Soit m € Z sans facteur carré et ¢ la forme quadratique
diagonale (1,—2). Alors, m est représenté par ¢, c’est-a-dire s’écrit x> — 232,
(z,y) € Q x Q si et seulement si les diviseurs premiers impairs de m sont
crongrus & 1 ou -1 modulo 8.

Démonstration. On note (1, —2) la forme quadratique diagonale ¢. Par le théo-
réme de représentation et l'astuce de la dimension 4, m € Z est représenté par
(1, —2) si et seulement si :

(1, -2, —m) est isotrope
— (1, -2, —m, 2m) est hyperbolique
— (1,-2,—-m,2m)~ (1,—-1,1,-1)surQ

Ainsi, le probléme de la représentation de I'entier sans facteur carré m revient a
la recherche d’une condition nécessaire et suffisante sur le caractére hyperbolique
de la forme quadratique rationnelle diagonale (1, —2, —m,2m). D’aprés le test
d’équivalence rationnelle, il faut chercher une condition nécessaire et suffisante
sur m pour que (1, —2,—m,2m) et (1,—1,1, —1) aient méme signature et que :
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Vp € P, 9p(< 1,-2,—m,2m >) = (< 1,~1,1,~1 >) = Oypr(e, -

Or, que m soit positif ou négatif, (1, —2, —m, 2m) est de signature (2,2) et donc
les formes (1, —2, —m, 2m), (1, —1,1, —1) ont bien méme signature. On remarque
également qu’il suffit de vérifier I’égalité requise

8p(< 1, -2, —m,2m >) = OW(FP)
pour les nombres premiers p divisant m, puisque pour les autres p, on a déja :

8p(< 1, —2, —-m, 2m >) = OW(FP)

Supposons m = Hi:l p; > 0 ou les p; sont des nombres premiers deux a deux
distincts, car m est sans facteur carré. Dans un premier temps on suppose que
2 divise m et que p; = 2, les p; sont donc impairs pour ¢ € [2,1]. Alors, comme
4 est un carré de Q* on a :

l l
<17 =2, —m, 2m> = <17 —2,-2 Hi:z Pi, Hi:2 pi>'

ou p; 1 ZH;:%# p; qui montre que —§H;:2’j#pij # 0. Ainsi, dans W (F3) on
a:

Bo(< 1,-2,—m,2m >) =< 0, =1, - [[\_, 73,0 >=< =1, [[._, i >

Comme de plus Hé:z p; = 11[2], il vient :

l
<T1,—HE>= <1,1>
i=2
<I>4<1>
= 2.<1>
= Ow(r,), car W(F3) est d’ordre 2
Ainsi, il suffit de nous intéresser aux diviseurs premiers impairs de m, puisque
pour p = 2 on a l’égalité requise da(< 1,—2,—m,2m >) = Ow (F,). Pour p;
impair divisant m et toujours p; = 2, on a :
=5 577 — i _
Op (< 1,-2,—m,—2m >) = <0,0,-2 Hj:?,j;ﬁi pijj:?,j;ﬁi pj >
577! 1l _
< 2[Ljmo ji Pjs jmo ji Pi >

Ainsi, 0p, (< 1,-2,—m, —2m >) = Oy (x, ) si et seulement si :

< —5H§-:2,j¢i17j7 Hé‘:Z,j;éi]Tj >= 0w (r,,)

(-2 Hé.:zj# Dj Hé.:zj# p;) est hyperbolique surF),
det(<—§l_[§:2,j#17w Hé-:z,j#p?» = —ldansF} /(F; )*
—2([T—y s pi)? = —1dansF /(F )2
2 = ldansF; /(F;))?

2 est un carré de IF;‘“

rreree
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Or, 2 est un carré de ), si et seulement si :

- -

p;—1
(-1) 8 =1
=1[8oup; = 78]

<~
<~ Di
Donc si m est sans facteur carré et que 2 divise m, on voit que m est représenté
par (1,—2) si et seulement si pour tout diviseur premier impair p de m, p est
congru a 1 ou —1 modulo 8.

Si 2 ne divise pas m, m s’écrit Hézlpi ou les p; sont des nombres pre-
miers impairs deux a deux distincts et on est alors amené a étudier I'équiva-
lence sur Q de (1,—2,—Hé:1pi,2né:1pi> et (1,—1,1,—1). Les calculs sont
tout a fait similaires a ceux effectués ci-dessus, on aboutit encore au fait que
(1,-2, —Hizlpiﬂl—[i:l pi) =~ (1,—1,1,—1) si et seulement si 'on a :

p; =1[8] oup; =—118],Vi € [1,1].
Enfin, si on suppose m = — [} p; < 0, les démarches ci-dessus se reproduisent
a l'identique et on trouve encore la méme condition nécessaire et suffisante, ce

qui achéve de montrer I’équivalence de la proposition. O

Exemple 8.1.1. Puisque 31 est premier impair (donc sans facteur carré) et que
31 = —1[8], 81 est représenté par (1,—2) et l’on a par exemple 31 = 7> —2 x 32.
De méme Uentier négatif —238 est représenté par (1, —2), puisque :

—238 = -2Xx7Tx17 avec 7= —1[8] et 17= —1[8]. On a —238 = 22 — 2 x 112,

En revanche 65 = 13 x 5 est sans facteur carré mais ni 5, ni 13 n’est congru a
1 ou —1 modulo 8 et donc 65 ne peut s’écrire sous la forme 2% — 2y?, x,y € Q.

8.1.2 Probléme de la représentation pour la forme qua-
dratique

La proposition suivante donne une description des nombres rationnels positifs
qui sont représentés par la forme quadratique rationnelle :

" QxQ— Q
(@) 2+ 3y°

l i

Hi:l p?
BA )

Iz 47

d’une fraction irreductible avec, (p;)i<i<i, (gj)1<j<m des familles de nombres
premiers deux & deux distincts et o; € N*, Vi € [1,1] et 5; € N*, Vj € [1,m].
Alors r est représenté par la forme quadratique rationnelle diagonale (1,3) c’est
a dire s’écrit sous la forme x% + 3y?, (x,y) € Q x Q si et seulement si :

o Vi [1,1] tels que a; =11[2] et p; #3 on a : p; = 1[3].

o Vje[l,m] tels que B; =1[2] et gj #3 ona : q; = 1[3].

Proposition 8.1.2. Soit r € Q1 , r = écriture unique sous forme
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La démonstration suivante étant difficile, nous ferons figurer au coeur de cette
démonstration 3 lemmes intermédiaires qui en faciliteront sa compréhension.

Démonstration. Notre but est de chercher une condition nécessaire et suffisante
sur r € Q pour que r s’écrive 22 +3y?%, (z,y) € Qx Q. Dans un premier temps, on
va s’intéresser aux nombres premiers impairs représentés par . Il est clair que 3
est représenté par 1, (3 = (0, 1)), on cherche alors une condition nécessaire et
suffisante pour les nombres premiers impairs différents de 3. Alors, p € P\{2, 3}
est représenté par 1 si et seulement si :

(1,3, —p) est isotrope
<~ (1,3, —p, —3p) est hyperbolique sur Q

La premiére équivalence découle du principe de représentation tandis que la
seconde découle de 'astuce de la dimension 4. Or, d’aprés le test d’équivalence
rationnelle, (1,3, —p, —3p) est hyperbolique si de signature (2,2) (ce qui est le
cas) et si :

Vpl S Pa ap1(< ]-7 37 —p, *3]9 >) = OW(Fpl)'

Comme pour p; € P ne divisant aucun des termes diagonaux de (1,3, —p, —3p),
on a :

apl (< 1? 37 —D, _3p >) = OW(IFpl)
il suffit de trouver une condition nécessaire et suffisante pour que 'on ait
Op, (< 1,3,—p, =3p >) = Ow g, ) pour p1 € {3,p}.

On remarque aussi que 2 n’est pas représenté par ¥. Pour p = 2 et p; = 3 on
a:

03(<1,3,-2,-6 >)=<0,1,0,-2 >=<1,-2 >

Or (1, —2) n’est alors pas hyperbolique sur F3 puisque de déterminant —2 # —1
dans F3/(F%)? (2 n’étant pas un carré de F3). Do,

83(< 1) 37 _2a —6 >) 7& OW(]FS)
et 2 n’est pas représenté par 1.

Lemme 8.1.1. p € P\{2,3} est représenté par ¢ si et seulement si p = 1[3].

Démonstration.
e Pour py =3,on a:

63(< 173a _p>_3p >) = < 83(1)783(3),63(—29),83(—3])) >

Il
A
ol
=
o
|

Ainsi, < 1, —p >= Ow (r,) si et seulement si la forme diagonale réguliére
(1, —p) est hyperbolique sur F3. Ceci est encore équivalent a ce que son
déterminant soit égal & —1 dans F}/(F3)?, c’est-a-dire si et seulement si
p =1 dans F3/(F3)2.
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e Pour py =p,ona:

8p(< 1737 _pa_?’p >) = < ap(l)aap 3)a8p(_p)aap(_3p) >
= <0,0,-1,-3 >

= <-1,-3>

—~

Ainsi, < =1, -3 >= Ow (r,) si et seulement si la forme diagonale réguliere
(=1, —3) est hyperbolique sur F,. Ceci est encore équivalent & ce que son
déterminant soit égal & —1 dans Fj;/(F5)?, c’est-a-dire si et seulement si
—3 =1 dans F3/(F3)2.

Ainsi, le nombre premier impair p différent de 3 est représenté par v :
<= p=1dans F;/(F3)?et — 3 =1 dans F;/(F})*
— <p>:1et<_3>:1
3 p

Or par multiplicativité du symbole de Legendre et la loi de réciprocité quadra-
tique, on a :

G)= G)G)-

p—1 -1 (3B-1)
= (-1) 2 (g) (1) 2 2 -1
p—1 p—1
— (1) 2 (-1 2 (§)=1
= (5)=1

D’ott au final p € P\{2,3} est représenté par ¢ si et seulement si p est un carré
modulo 3, soit p = 1[3].
O

Reprenons la démonstration de la proposition. En multipliant r par le carré d’'un
entier approprié comme exposé dans le chapitre précédent, on a :

(1,3,—7,—3r) ~ (1,3, —n, —3n) ol n est un entier sans facteur carré.

On remarque alors qu’étudier I’équivalence de (1,3, —n, —3n) avec (1, —1,1,—1)
ne dépend pas du fait que 3 divise ou non n. En effet, si 3 divise n, alors on
peut écrire n = Hle pi, avec p1 = 3, p; € P\{3} pour i € [2,k], les p; étant
deux & deux distincts et :

<17 3a —-n, _3n> = <1a 37 _3]72 © Dk _9p2 o pk>
soit alors (1,3,—m,—3n) ~ (1,3,—3pa- - pr, —p2---pk) (9 étant un carré de
Q*). Si 3 ne divise pas n, on peut écrire n = Hle pi, avec, p; € P\{3} pour
i € [1,k], les p; étant deux a deux distincts et :
(1,3,=n, =3n) = (1,3, =p1 - pr, =3p1 -+ pr) = (1,3, =3p1 - P, —p1 -+ Pr)

qui est exactement du méme type que précédemment. Dans la suite on étudiera
toujours le cas ol n est non divisible par 3.
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Lemme 8.1.2. Soit n € N* sans facteur carré. Alors, sin est divisible par 2,
n n’est pas réprésenté par 1.

Démonstration. Supposons n = Hlepi avec p1 = 2 et p; € P\{2,3}, pour
i € [2,k]. Supposons par 'absurde que n est représenté par . D’aprés tout ce
qui précéde on a : (1,3, —py - px, —3p1 - - - pr) est hyperbolique et donc néces-
sairement, pour tout i € [2,k] :

Y k k
api(< 1737 —Pp1-- 'Pk»—3p1 Pk >) = < ana _Hj;ﬁipja _3Hj¢quj >

k k
= < *Hj#pj, -3 Hj;ﬁz’pj >
= Ow ,,)

Or, < ,H;?# pj, —3 H;;l pj >= Ow(,.) si et seulement si la forme quadratique

réguliére (car p; 1 Hf;m Dj) <—H§# Dj, =3 H;;, p;) est hyperbolique sur F,. Ce
qui est encore équivalent & :

k k * *
det((—]1;.pj. =311 p5) = -1 dansFy /(% )?
—3 est un carré deF,
pi =1[3]

p; est représenté par

[

ou la derniére équivalence est une application directe du lemme 8.1.1 puisque
p; € P\{2,3}. D'ou, si n est représenté par 1, tous les p; (i € [2,k]) le sont
aussi. De plus, pour p=3:

I

<0,

63(< 17377p1"'pk773p1"'pk >) 5677H_];:1pj >
< T, _szl p; >
Ow (rs)

et la forme régulieére (1, —2 H?:z p;) est hyperbolique sur F5. On en déduit donc
que :

det((T, ~2]1}_,p;) = —1 dans F5/(F3)?

d’ou 2 H§:2 p; est un carré de F5. Comme pour tout ¢ € [2, k], p; est représenté
par ¢ et est donc un carré de F3, on a :

2115, p) 2 :
j=2Pj k (Pj
— = =1 (D)) =1
( - () Teat®)
2
<> —_ = 1
L . 2 .

Ainsi, si on suppose n représenté par 1, nécessairement (3) =1, ce qui est

absurde. D’ot1, n n’est pas représenté par 1, ce qui achéve de montrer le lemme.
O
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Lemme 8.1.3. Soit n € N* sans facteur carré, non divisible par 3. Alors, n est
représenté par 1 si et seulement si tout diviseur premier de n est représenté par

.

Démonstration. Supposons que n est sans facteur carré, que 3 ne divise pas et
que n et est représenté par 1. Alors, d’aprés le lemme précédent, 2 ne divise
pas n. D’aprés nos hypothéses n s’écrit n = Hle p; avec p; € P\{2,3} pour
i € [1,k]. En appliquant le raisonnement du début de la démonstration du
lemme 8.1.2, on voit que Vi € [1, k], on a dans W (IF,,) :

50 k k
Opi (< 1,3, =p1 P, —=3p1---pe >) = <0,0,—[[;ipj, =311 .05 >

% %
= < _Hj;ﬁi Py, —3 Hj;éi Dj >
Ow ,,)

et la forme diagonale réguliére (car p; 1 Hf#p]) (— H;;Z Dy, — 31_[?7&1 pj) est
hyperbolique sur F,. Ceci implique alors que —3 est un carré de Fy , ce qui
est équivalent a p; = 1[3] et qui montre d’aprés le lemme 8.1.1, que les p; sont
représentés par 1.

Inversement, supposons que tous les diviseurs premiers de n sont représentés
pas . Pour p; divisant n, on a :

p; est représenté par 1) < (%) =1

-3
= () =1
y23
Comme 3 ne divise pas n et que 2 n’est pas représenté par v, n s’écrit Hle ;i
ou les p; sont dans P\{2,3}. Montrer que n est représenté par 1 revient alors
a montrer que (1,3, —n, —3n) est hyperbolique sur Q. Or, (1,3, —n, —3n) étant

de signature (2,2), il faut juste vérifier que 9,,(< 1,3, —n,—=3n >) = Ow, ),
(i € [1,K]) et que 03(< 1,3, —n, =3n >) = Ow(x,). Or,
d3(<1,3,—n,-3n>)= <0,1,0,-p1 - pr >

= OWan)

i H\

car (1,—p1 - pk) est hyperbolique, puisque de déterminant —1 dans F%/(F3)?
(P1 - Dr est un carré dans F%, car chacun des p; en est un). Enfin,

apz‘(< 1737 —-n, —3n >) = < 6767 _H;C;éz Pjs -3 H;C;él 2 >

2 k
= < _Hj;ﬁi Py, —3 Hj;éi pj >
= Ow,,)

car (—Hfﬁ pj,—3 Hfﬁpﬁ est hyperbolique, puisque de déterminant —1. En
effet, comme p; est représenté par ¢ on a alors —3 = 1 dans Fy_/ (IFZ*M_)2 et donc

det((—Hf#pj, -3 H;;Z pj)) =3 = —1. D’ott I’équivalence annoncée. O
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Lo
[[izi P}

On a donc vu que r € Q7 s’écrivant r = B est représenté par 1 si et
- 1= 95

seulement si n = H;n':l qf I Hi:l p$" qui est un entier sans facteur carré égal a 7
modulo les carrés de Q* est représenté par v, ou I’on note toujours E e {0,1}
le reste de la division par 2 de 3; et @; € {0,1} le reste de la division par 2
de oy (car (1,3, —r,—3r) ~ (1,3, —n,—3n)). Comme le fait que n soit ou non
représenté par ¥ ne dépend pas du fait que 3 divise ou non n, par construction
de n et le résultat du lemme 14 on a :

r est représenté par v si et seulement si les diviseurs premiers différents de 3
de la décompostion de n sont tous représentés pas

ce qui se traduit par :
o Vie[1,i] telque a; =1[2] et p; #3 on a: p; =1[3].
o Vje[l,m] tel que B; =1[2] et q; #3 ona:q; =1[3].

O
Exemple 8.1.2.
1 3__3 n’est pas représenté par ¢ car 5 % 1[3]
120 2xp NPETD b '
84  22x3x7
2. e = ﬁ est représenté par ¢ car 7=1[3] et 31 = 1[3].
29 2 2 2
3. gz = 3 ;5 = 3;5 est un carré de Q* et est représenté pas ¢

car 1 représentant de la classe des carrés est représenté par v puisque
2 2
1 1
= 3[=) =1.
(3) +2(3)
8.2 Probléme de l'universalité des formes qua-
dratiques rationnelles en dimension 2

Nous savons déja que sur un corps K de caractéristique différente de 2, toute
forme quadratique réguliére isotrope est universelle. On va montrer que sur le
corps QQ et en dimension 2, la réciproque est vraie :

Théoréme 8.2.1. En dimension 2 toute forme quadratique rationnelle univer-
selle est isotrope et donc une forme quadratique rationnelle réguliére de dimen-
sion 2 est universelle si et seulement si elle est isotrope.

Démonstration. Soit ¢ une forme quadratique rationnelle de dimension 2, que
I’on suppose universelle. Alors, par diagonalisation, il existe deux rationnels a
et b tels que ¢ ~ {(a,b). Quitte & multiplier a et b par les carrés de deux entiers
appropriés, on peut supposer que a et b sont des entiers sans facteur carré. On
va commencer par montrer que a et b sont nécessairement tous deux non nuls.
Supposons par Pabsurde que a = 0 et b # 0 (le raisonnement est identique
avec b = 0 et a # 0). Puisque ¢ est universelle, la forme diagonale (a, b) Vest
également et donc ¢ : (z,y) — by? représente tous les éléments de Q*. Soit
p € P intervenant dans la décomposition en facteurs premiers de b, bp est donc
atteint par g et il existe y € Q* tel que by? = bp <= y?> =p (b #0) et \/P serait



110

donc rationnel, absurde. D’ou ¢ ~ (a,b) avec a # 0,b # 0, des éléments de Z
sans facteur carré. On montre alors que pour a,b précédemment définis on a :
0p(a) = uy(8) 21, Vp € P
Comme a et b sont des entiers sans facteur carré ceci équivaut au fait que pour

tout nombre premier p, on ait :

pla<p]|b.
Supposons alors par 'absurde que p | b et p { a. Sur le corps fini F,, deux
formes quadratiques réguliéres sont équivalentes si et seulement si elles ont méme

b
dimension et méme déterminant dans F/(F%)?. Puisque p | b on a alors — € Z
p

b
et — € IF; est soit :
p

b b
e un carré de Iy et alors b= 1 dans F;/(F5)?. Ainsi, (5,—5) ~ (1,—¢)

b
et donc (—, —¢) est anisotrope, car a équivalence prés (1, —¢) est la seule
forme anisotrope de dimension 2 sur [,

*

b
e un non carré de IF; et alors — = ¢ dans IE‘p
p

/(F%)? pour & un représentant de

la classe des non carrés. Ainsi, b n’est pas un carré et <é, —1) ~ (=1,¢).
Or (—1,¢e) ~ (1, —¢) car sont toutes deux de méme dimension et de méme
déterminant. D’ou (9, —1) est anisotrope.
Dans les deux cas, il existe z € Z non divisible par p c’est-a-dire T € I}, tel que
<é, —T) soit anisotrope.
Soit donc un tel z. Puisque px est représenté par (a,b) on a :
px représenté par (a, b) < (a, b, —px) isotrope
= (a, b, —px, —apbx) isotrope
<~ {(a,b, —px, —apbz) hyperbolique

—ab
<~ (a,b, —px, avr

) hyperbolique

Les équivalences 1 et 2 découlent de I'astuce de la dimension 4 et I’équivalence

3 provient du fait que —apbx et sont égaux a multiplication prés par

—ab b
un carré de Q* puisque —apbxr = pzﬂ. Puisque pta, ptx, pt —, le test
p

d’équivalence sur Q donne alors 1’égalité :

—ab b
< 817(0’)7ap(b)7ap(_px)?ap(%) >= < 0, 57 —I,O >

b
= <—-,-T>
p
= Ow (r,)
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b b
Ce qui implique que (—,—Z) est hyperbolique. Or, on a vu que (—, —Z) était
p

anisotrope, absurde.

Ainsi vy(a) = v, () [2] et a et b sont égaux au signe prés. On a donc ¢ ~ (a, a)
ou ¢ ~ {(a,—a), pour a € Z* sans facteur multiple. Or, la forme quadratique
rationnelle diagonale (1,1) est non universelle puisque les éléments strictement
négatifs ne sont pas représentés par (1,1). Donc, pour m non représenté par
(1,1), am n’est pas représenté par (a,a) et (a,a) n’est pas universelle. Ainsi,
nécessairement ¢ ~ {a,—a) qui est réguliere et hyperbolique et donc isotrope.
D’ou ¢ forme quadratique rationnelle universelle de dimension 2 est nécessaire-
ment réguliére et isotrope et d’ou I’équivalence du théoréme puisque toute forme
quadratique rationnelle réguliére et isotrope est universelle. O

Corollaire 8.2.1. Une forme quadratique rationnelle de dimension 2 qui re-
présente tous les éléments de Q) ou QF est régulicre, isotrope et donc en fait
universelle.

Démonstration. Soit ¢ une forme quadratique rationnelle de dimension 2 telle
que ¢ représente tous les éléments de Q7. Comme dans la démonstration du
théoréme précédent, il existe deux entiers sans facteur carré non nuls a et b tels
que ¢ ~ {a,b) et on montre de la méme fagon que dans la preuve du théoréme
que Vp € P,v,(a) = vp(b) [2] ce qui équivaut au fait que b = +a puisque a et b
sont sans facteur carré. D’ou ¢ ~ (a,a) ou ¢ ~ (a,—a) et ¢ représentant tous
les éléments de Q7 , nécessairement a € N*. Puisque (1,1) ne représente pas
tous les entiers (on verra au corollaire 12 que n € N* s’écrit comme somme de
deux carrés de rationnels si v,(n) = 0[2] pour tout p premier congru a 3 modulo
4), pour n non représenté par (1,1), an n’est pas représenté par (a,a). Ainsi,
¢ # {(a,a), et ¢ ~ {a,—a) est hyperbolique donc isotrope. D’ott ¢ est réguliére,
isotrope et donc universelle.

Si ¢ est une forme quadratique rationnelle de dimension 2 telle que ¢ repré-
sente tous les éléments de Q* , alors —¢ représente tous les éléments de Q7 et
donc —¢ est isotrope, réguliére et universelle d’aprés ce qui précéde et de méme
pour ¢. O

8.3 Application a la représentation des entiers

8.3.1 Etude de I’équivalence entre les formes (n,n,n,n) et
(1,1,1,1)

Proposition 8.3.1. Soit n € N*. Les formes quadratiques rationnelles diago-
nales (1,1,1,1) et (n,n,n,n) sont équivalentes et donc tout entier naturel n
s’écrit comme somme de quatre carrés de rationnels.

Démonstration. Soit n € N*, n se décompose sous la forme n = [[/_, pf ou
pour i € [1,7], a; € N* et les p; sont des nombres premiers deux a deux distincts.
On commence par réduire n modulo les carrés de Q*, ainsi dans Q*/(Q*)2,
n = Hizl ¢; ou les g; correspondent aux nombres premiers distincts p; dans la
décompositon précédente de n pour lesquels a; = 1[2]. D’ou,

(n,n,n,n) ~{(q1q2--- @1, Q192 - - - Q1,192 - - - G1, q1G2 - - - 1)



112

les ¢; étant premiers, deux a deux distincts, pour ¢ € [1,].
D’apreés le test d’équivalence rationnelle, les formes diagonales ¢ = (1,1, 1,1)

et v ={(q1q2 .- @, @192 - - - 1, 192 - - - q1, q1G2 - - - @) sont équivalentes si et seule-
ment si elles ont méme signature et si :

Vp € P,0p([¢lw) = Ip([¢]w)-
Or il est clair que ¢ et 1) ont la méme signature et il suffit alors simplement de
vérifier Iégalité 9, ([¢lw) = 9,([¢)]w) pour les p = ¢;, ¢ € [1,1]. En effet, pour
les autres p, on a déja d,([¢lw) = 9p([¥]w) = Ow(r,)- Pour p = g;,

< 6‘11: (1)7 8‘11: (1)7 8q1: (1)7 aqi, (1) >=< Oa Oa 07 0>= 0W(IF(H)
Dot 9y, ([¢]w) = Oq, ([¢]w) dans W (Fy, ) si et seulement si dg, ([¢]w) = Owx,, ),
c’est-a-dire si et seulement si :

<O (0192 @), 0, (0102 - - - @), 0g, (01G2 - - - @), 0g (1G2 - - 1) >= Ow(, )

Or, Og, (@192 - @) = [1;2 @ # 0 (i 1 [, 4; car les g; étant deux a deux dis-
tincts) et donc (0, (142 - - - @1), Og, (0142 - .- @), Og, (142 - - - 1), Og, (@12 - - - @) est
équivalente a (1, —1) L (1, —0) sur F, (cf. classification des formes quadratiques
sur les corps finis) avec

o= A(@% (Q1Q2 cee QZ), 3(17: (‘hQQ e QZ), 3:17: (qqu e ql)a aQi(QIQQ . QZ)>)

4x3
Comme 6§ = (—1) 2 8y,(q1q2...q)" =1 dans F; /(F; ) ona:

(Og(q1q2 - @), 04, (192 - - - @1), 0, (1G2 - - - @1), Og, (142 - - . q1)) ~ 2.(1,—1)

et est donc bien hyperbolique sur IFy,. Ceci termine de montrer que :

9y: ([0lw) = g, ([Ylw) dans W (Fy,)

pour tous les ¢; et ¢ et 1 sont bien équivalentes. La forme diagonale v étant
elle méme équivalente a (n,n,n,n) on a par transitivité :

<n7 n’ n? n> = <1’ 17 17 1>

Comme n est représenté par (n,n,n,n), ((n,n,n,n)(1,0,0,0) =n), n est aussi
représenté par (1,1,1,1), deux formes quadratiques équivalentes ayant méme
domaine. D’ou, tout entier n est somme de quatre carrés de rationnels. O

8.3.2 Etude de I’équivalence entre les formes (n,n) et (1,1)

Proposition 8.3.2. Pour n € N*, les formes quadratiques rationnelles dia-
gonales (1,1) et (n,n) sont équivalentes si et seulement si pour tout nombre
premier p tel que v,(n) est impair on a p = 1[4].

Démonstration. Comme précédemment, n € N* se décompose sous la forme
n = [[i_,; p{ ot oy € N* et les p; sont des nombres premiers deux a deux
distincts, pour ¢ € [1,r]. Par réduction modulo les carrés de Q* on a aussi

n= H$:1 q; dans Q*/(Q*)? ou les g; correspondent aux nombres premiers dis-
tincts p; dans la décompositon précédente de n pour lesquels o; = 1[2]. Ainsi

(n,n) ~ <Hé:1 qi, Hﬁzl gi) et on va chercher & déterminer une condition néces-
saire et suffisante pour que <Hé=1 i, Hizl qi) et (1,1) soient équivalentes sur Q.
Puisqu’elles ont méme signature, elles sont équivalentes si et seulement si :
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l l
Vp € P,0p(< 1,1 >) =0,(< [l @ 1I;—; @ >) dans W (F))
ce qui équivaut encore au fait que :
Op(< 1,1 >) =9,(< Hézl i Hézl q; >) pour les p = ¢;, tels que i € [1,r]

puisque pour les autres p, on a :
1 !
Op(< 1,1 >) = 0p(< [[izy @: [Tich @ >) = Oww,)-

Pour p = ¢;, < 8Q¢(1)7 8%(1) >=<0,0>.D’u 8%‘ (<17 1>) = 6q1(<ni:1 di, Hi:l (]7,>)
dans W (FF,,) si et seulement si
! !
a‘h(< H¢=1 qis Hi=1 qi >) = 0W(]Fqi)
<= (04,(q192 - .- @), 04, (@142 - - - 1)) est une forme hyperbolique surF,,

Or Oy (g2 q) = [l @G # 0 (puisque ¢; 1 [ 95, les q; étant deux a
deux distincts) et (9y,(q1g2 - .- @), Oy (G142 - .. 1)) est donc une forme réguliere
de dimension 2 sur [Fy,. Un plan quadratique régulier étant hyperbolique si et
seulement si de déterminant —1, (9y,(¢192 - .- @), 0q: (@142 - . . 1)) est hyperbo-
lique :

— det((0y;, (192 -- - @), 0y (q1q2 - . . q1))) = —1dans IE‘;‘/(IFZ)Q
— (Il; %)* = —1dansFy, /(F;.)?

= —lest un carré delFy,

= ¢ =11[4]

Ainsi <Hé=1 i, Hizl gi) ~ (1,1) si et seulement si Vi € [1,], la forme diagonale
(Og; (192 - - - @), 0q, (192 - - - q1)) est hyperbolique, ce qui revient au fait que

Vie [L1], g =14

Par définition des ¢; ceci équivaut encore au fait que pour tout nombre premier
p tel que v,(n) est impair on ait p = 1[4], ce qui peut encore s’écrire sous la
forme v, (n) est pair pour tout nombre premier p tel que p = 3 [4]. O

Corollaire 8.3.1. Soit n € N*, alors n est somme de deuzr carrés de ration-
nels si et seulement si les formes quadratiques rationnelles (1,1) et {n,n) sont
équivalentes.

Démonstration. Dans la proposition 8.3.2, on a vu que les formes (1, 1) et (n,n)
sont équivalentes si et seulement si pour tout nombre premier p tel que v,(n) est
impair on a p = 1[4]. Supposons que les formes (1, 1) et (n,n) sont équivalentes,
alors n est représenté par (1,1) puisque n est clairement représenté par (n,n)
et ceci implique alors que n est somme de deux carrés de rationnels.

Inversement, supposons que n est somme de deux carrés de rationnels, alors
il existe un couple (z,y) € Q xQ non nul tel que n = (1,1)(z,y) = 2®+y2. Ainsi
la restriction (1,1),ect(2,y) €St équivalente a (n) et puisque (1,1) est réguliére
et que vect(z,y) est un hyperplan de Q2 par I'astuce de complétion avec un
déterminant on a :

(1,1) ~ (n,no) avec § = det((1,1))=1.
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Soit au final (n,n) ~ (1,1) si n est somme de deux carrés de rationnels. Donc
(n,n) ~ (1,1) si et seulement si n est somme de deux carrés de rationnels, ce
qui est équivalent & ce que pour tout nombre premier p tel que v,(n) impair on
ait p = 1[4]. O

Remarque 8.3.1. On peut montrer par I’étude de l’anneau des entiers de Gauss
(cf-[2] 6.9 page 56) que n est somme de carrés de deuz entiers si et seulement
st vp(n) est pair pour tout p = 3[4], ce qui est équivalent au fait que pour tout
p € P tels que vy(n) est impair on ait p = 1[4]. Ainsi, par le corollaire précédent,
on voit qu’un entier n est somme de deuxr carrés de rationnels si et seulement
s’il est somme de deuz carrés d’entiers.

Corollaire 8.3.2. Pour tout k € Q, les matrices :
1 0 : 3 0
0o 1)“\0 &

Démonstration. Supposons par 'absurde qu’il existe un & € Q* tel que les ma-
trices ci-dessus soient congruentes. Alors, pour un tel &, les formes quadratiques
diagonales (1,1) et (3, k) seraient équivalentes et 3 étant représenté par (3, k),
serait représenté par (1,1). D’aprés ce qui précéde, 3 s’écrirait comme somme
de deux carrés de rationnels et donc comme somme de deux carrés d’entiers,
absurde. O

ne sont pas Q-congruentes



Chapitre 9

Formes quadratiques
p-adiques, principes de Hasse
et application a I’étude des
formes quadratiques sur QQ

Dans ce chapitre, nous désignerons par P, 'ensemble P U {oc}, oit P re-
présente ’ensemble des nombres premiers.

Nous allons commencer par introduire briévement les corps p-adiques Q, qui
sont des extensions du corps Q, dont nous étudierons au coeur du chapitre les
groupes de Witt et Witt-Grothendieck associés. Nous verrons ensuite, comment
les morphismes induits par ’extension des scalaires explicités au chapitre 7, ap-
pelés ici morphismes de localisation et définis de W(Q) — W(Q,), assurent
un passage du rationnel au p-adique. Avec cet objectif d’étudier la connexion
entre les formes quadratiques p-adiques et rationnelles, nous admettrons volon-
tairement un certain nombre de résultats sur les formes quadratiques p-adiques
(pour les démonstration cf.[I] XVIII), le but étant ici plutot, d’appliquer ces
résultats a ’étude des formes quadratiques rationnelles. Nous mettrons ainsi
en avant, comment la compréhension des formes quadratiques p-adiques nous
permet d’obtenir des résultats intéressants sur les formes quadratiques sur Q,
tels que :
e sur Q, il existe une forme quadratique anisotrope et universelle.
e sur QQ, il existe une infinité de classes d’isomorphie de formes quadratiques
indéfinies anisotropes et de dimension 4.
Nous admettrons alors un certain nombre de propositions en rapport avec 1’étude
de l'isotropie et de l’anisotropie des formes sur Q,, résultats qui, associés au
principe de Hasse faible disant :
e qu’'une forme quadratique 1 est hyperbolique si et seulement si ses locali-
sées 1, = g, , Vp € P sont hyperboliques
et le principe de Hasse fort disant :
e qu’'une forme quadratique rationnelle v est isotrope si et seulement si ces
localisées 1, Vp € P, sont isotropes
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nous assurerons un passage du p-adique vers le rationnel et nous offrirons donc
des outils pour aborder le probléme de la vérification du caractére isotrope ou
hyperbolique d’une forme quadratique rationnelle, en passant par des formes
quadratiques auxiliaires que sont les localisées sur les corps p-adiques @, ainsi
que sur le corps R. Enfin, nous utiliserons le fait que toute forme quadratique
rationnelle indéfinie de dimension au moins 5 est isotrope pour nous intéresser
a la surjectivité du morphisme ® et voir comment trouver un antécédent & un
élément de W(R) & @,cp W(Fp) ot,

®:W(Q = W(R)&@,cp W(F,)

comme vu au chapitre précédent.

9.1 Une introduction élémentaire aux nombres p-
adiques

9.1.1 Définition de QQ, et des lois associées a sa structure
de corps

Dans cette partie, nous allons introduire briévement les nombres p-adiques
et donner quelques propriétés concernant les carrés de Q;, pour p € P.

Définition 9.1.1. On appelle nombre p-adique toute suite (ay)rez d’éléments
de [0,p — 1], vérifiant, Im € Z : Yk < m, aj, = 0.

Un nombre p-adique a peut donc se représenter par un développement illi-
mité formel :

a = app™ + am,+1pm+1 + ...+ ak.pk + ...
Le nombre entier a; sera appelé le chiffre de degré k de a.
Notation 9.1.1. Lorsque la suite a n’est pas nulle, l’entier relatif :
vp(a) =min{k € Z : a, # 0}

est appelé la valuation p-adique de a. On convient que v,(0) = co. On ap-
pelle entiers p-adiques les nombres p-adiques de valuation positive ou nulle
et unités p-adiques les nombres p-adiques de valuation nulle. On note ainsi
Q, lensemble des nombres p-adiques, Z;, l’ensemble des entiers p-adiques et Z,
celui des unités p-adiques.

Naturellement, on peut associer & tout entier naturel, la suite de ses chiffres
en base p, ceci nous permet d’identifier N a un sous-ensemble de Z,. Les entiers
naturels qui sont des unités p-adiques sont ceux dont la valuation p-adique est
nulle, soit donc les entiers naturels non divisibles par p. N pouvant étre vu
comme un sous-ensemble de @Q,,, on va définir des opérations d’addition et de
multiplication qui prolongent celles de N, en généralisant & des suites infinies,
les algorithmes d’addition et de multiplication en base p.

Soit deux éléments quelconques a et b de Q, et ’on note m = min(vy,(a), v, (D)).
On définit deux suites (gx)rez et (rg)rez par :
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o VE<m,q =1, =0
e Vk > m, les entiers g et r; sont respectivement le quotient et le reste de
qk—1 + ax + by modulo p
On pose alors a + b = (k) ez, ce qui définit la loi additive + sur Q,,.
on définit de méme deux suites (q},)kez et (7},)kez par :
e VE<m,qy=1rr,=0
o Yk > m, les entiers ¢, et 7, sont respectivement le quotient et le reste de
Q_q + ZjeZ ax—; + b; modulo p, la somme étant finie car pour k > m il
ne reste qu'un nombre fini de termes non nuls (ar—; = 0si j >k —m et
bj =0sij <m).
On pose alors a x b = (7},)kez, ce qui définit la loi multiplicative x sur @Q,.

Remarque 9.1.1. Lorsque a et b sont des entiers p-adiques, le caclcul des
chiffres de la décomposition de a X b et a + b en degré inférieur ou égal a n
ne fait intervenir que les chiffres de a et b en degré inférieur ou égal a n. Les
définitions de la loi 4+ et x sur Q, prolongent ’addition et la multiplication des
entiers naturels et font de (Qp, +, X) un corps commutatif contenant Z. Q étant
le corps des fractions de Z, il est le plus petit corps contenant Z, ce qui par
minimalité impose donc que Q se plonge naturellement dans Q,. En particulier
Zy est un sous-anneau de Q, dont Z; est le groupe des inversibles pour la loi
X.

Proposition 9.1.1. Tout élément a € Q; s’écrit de maniere unique sous la
forme a =p™b oum € Z et b € L) avec nécessairement m = vy,(a).

Démonstration. Soit @ = amp™ + Apmyp1p™ 4 ...+ app® + ..., ot la valuation
m = vp(a) est définie uniquement sans ambiguité et a; € [0,p—1]. Ainsi, on a :

a=pm X (Am + A1+ ... Fappt ™+ )

et + et x prolongeant sur Q,, les lois sur les entiers, il vient a = p™ x b oil
b=tm+amiip+...+apptm+... € Zy, et x désigne la loi multiplicative sur
Qp. O

Remarque 9.1.2. Soitr € Q* et p € P. Alors, on sait qu’il existe p1, g1 entiers
premiers avec p tels que r = p”P(T)p—l, Ainsi, puisque p1,q, sont premiers avec

D, ce sont des unités p-adiques et les lois + et x de Q, prolongeant celles des
entiers, il vient que plql_1 est aussi une unité p-adique, Z,; étant d’apres la
remarque précédente un groupe pour la loi X. D’aprés l'unicité d’écriture d’un
élément a € Q" C Qy, décrite dans la proposition ci-dessus, la valuation p-adique
de r en tant que nombre rationnel a le méme sens que la valuation p-adique de
r en tant que nombre p-adique.

9.1.2 Etude des carrés de Q,
Carrés de Q,, p premier impair.

Afin de simplifier 1’étude des formes quadratiques sur Q,, il est commode de
savoir déterminer si deux éléments de Q sont dans la méme classe modulo
les carrés de Q), notamment afin de réduire au mieux I’écriture d’une forme
quadratique diagonale sur (9, mais aussi connaitre des systémes de générateurs

pour les groupes W(Qy) et W(Qp).
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Proposition 9.1.2. Soit a et b deux éléments de Qj,. Alors, pour m = vp(a) et
n = v,(b), les éléments a et b ont la méme classe dans Q5 /(Q})? si et seulement

m =n (2] et si am et b, sont égaur modulo les carrés de Fy,.

Corollaire 9.1.1. Soit p un nombre premier impair. Le groupe (@;/(Q;‘,)2 est
de cardinal 4, ses éléments sont les classes respectives des entiers 1,e,p, pe o
e désigne un représentant dans [0,p — 1] de la classe des non carrés de Fp.

Démonstration. On a :
e 1,(1) =0=0[2] et la classe de 1 modulo p est un carré de F}.
e vy(p) =1=1[2] et le chiffre de degré 1 de p est 1, dont la classe modulo
p est un carré de F7.
o ¢ € [0,p— 1], soit vp(e) = 0 = 0[2], le chiffre de degré 0 étant € dont la
classe modulo p n’est pas un carré de Fj.
o vy(pe) =1 = 1[2], le chiffre de degré 1 étant ¢ dont la classe modulo p
n’est pas un carré de Fy.
Puisque Z/2 et F}; /(F5)? sont d’ordre 2, les quatre cas exposés ci-dessus décrivent
toutes les situations envisageables et 1,p, e, pe sont bien des représentants des
quatre classes du groupe Q7 /(Q5)?. O

Remarque 9.1.3. Par définition de la loi + sur le corps Qp, on a :
I+(p-D+@-Dp+@-1)p*+...+(-1)p"+...=0

et donc —1=(p—1)+@—p+{p@—-1)p*+...+(p—1)p"+... sur Q,. Ainsi,
vp(—1) = 0 et son chiffre de rang 0 est p — 1. Comme dans Fp,, p—1 = —1, il
vient que :

o —1 =1 dans Q;/(Q})?* si —1 est un carré modulo p

o —1=c¢ dans Q}/(Q})? si —1 n'est pas un carré modulo p.

Corollaire 9.1.2. {< 1> ,<e>,<p>,< pe >} est un ensemble générateur
de W(Qy) et {(1),(p), (e), (pe)} est un ensemble générateur de W(Q,).

Carrés de Qo

Proposition 9.1.3. Soit, deux entiers 2-adiques a et b de valuations 2-adiques
respectives m et n. Ainsi, on a :

276 = Ay + Q12 + am+222 + am+323 ot ap2km 4
et
27" = by, + bpg12 + bpg22? + byg323 + . app® + .
Alors, a et b ont la méme classe dans Qb/(Q%5)? si et seulement si :
m=n2] et am + ami12 + ami222 = by + bpi12 + by 022 [8]
ot l'on note la congruence ci-dessus 2~™a = 27"b[8].

Corollaire 9.1.3. L’ensemble Q3 /(Q3)? contient 8 éléments qui sont les classes
respectives des entiers 1,3,5,7,2,6,10 et 14.
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Démonstration. Si a € Z; est en entier 2-adique, alors :
a=14a12+ a2+ ...
et donc, selon que a; = 0 ou 1 et que az = 0 ou 1, on voit que
1+a12+a222=1,3,50uT.

Ces éléments étant distincts modulo 8, les entiers 2-adiques 1, 3, 5, 7 représentent
donc 4 classes distinctes modulo (Q3)?. On obtient les autres classes de Q3 /(Q3)?
en multipliant chacun de ces entiers par 2. Supposons en effet que a € Q% et
va(a) =2k +1=1[2], alors :
a = a2k+122k+1 + a2k+222k+2 + ...+
et donc :
27D = agp iy + agki22 + agk 4322 ...

Alors asggy1 # 0 = agxr1 = 1 et selon que agi2 = 0 ou 1 et que aggyr3 =0 ou
1, on trouve que :

Agk41 + Qo422 + agk4322 = 1,3,5,7(8]

Puisque l'on a 15(2) = 12(6) = v2(10) = v5(14) = 1[2], notant m leur valuation
on retrouve 2-™ =1, 3,5, 7[8] et donc les entiers 2, 6,10 et 14 sont des représen-
tants des 4 autres classes de Q3/(Q3)?, chaque élément de (Qg2)* de valuation
impaire étant modulo (Q3)? égal & un de ces éléments la. O

Remarque 9.1.4. Comme dans le cas p premier impair, on a :
“1=14242242%4 . 42"+ ...
Alors vo(—1) =0 et 1 +2+22 = 78], soit —1 =7 sur Q3/(Q3).

Pour les applications & venir, on aura besoin de connaitre la table de multipli-
cation de ce groupe. On l'obtient, en appliquant la régle de calcul énoncée a la
proposition 9.1.3 :

Table de multiplication de Q;/(Q;)z

X 1 (3|5 |7]2]6 10|14
1 113 |5 |7 |26 ]|10]14
3 31| 7|56 2|14]10
5 5 | 7|13 ]10|14 | 2 6
7 7151311410 6 2
2 216 |10]14] 1] 3 ) 7
6 6 |2 |14]10] 3 |1 7 )
10|10 (14| 2 | 6 | 5 | 7 1 3
1414110 6 | 2 | 7 | 5 3 1

Corollaire 9.1.4. {<1>/<3><5><7><2><6>,<10>,<14 >}
est un systeme générateur de W(Qs) et {(1),(3), (5), (7}, (2), (6), (10), (14)} est

un systéme générateur de W(Qz).
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Ceci clot cette partie introductice, nous allons maintenant nous intéresser aux
différents liens qui existent entre les formes quadratiques rationnelles et p-
adiques et allons voir comment obtenir des renseignements sur une forme qua-
dratique rationnelle réguliére ¢, & partir de ’étude de ces différentes localisées

dp = qQ,, Pour p € P.

9.2 Du rationnel au p-adique

9.2.1 Morphismes de localisation

Définition 9.2.1. Soit ¥ une forme quadratique réguliére sur Q et p € Py,. On
appelle localisée de i) au voisinage de p que l’on note 1, la forme quadratique

g, -

Définition 9.2.2. Pour p € P, on appelle morphisme de localisation, le mor-
phisme W(Q) — W(Q,), associé canoniquement & l’extension des scalaires
Q Cc Qp. Pour p = 0o, ce morphisme de localisation est le morphsime d’exten-
sion des scalaires de Q a R que l'on a exhibé dans le chapitre sur le groupe de

Witt W (Q).

Dans le chapitre sur le groupe de Witt, nous avons vu, qu’il existait un unique
morphisme de W(Q) dans W(F,) tel que : ¥r € Q*, d,(< r >) =< 9p(r) >.
Pour p € P, on peut définir de méme, un unique morphisme de W(Q,) dans
W (F,) noté 9, et tel que J,(< r >) =< Jp(r) >,¥r € Qy, ou I'application
Op : Q" — F} vu au chapitre précédent se prolonge naturellement a Q.

Définition 9.2.3. Soit a € Q,,. On pose :

%

resp(a) = am € Fy,

ot m = vp(a).
et
Op(a) =resp(a) sivp(a) =1[2] et Op(a) =0 sivp(a) =0[2].
Proposition 9.2.1. I existe un unique morphisme de groupes
0 - W(Qp) — W (Fy)
vérifiant
Vr € Qp,0,(< 1 >) =< 9y(r) >.
Alors, on a :
Vr € Q% 0p(< 1 >) =< 0p(r) >= 0, (< r >q,) = 9,(f(<r>))
ou f: W(Q) — W(Q,) désigne le morphisme de localisation. Puisque I’en-
semble, {< r > r € Q"} est une partie génératrice de W(Q), 9, o f = 0, sur

une partie génératrice et donc sur W (Q) tout entier, les applications f, d, et 81’,
étant des morphismes de groupes.
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9.2.2 Principes de Hasse

Dans cette section, nous allons énoncer et démontrer le principe de Hasse faible
et simplement énoncer sans démonstration le principe de Hasse fort. Nous ver-
rons comme son nom l'indique que le principe de Hasse fort implique celui de
Hasse faible et qu’en dimension 2 et 3 les deux principes sont équivalents. Nous
nous attarderons également sur des applications de ces principes qui illustrerons
le lien étroit qui existe entre les propriétés d’une forme quadratique rationnelle
et celles de ses localisées.

Définition 9.2.4. On note ¥ le morphisme de localisation définie par :

b (WO = W® e, e,
Ce— qR+Zpqup

ot Uon garde ici, par commodité, la notation additive @@
du produit direct usuel d’une infinité d’ensembles.

vep W(Qp) pour parler

Théoréme 9.2.1. Principe de Hasse faible

Deux formes quadratiques rationnelles régulieres ¢ et ¥ sont Witt-équivalentes
si et seulement si ¢, et 1, sont Witt-équivalentes pour tout p € Pos. On peut
reformuler ce théoréme de la fagon suivante : une forme quadratique rationnelle
régquliere ¢ est hyperbolique si et seulement si ¢, est hyperbolique quelque soit
D€ Ps.

Démonstration. On va montrer I'injectivité du morphisme de localisation W ci-
dessus ce qui montrera le résultat. En effet, si ¥ est injective, alors pour ¢ et ¢
deux formes quadratiques rationnelles réguliéres, on a :

[Ww = [9lw <= V([vlw) = ¥([¢lw)

= Y€ Poo, plw = [dplw
— VP € Poo, Up z Op

En composant par le morphisme :

IdW(JR) D @pGP 8;2 : W(R) S @pep W(Qp) — W(R> ® @peP W<]Fp)

ona: (Idww) ®@,ep 9,) 0¥ = @ ot © est comme on I'a vu, un isomorphisme.
Alors, si on suppose que ¥ n’est pas injective, il existe ¢ et ¢’ formes quadratiques
rationnelles réguliéres telles que [qlw # [¢'|lw € W(Q) et U([q]lw) = V([¢']w).
Et,

(Idw ) © Dpep 0p) 0 Y(alw) = Tdw®) & Dpep 9,) o ¥([¢'lw)

soit : ®([qlw) = ®([¢'lw) = [dlw = [¢']w € W(Q) par injectivité de @, ab-
surde. D’ou ¥ est injective, ce qui montre le principe de Hasse faible.

Montrons ’équivalence entre les deux formulations. Soit ¢ et 1 deux formes
quadratiques rationnelles réguliéres. Alors, supposons que ¢ et ¥ sont Witt-
équivalentes si et seulement si leurs localisés ¢, et 1, sont Witt-équivalentes
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pour tout p € P. Alors ¢ est hyperbolique si et seulement si [¢]w = Ow (g)
c’est & dire si et seulement si :

w0
— VP € P, P % 0
= Vp € Pu, ¥pest hyperbolique

Ainsi, la premiére formulation du principe de Hasse faible implique la seconde
formulation. Inversement, supposons que ¢ est hyperbolique si et seulement
si Vp € P, ¢p est hyperbolique et montrons que cela implique la premiere
formulation du principe de Hasse faible. Alors,

[Plw = [Y]w
[9lw — [Wlw = Ow(q)
[pL(=¥)lw = Ow(q)
L (=), est hyperbolique
Vp € Poo, (WL(—%))p, est hyperbolique
Vp € Poo, ¥pL(—1),, est hyperbolique
Vp € Pos, [UpL(—=¥)plw = Ow(q,)
Vp € Pos, [thplw — [plw = Ow(q,)
Vp € P, W}P]W = [¢p]W

rrereeee

et la seconde formulation du principe de Hasse faible implique la premiére. Les
deux formulations sont donc naturellement équivalentes. O

Tout comme le test de Witt-équivalence rationnelle reposait sur l’injectivité
du morphisme ®, le principe de Hasse faible repose donc sur l'injectivité du
morphisme de localisation V. En revanche, contrairement au morphisme ®, le
morphisme de localisation n’est pas surjectif :

Corollaire 9.2.1. Le morphisme de localisation
U:WQ) — W(R)® @pep wW(Qy)
et sa restriction a I(Q),
U : Q) — I(R) © D,cp 1(Qp)
ne sont pas surjectifs.

Démonstration. On va prouver de maniére directe que ¥ n’est pas surjectif en
exhibant un élément de W(R) & @, W(Q,) non atteint. Soit < 1,1 >, dans
W(Q2), la localisée sur Q2 de < 1,1 >€ W (Q). On considére la suite presque
nulle (0,< 1,1 >2,0,...) ou seul I'élément < 1,1 >5 de W(Q2) est non nul. En
effet, < 1,1 >27# Ow(q,) car :

< 1,1 >5=0w(q,) <= (1,1) est hyperbolique sur Q.
<= -1 est un carré de Qo

Or -1 = 7 dans Q;/(Q;)Q et donc < 1,1 >27# O (q,)-
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Supposons (0, < 1,1 >5,0,...) atteint par ¥, c’est a dire qu’il existe ¢ forme
quadratique rationnelle réguliére telle que ¥([p]w) = (0, < 1,1 >2,0,...). Or la
composée (idy (k) © @pGP d,) o ¥ est exactement I'isomorphisme @ tel que :

o, [VQ — WR) & @, W(E,)
Nr— 2+ > pep Op(T)

Alors :

idw ) ® 6D 9, (T ([elw))

peEP

idW(R) ©® EB;DGP (91;(0, < 1,1 >5,0, )

= (0,05(< 1,1 >3),0,...).
Or 9y(< 1,1 >3)) =< 3a(1),0a(1) >= Ow (r,) ce qui nous donne :

([plw) = idwwr) & D,pep 3;(\1/([90]w)) = Ow(r,)

Mais ® étant un isomorphisme, il vient alors [¢]w = Ow () et donc :

Y([elw) = Ow®ad, ., wE,)

absurde, puisque U([¢]w) = (0,< 1,1 >5,0,...) # Ow (R)&@, . W (F,)- Donc ¥
non surjectif car (0, <1,1>5,0,...) € W(R)®€D,cp W(Qp) non atteint par 0.

Pour finir étudions la restriction de ¥ a I(Q). Tout d’abord, il est clair que
V() est a valeur dans I(R)@@pep I(Q,), puisque si < aq, .., az, >€ I(Q) avec
ai, .., az, € QF alors < as,..,as, >p ot p € PU{oo} est encore de dimension
paire vue comme classe de Witt-équivalence sur Q. Or,

(0,< 1,1 >2,0,...) € I(R) & @, 1(Qy)

n’est pas atteint par ¥ donc n’est pas atteint par Wy(q) et

Vi 1(Q) — IR)® EBpep 1(Qp)

non surjectif. O

Remarque 9.2.1. Ce premier principe de Hasse n’est pas le moyen le plus
adapté pour montrer qu’une forme quadratique rationnelle de dimension 2n est
hyperbolique, il est bien plus commode d’utiliser le test d’équivalence rationnelle
et de tester ’équivalence avec la forme n.(1,—1). Néanmois, d’un point de vue
théorique, il est intéressant de voir comment des propriétés "locales”, concernant
les formes localisées qui sont des formes quadratiques p-adiques peuvent étre
associés o des propriétés "globales" sur la forme quadratique rationnelle que
l’on souhaite étudier. Ce principe de Hasse faible est le premier exemple d’une
telle connexion, on en verra d’autres par la suite, notamment avec le principe
de Hasse fort qui suit.

Théoréme 9.2.2. Une forme quadratique rationnelle réguliére 1) est isotrope si
et seulement si 1, est isotrope pour tout p € Poo.

Démonstration. cf.[TI] XIX page 420. O
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Remarque 9.2.2. Le test d’équivalence rationnelle ne fournit pas en revanche,
de critére pour montrer qu’une forme quadratique rationnelle donnée est iso-
trope, (& moins de tester l’équivalence avec une forme quadratique rationnelle
dont on sait déja qu’elle est isotrope, ou d’utiliser l’astuce de la dimension 4 si la
situation s’y préte), le principe de Hasse fort, nous permettra de tester l’isotopie
d’une forme sur Q, une fois que l’on aura caractériser les formes quadratiques
isotropes et anisotropes sur les corps Q.

La proposition qui suit, justifie pourquoi le second principe de Hasse que nous
avons présenté est dit "fort”, alors que le premier que nous avons évoqué est dit
"faible".

Proposition 9.2.2. Le principe de Hasse fort implique le principe de Hasse
faible et en dimension 2 et 3 ces deux principes sont équivalents, c’est-a-dire
qu’on déduit du principe de Hasse faible, celui de Hasse fort.

Démonstration. Montrons dans un premier temps, que le principe de Hasse fort
implique le principe de Hasse faible. Soit ¢ une forme quadratique rationnelle
réguliére, que 'on suppose hyperbolique. On a donc :
¢ hyperbolique —> In e N*, ¢ ~n.(1,—-1)
= dneN* Vpe Py, ¢p >~ (n(l,—1)),
= dneN* Vpe Py, ¢, ¥n.(l,—1),

Or, (1,—1) est réguliére isotrope, ce qui implique d’apreés le principe de Hasse
fort que (1, —1), est aussi réguliére, isotrope, pour tout p € P. D'ou, (1,—-1),
est hyperbolique pour tout p € P, d’aprés la caractérisation des plans hyper-
boliques. Comme ¢, ~ n.(1,—1),, ¢, est équivalente a la somme orthogonale
de plans hyperboliques et est donc hyperbolique. D’ou :

¢ hyperbolique = Vp € P, ¢, est hyperbolique.

Supposons désormais que ¢ n’est pas hyperbolique. Par décomposition de Witt,
il existe n € N et ¢, forme quadratique anisotrope telle que :

¢ ~n.(l,—1) L,

et donc ¢, ~ (n.(l,—1)Lgy), ~ n.(1,—1),L(¢s)p, pour tout p € Ps. Si on
suppose que Vp € P, ¢, est hyperbolique, il vient :

Vp € Poo, n.(1,—1),L(¢a)p hyperbolique
ce qui équivaut & :
Vp € Poo, (¢4)p hyperbolique.

Or (¢q)p hyperbolique pour tout p € Py, implique que (¢,), est isotrope pour
tout p € Py. Par le principe de Hasse fort, ceci donne ¢, isotrope, absurde.
D’ou,

¢ non hyperbolique = Jp € Py, ¢, non hyperbolique
ce qui montre par contraposée que :

Vp € Poo, ¢p hyperbolique = ¢ hyperbolique.
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ce qui achéve de montrer que le principe de Hasse fort implique le principe de
Hasse faible.

Montrons qu’en dimension 2 et 3, on peut déduire le principe de Hasse fort,
du principe de Hasse faible. En dimension 2, une forme quadratique rationnelle
réguliére est hyperbolique si et seulement si elle est isotrope. Donc, d’apreés le
principe de Hasse faible :

¢ est réguliére isotrope < ¢ est hyperbolique
— Vp € Poo, ¢pest hyperbolique
= Vp € Pu, ¢pest réguliére isotrope

et d’ou le principe de Hasse fort. En dimension 3, pour ¢ forme quadratique
rationnelle réguliére, de discriminant 9,

¢ est isotrope <= ¢L(9) est isotrope
— ¢L(5) est hyperbolique
<= Vp € P, (¢L(d)),est hyperbolique
= Vp € Puo, ¢pp-L(0),est hyperbolique
= Vp € Poo, ¢pL(0)p est isotrope
— Vp € Poo, ¢pest isotrope

Les équivalences ci-dessus découlent de 'application de 'astuce de la dimension
4 et de l'application du principe de Hasse faible. Le principe de Hasse fort est
donc déduit du principe de Hasse faible en dimension 2 et 3. O]

La proposition suivante est une nouvelle illustration du fait que I'on peut ob-
tenir des renseignements sur une forme quadratique rationnelle en étudiant ces
localisées associées sur les corps Q,. Nous appliquerons ensuite cette proposi-
tion, pour montrer qu’en dimension 2, une forme quadratique rationnelle ¢ est
hyperbolique si et seulement si ces localisées sont hyperboliques, presque pour
tout p € Pwo.

Théoréme 9.2.3. Soit ¢ ety deur formes quadratiques rationnelles réguliéres.
Si pour presque tout p de PU{oo}, c’est a dire pour tout p sauf éventuellement
un nombre fini, les localisées au voisinage de p, V¥, et ¢, sont équivalentes, alors
¢ et i ont méme discriminant.

Pour démontrer ce résultat on va utiliser le lemme suivant :

Lemme 9.2.1. Soita € Z*\{1} sans facteur multiple, alors il existe une infinité
de nombres premiers p tels que a ne soit pas un carré de Fy.

Démonstration. Soit a € N*\{1} sans facteurs multiples, il existe alors  nombres
premiers distincts tels que a = szl p;. Dans un premier temps, on suppose
que 2 ne divise pas a. Alors, dire que a n’est pas un carré de Fy, oi ¢ est
un nombre premier impair, se traduit & I'aide du symbole de Legendre par :
T
<M> = -1+ I[_, (pz) = —1 par multiplicativité de celui-ci. Les
q

q
pi, & € [1,7], étant tous des nombres premiers impairs, par la loi de réciprocité

quadratique, il vient :
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q Di

Par application de la loi de réciprocité quadratique, le probléme qui consistait a
trouver ¢ tel que a soit un non carré de F}; se rameéne a trouver g tel que g vérifie
un certain nombre d’égalités modulo p;, avec les p; entiérement détérminés par
a. Puisque,

I (pi> =TI/, (q> (1)<pi > 1) (%>

(Z) = I <q> (_1)<p1-21>((]21>

Di

() 7)== ()

i=1
Di

pour ¢ = 1[4] il existe k € N* tel que ¢ — 1 = 4k et donc 4 5 = 0]2], ce qui se

traduit dans 1’égalité ci dessus par :

(£)- e (2) ol T

q Di

et donc :

()= ()

Pour que ¢ vérifie I'égalité ci dessus il suffit par exemple que ¢ soit un carré
modulo tous les p; sauf un (par exemple p,) et que ¢ soit congru a 1 modulo
4. Ceci nous pousse alors & chercher s’il n’y aurait pas une infinité de nombres
premiers impairs ¢ vérifiant le systéme de congruence suivant ou a, est tel que
@, n’est pas un carré de F .

q =1[p]
q =1[po]
q =1[ps]
(S1){ 4 =1[p4
q =arp]
q =1[4]

Les p; étant impairs et deux a deux distincts, par le lemme Chinois, il existe un
entier b pour lequel le systéme ci-dessus est équivalent & la congruence :

¢=b[4]];_, pi] < ¢ =bl4al.

Si on montre que b A4 H::I p; = 1 alors, par le théoréme des nombres premiers
de Dirichlet, on aura l’existence d’une infinité de nombres premiers ¢ vérifiant
q = b4, pi] et donc vérifiant le systéme (S1). D’aprés nos considérations
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précédentes, ceci donnera donc une infinité de nombres premiers impairs ¢ tels

que <a> =—1.
q

Supposons par l'absurde que b A 4]._, p; # 1, alors b et 4[[;_, p; ont un
diviseur commun et donc nécessairement 2 ot un des nombres premiers p; divise
b. Soit alors g tel que ¢ = b[4]];_, p;] et supposons p; | b. Comme 4[]._, p; | ¢—b
on a aussi p; | g—b, soit ¢ = b[p;]. Or, p; | b et donc b = 0 [p;], absurde. En effet,
on aurait sinon ¢ = 0 [p;] ce qui est contraire au fait que par le lemme chinois
q vérifie le systéme (S1) et donc ¢ = 1[p;] si @ # r et ¢ = a, [py], ol a, non nul
modulo p,. De méme si ¢ = b[4]]\_, p;], ceci implique en particulier ¢ = b|2].
Si on suppose 2 | b, alors b = 0[2], absurde car alors on aurait ¢ = 0[2] et donc
q # 1[4]. Ceci termine 1’étude du cas ou a > 0 est sans facteur multiple, non
divisible par 2.

Supposons désormais a est sans facteur mutltiple et divisible par 2. Alors a

s’écrit 2 H;l p; ot 7 € N* et les p; sont des nombres premiers impairs, deux a
deux distincts. On cherche ¢ nombre premier impair tel que :

D Bm)-
e ()0

q =1

— r q 2 ST 2 —
- z L) (1 -1
(Q> Hims (Z%) =)
-1 (q—1>2, <p¢—1>
- 08 L (2)ent 2T o
Di
¢ - q-
Prenons alors ¢ tel que ¢ = 18], alors on a : T = 01[8] et = 01[4] et

() ()

Alors comme précédemment, on voit que, pour que ¢ vérifie I’égalité ci dessus,
il suffit qu’il vérifie le systéme de congruence suivant ou a, est tel que @, n’est
pas un carré de Fj :

-

R R R
1/ .l
—
=
w

<
|
S
§
=
=
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Comme précédemment, les p; étant impairs et deux a deux distincts, par le
lemme Chinois, il existe un entier b tel que le systéme ci-dessus soit équivalent a
la congruence : ¢ = b[8]/_, p;]. Si on montre que bA8T]._, p; = 1 alors, par le
théoréme des nombres premiers de Dirichlet, on aura I'existence d’une infinité
de nombres premiers ¢ vérifiant ¢ = b[8[];_, p;] et donc vérifiant le systéme
(S2). Supposons par Pabsurde que b A 8[[;_, p; # 1, alors b et 8[]._, p; ont
un diviseur commun et donc nécessairement 2 ou un des nombres premiers p;
divise b et on montre exactement comme précédemment que ceci est absurde.
Ceci termine le cas ot a > 0 est sans facteur multiple, divisible par 2. Le cas
ol a < 0 sans facteur multiple se montre de maniére tout a fait similaire, ce qui
achéve la demonstration du lemme. O

Passons a la démonstration du théoréme.

Démonstration. On va montrer le résultat par contraposée. Supposons ¢ et ¢
deux formes quadratiques rationnelles réguliéres, telles que :

A(g) # AY).

On va alors prouver qu’il existe une infinité de p € P tels que :

bp £ Vp

Si dim(¢) # dim(1)), alors nécessairement ¢, % ¥, Vp € Pos car Q C Q,
car deux formes quadratiques de dimension différente ne peuvent pas étre équi-
valentes (¢, ont méme dimension que leurs localisées au voisinage de p). Si
dim(¢) = dim(¢) alors, comme A(¢) # A(), on a det(¢) # det(yp) dans
Q*/(Q*)?, soit en multipliant & gauche et a droite par det(v)),

det(¢p)det (1)) # det(z))? et donc det(¢)det(p) # 1
dans Q*/(Q*)? .
Si dim(¢) # dim(v), on a déja le résultat souhaité, donc on suppose :
A(g) # A(Y) avec dim(¢) = dim(y)

soit en particulier, det(¢)det(1)) # 1 dans Q*/(Q*)2. On choisit alors un repré-
sentant de la classe de det(¢)det(1)) dans Q*/(Q*)?2, que 'on peut écrire sous la
forme a = £]/_, p; ol les p; sont des nombres premiers deux & deux distincts.
D’aprés le lemme 9.2.1, il existe une infinité de nombres premiers impairs tels
que a ne soit pas un carré de F;. Considérons donc g un nombre premier impair,
premier avec a et tel que a ne soit pas un carré de F;. On va montrer alors que :

Pq # g
D’aprés 1’étude des carrés du corps Qq, (¢ premier impair), on sait que :
a==x[[;_, pi € Q CQq est un carré de Q,
si et seulement si @ =1 dans Q} / (Q;)Z, ce qui équivaut encore a ce que :
vala) = v,(1) [2

que le premier chiffre des développements g-adique de a et 1 aient la méme classe
dans F;/(F7)?. Or 1 et a sont des unités g-adique car 1,a € Z et gt 1,q 1 a ce
qui donne que :



129

a .
En revanche, ( = —1 montre que a n’est pas un carré de Fj, contrairement
q

a1 et donc 1 # a dans F;/(F;)?, d'ou au final a n’est pas un carré dans Q;. Or,

det(¢)det(1)) = det(¢q)det(1hg) dans Qg /(Q;)?

(¢ et ¢, sont représentées par les mémes matrices et ont donc méme déterminant,
cf. proposition 7.3.1) et comme a n’est pas un carré dans Qy, en termes de
localisées au voisinage de ¢, ceci implique que :

det(¢)det(y) # 1 dans Q; /(Q;)*
= det(¢g)det(ty) # 1 dans Q/(Q)>
= det(¢,) # det(ty) dans Q;/(Q;)?
—— (z)q ¢ 7/’:1

Or, il y a une infinité de q tels que ¢ € P\{2},aAg=1 et ) d’aprés
q

le lemme 9.2.1, soit donc une infinité de ¢ € P U {oo} tels que ¢g % g, ce qui
donne le résultat par contraposée. O

Corollaire 9.2.2. Soit ¢ une forme quadratique rationnelle réguliére de di-
mension 2. Si pour presque tout p € P U {oo}, ¢, est hyperbolique alors ¢ est
hyperbolique.

Démonstration. Soit ¢ une forme quadratique rationnelle réguliére de dimension
2, alors ¢ est hyperbolique si et seulement si A(¢) = 1 dans Q*/(Q*)?2. Dire que
pour presque tout p € P U {oo}, ¢, est hyperbolique est alors équivalent a dire
pour presque tout p € PU{oo}, ¢, ~ (1, —1),. D’apres le théoréme, ¢ et (1, —1)
ont alors méme discriminant c’est a dire A(¢) = 1 dans Q*/(Q*)?, ce qui comme
¢ est de dimension 2 suffit pour dire que ¢ est hyperbolique. [

Remarque 9.2.3. Par le principe de Hasse faible, ¢ forme quadratique ra-
tionnelle réguliere est hyperbolique si et seulement les localisées au voisinage de
D, ¢p sont hyperboliques pour tout p € Ps. Ainsi, en dimension 2, pour mon-
trer que ¢ est hyperbolique, il suffit par le corollaire précédent, de montrer que
¢p est hyperbolique pour presque tout p, ce qui prouve alors en fail que ¢, est
hyperbolique pour tout p.

9.3 Formes quadratiques sur Q,, p € P\{2}

9.3.1 Etude des groupes W(Q,) et /W(Qp), p € P\{2}

Le théoréme suivant, va nous permettre d’exhiber la structure du groupe de
Witt W(Q,), puis de son groupe de Witt-Grothendicek W(Q,).

Théoréme 9.3.1. Soit p un nombre premier impair. Le morphisme :

. {W(@,D)HW(Fp)xW(Fp)
. [Wlw — (%([P%/J]W)ﬁ;([(ﬁ]w))

est un isomorphisme de groupes.
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Démonstration. L’application « est clairement un morphisme de groupe, puisque

8]’0 est on I’a vu un morphisme, tout comme lapplication [¢]wr — [pY]w ol

pY : ¢ — py(x) (il suffit de montrer que ¢ — [pY]y vérifie les hypothéses de
la seconde propriété universelle, cf proposition 6.5.2). On va chercher a définir la
réciproque de a ce qui montrera sa bijectivité et 'isomorphisme annoncé. Soit
B définie par :
5 [B—W@)
k— <k>

Drabord, on doit montrer que 8 est bien définie, c’est-a-dire ne dépend pas du
choix du représentant de la classe k. En effet, soit r le reste dans la division

euclidienne de k par p. On a k = pq + r et via Iécriture p-adique des entiers, il
vient :

k=r+plag+arp+azp® +...)

Alors, r € [1,p— 1] puisque k non divisible par p, ce qui implique que k et 7 ont
méme valuation p-adique, qui est nulle. Comme k = 7, k et r ont méme classe
modulo (F%)? et d’aprés la proposition 9.1.2, sont égaux modulo (Q})?. Ainsi,

B(k) =<k >=<r >= B(T) et B est bien définie.

On doit maintenant vérifier les hypothéses de la proposition 6.5.4, pour
étendre la définition de 8 a W (Q,). D’aprés la proposition 6.5.2, § vérifie claire-
ment ces hypothéses, et donc 3 induit un morphisme de 8 : W(Q,) — W (F,)
tel que :

Vk € Z, B(< k >) =< k > W(F,).
On peut définir également & partir de 3 le morphisme :
, {Wam x W(F,) — W(Q,)
([olw, [¥]w) — B([¢lw) + B([pY]w)
Alinsi, pour (ay,...,am,b1,...,b,) des entiers premiers avec p, on a :
S(< AL,y >, < b1,y by >) =< ay,...,a4m >+ < pby,...,pb, >
On a alors, sipAk =1,
(6oa)(<k>)=06((0(<pk>),0,(<k>)=06(<k><0>)=<k>
et
(6oa)(<pk>)= 6(0,(<p*k >),0,(< pk>))
= 0(0,(< k >),0,(< pk >))
= d<0><k>)=<pk>

Ainsi, § o a = Idy (q,), car 6 o a = Id sur une partie génératrice de W(Q,), cf
corollaire 9.1.1. Tout élément de W (F,,) pouvant s’écrire < @, . .., Gr, > ol les a;
sont premiers & p, (si par exemple a1 = 0 alors, < 1, ..., 0y >=< A3, .., Gy >
et on peut opérer ainsi jusqu’a obtentir aucun terme nul), on a :

Qo 8(< AL, .Gy >, <bi,....,0p >)= a(<ay,...,am >+ <pbi,...,pb, >)

= O[(< al?"'aam7pb17"'7pbn >)
(AL, ylm >, < b1,...,0, >)
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Ce qui prouve que a0 = Idw (r,)xw (r,) €t achéve de montrer le théoréme. []

Du théoréme précédent et de la structure des groupes de Witt et Witt-Grothendieck
sur les corps finis, on déduit :

Théoréme 9.3.2. Structure du groupe de Witt W(Q,) et du groupe de

Witt- Grothendieck W(Qp)
Soit p un nombre premier impair.

1. Sip=1[4], alors W(Q,) ~ (Z/2)* et W(Q,) ~ Z x (Z/2)?
2. Sip=3[4], alors W(Q,) ~ (Z/4)? et W(Q,) ~ Z x Z/2 x Z/4

Démonstration. La structure de W(Q),) est obtenue immédiatement en utilisant
les isomosphismes déja établis :

o W(Qp) = W(F,) x W(Fp)

o W(F,) ~Z/2xZ/2sip=1[4]

o W(F,) ~Z/4sip=3[4]
Pour établir la structure de /W(Qp), on utilise I'isomorphisme :

W(Q,) ~Z x I(Q,)

ou I(Q,) est d’indice 2 dans W(Q,) dont nous venons juste d’établir sa struc-
ture. Puisque, W(Q,) est isomorphe & (Z/2)* ou (Z/4)?%, il s’agit d’un groupe
abélien d’ordre 16 et I(Q),) est alors nécessairement un groupe abélien d’ordre
8. Par le théoréme de structure des groupes abéliens finis, I(Q),) est isomorphe
AZ/8, (Z)2)% ouZ/2 x Z/4.

Suppons p = 1[4], alors W(Q,) ~ (Z/2)* et donc W(Q,) n’a que des élé-
ments d’ordre 2 (hormis I’élément neutre). Ansi 1(Q,) n’a que des éléments
d’ordre 2 et nécessairement I(Q,) ~ (Z/2)3. Soit finalement :

W(Q,) ~ Z x (Z/2)?

Supposons p = 3 [4], alors W (Q,,) ~ (Z/4)? est un groupe d’ordre 16 composé
de 3 éléments d’ordre 2, 12 d’ordre 4 et 1 d’ordre 1. Ainsi un sous-groupe de
(Z/4)* ne peut pas étre isomorphe & Z/8 qui contient des éléments d’ordre 8 et
ne peut pas non plus étre isomorphe & (Z/2)3 qui contient 7 éléments d’ordre
2. D’ou I(Qp) ~Z/2 x Z/4 et donc :

W(Q,) ~Z x Z/2 x Z,/4
0

Pour terminer, cette section, nous allons donner la structure des formes quadra-
tiques anisotropes sur Q,,, pour p premier impair :

Théoréme 9.3.3. Formes quadratiques anisotropes sur Q,

1. Etant donné deux familles (ay,...,am) et (b1,...,b,) d’entiers premiers
avec p, la forme quadratique (a1, ..., am,pb1,...,pby) sur Q, est aniso-
trope si et seulement si les formes quadratiques (ay, ..., am) et (b1,...,by)

sont anisotropes sur IF,.

2. 1l existe a isomorphisme prés, une unique forme quadratique anisotrope de
dimension 4 sur Q, qui est (1,p, —e, —pe)
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3.

Toute forme quadratique sur Q, de dimension supérieure ou égale & 5 est
isotrope.

On peut généraliser cette proposition de la fagon suivante :

Proposition 9.3.1. Soit K un corps de caractéristique différente de 2. On sup-
pose qu’a isomorphisme pres, (a,b, ¢, d) est la seule forme quadratique anisotrope
de dimension 4, alors :

1.

(a,b,c,d) est universelle.

2. {a,b,c,d) est de déterminant 1 dans K*/(K*)?
3.
4

. Toute forme quadratique de dimension 3 sur K est équivalente & une res-

Toute forme quadratique de dimension au moins 5 est isotrope.

triction de {a,b,c,d).
Uapplication
o W(K) — W(K)
<z >—<abeced>+<z>
est une bijection de l’ensemble des classes de Witt-équivalence de formes

quadratiques anisotropes de dimension 1 sur [’ensemble des classes de
Witt-équivalence de formes quadratiques anisotropes de dimension 3.

Démonstration.

1.

VA € K*, (Aa, Ab, Ac, Ad) est anisotrope de dimension 4. En effet, sinon il
existerait (z1,z2,73,74) # 0 dans K* tel que :

Aax? + A\bx3 + Aexd + Mdad =0

et puisque \ € K*, on aurait az? + b3 + cx + dw = 0 et donc (a, b, ¢, d)
serait isotrope, absurde. D’out pour tout A de K*, (Aa, Ab, Ac, Ad) est ani-
sotrope et donc équivalente a (a, b, ¢, d), puisque par hypothése, il n’y a
qu’une seule forme quadratique anisotrope de dimension 4. Ainsi (a, b, ¢, d)
et (Aa, Ab, A\c, \d) ont méme domaine, YA € K*. Puisque (a,b,c,d) # 0,
il existe au moins & € K* tel que (a,b,c,d) représente x et donc pour
A =271 (Aa, \b, Ae, \d) représente zx~! = 1. D’ott (a, b, ¢, d) représente
1 et (Aa, Ab, Ac, \d) représente A. Ainsi {(a, b, ¢, d) représente chaque A de
K* et est donc universelle.

Puisque (a, b, ¢, d) est anisotrope, elle est non dégénérée et donc réguliére.
On a de plus det({(a, b, c,d)) = abed dans K*/(K*)2. Alors, 'anisotropie de
(a, b, ¢, d) implique celle de (a, b, ¢), car sinon (a, b, ¢) admettrait un vecteur
isotrope non nul (21, x9,23) et (x1,x2,3,0) serait un vecteur isotrope
non nul de {a,b,c,d), absurde. Par l'astuce de la dimension 4, comme
(a,b,c) est anisotrope, {a,b, c,abc) de dimension 4 est aussi et est donc
équivalente & (a, b, ¢, d). D’ott I’égalité des déterminants dans K*/(K*)? et
donc abed = (abc)? = 1, soit finalement det({a, b, c,d)) = 1.

On souhaite montrer que toute forme quadratique de dimension au moins
5 est isotrope. D’abord il est clair que toute forme quadratique non régu-
liére de dimension 5 est isotrope, car anisotrope = réguliére et donc
non réguliére =—> isotrope par contraposée. Il s’agit donc de montrer
que les formes quadratiques de dimension au moins 5, réguliéres sont iso-
tropes. Pour ce faire, il suffit de montrer que les formes quadratiques de
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dimension 5, réguliéres sont isotropes. Par 'absurde, soit ¢ une forme
quadratique de dimension 5 et anisotrope (donc réguliére). Il existe des
éléments a;, ¢ € [1,5] tous non nuls, tels que ¢ ~ (a1, a9, as,as,as) et
(a1, a2, as, aq,as) anisotrope. Ainsi, (a1, az, as,as) est aussi anisotrope si-
non il existerait (x1,x2, 3, x4) non nul vecteur isotrope de (a1, as, as, as)
et (x1,x2,23,%4,0) serait un vecteur isotrope de (a1, as,as,aq,as), ab-
surde. D’ou, (a1, a9, as,aq4), de dimension 4 et équivalente a (a,b,c,d).
Alors, (a,b,c,d) étant universelle d’aprés 1), il vient que —as est repré-
senté par (a, b, ¢, d) et donc par (ai, as, as, aq) qui lui est équivalente. D’o,
(a1, as,a3,a4) L (—(—as)) est isotrope d’aprés le principe de représenta-
tion et donc (a1, as,as, as,as) est isotrope, ce qui est absurde. D’ou né-
cessairement toute forme quadratique de dimension 5 est isotrope et donc
toute forme v de dimension n > 5 également. En effet, par diagonalisa-
tion on a ¥ ~ {(ay,as, -+ ,a,) et {a1,as,as,aq,a5) étant isotrope il existe
(z1, 22,23, %4, x5) non nul, qui Vannule et (z1, x2, 3,24, 25,0,- - ,0) éga-
lement non nul, annule {(a;,as, - ,ay,). Donc (a1, az, - ,a,) est isotrope
tout comme v qui lui est équivalente.

. Soit ¥ une forme quadratique de dimension 3 sur K anisotrope. Par diago-
nalisation, il existe a1, a9, a3 € K* tel que ¢ ~ (a1, as,as) et par astuce
de la dimension 4, (a1, a2, a3, ajazas) est anisotrope et donc équivalente
a {a,b,c,dy. Comme h = (a,b,c,d) et g = {a1,a2,as,aiazas) sont équi-
valentes il existe un isomorphisme d’espace vectoriel u : K* — K* tel
que :

V(z1, 22, 23,24) € K*, h(u((z1, 22, 23,24))) = g((21, 22, 23, 24))
Ainsi, la restriction de u a K3 x {0}, ugs oy : K* x {0} — u(K3 x {0})
est telle que V(z1,z2,23,0) € K? x {0}, on a :

h(u((z1,22,23,0)) = g((21, 72, 23,0)) = (a1, az, az)(z1, v2, T3).

Ceci montre bien que (ai,as,as) est équivalente & une restriction de h
tout comme 1 qui lui est équivalente.
. Etudions l'application ® :< © >—< a,b,c,d > + < & >. Supposons que
x #y € K*/(K*)? alors naturellement :

<T >HELS Y >e=x #ycK/(K*)?
Si<zx>#<y>alors <a,be,d>+ <zx>#<a,b,c,d >+ <y > dans
le groupe W (K), d’ou 'injectiviteé.
Montrons la surjectivité de ®. Supposons ¢, anisotrope de dimension 3,
alors par diagonalisation ¢ ~ (a1, a2, as) et par 'astuce de la dimension
4, (a1, az,a3,a1a2a3) est anisotrope. (a1, as,as, ajasas) et {a,b, c,d) sont
équivalentes, donc Witt-équivalentes. Soit dans W (K) :

< ai,as,as3,a1a2a3 >=< a,b,c,d >
<— <ai,as,a3 >+ < ajasaz >=<a,b,c,d >
<— <ai,as,a3 >=<a,b,c,d >+ < —ajasas >
— [olw =< a,b,¢c,d >+ < —ajazas >
— O(< —arazas >) = [plw
Ce qui montre bien que la classe de Witt équivalence d’une forme quadra-

tique anisotrope de dimension 3 s’écrit sous la forme < a, b, ¢, d > + < x >,
d’oil la surjectivité.
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Pour conclure il reste & montrer que pour = # 0,
<a,bc,d>+<zxz>=<a,bcd x>

représente une classe de Witt-équivalence d’une forme quadratique aniso-
trope de dimension 3, c’est a dire peut s’écrire [¢]w, pour ¢ anisotrope de
dimension 3. Pour z # 0, (a,b, ¢, d, x), de dimension 5 est isotrope d’aprés
3), son indice est donc 1 ou 2. Montrons que son indice est 1, alors on aura
par décomposition de Witt :

(a,b,c,d,x) ~(1,—1) Ly
pour ¢ anisotrope de dimension 3 et donc < a,b,¢,d,z >= [¢]w.
Supposons par l'absurde que l'indice soit égal a 2. D’aprés la définition
de I’indice, il existe alors un sous espace vectoriel E de K® de dimension
2 totalement isotrope. Par la formule de Grassmann I’hyperplan H de
K® d’équation x5 = 0 intersecte alors E non trivialement. En effet, si
dim(ENH) =0 comme dim(E + H) = dim(E) + dim(H) — dim(E N H)
alors,
dim(E+ H) =2+ 4 > dim(K°) = 5,
absurde. Il existe donc (o, 3,7, d,0) € ENH non nul et F étant totalement
isotrope, («, 8,7, d,0) annule (a, b, ¢,d, x) soit :
(o, B8,7,9) annule {a,b, c,d)

avec (a,b, ¢,d) anisotrope, absurde. L’indice est donc 1, ce qui achéve de
montrer 5).

O

9.4 Formes quadratiques sur Q,

Avant d’étudier la structure des groupes de Witt et Witt-Grothendieck associés
au corps Q9, présentons sans démonstration le théoréme de structure des formes
quadratiques anisotropes sur Q.

Théoréme 9.4.1.

1. Les formes quadratiques anisotropes de dimension 3 sur Qo sont celles
équivalentes a (A, A\, \), pour A € Q3.

2. La forme quadratique (1,1,1,1) est, a équivalence pres, 'unique forme
quadratique anisotrope de dimension 4 sur Qg

3. (1,1,1,1) est universelle et de déterminant 1.
4. Toute forme quadratique de dimension au moins 5 sur Qg est isotrope.

Remarque 9.4.1. Les points 3 et 4 sont sans surprise, d’aprés la proposition

99.

Toute forme quadratique de dimension au moins 5 est donc isotrope sur Q, et
ce pour tout p € P. Une forme quadratique réelle indéfinie étant isotrope, on a
par le principe de Hasse fort :

Corollaire 9.4.1. Toute forme quadratique rationnelle réguliere indéfinie, de
dimension au moins 5 est isotrope.
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9.4.1 Etude des groupes W (Q) et /W(Qg)

Théoréme 9.4.2. Structure du groupe de Witt W(Q3) et du groupe de
Witt-Grothendieck W (Q-).

1. W(Q9) ~Z/8 xZ)2 X Z]2
2. W(Qs) ~Z x Z/4 x (Z/2)?

Démonstration. On commence par définir une fonction ® par :

- Z/8 X ZJ2 X Z]2 — W(Q2)
"l @,b,¢) — a.< 1 >+b.< 1,3 >+c.< 1,6 >

Il s’agit alors de montrer que ® est bien définie puis que c’est un isomorphisme
de groupes. Ceci prouvera la premiére assertion, quant a la seconde il s’agira
d’utiliser I'isomorphisme entre W(Q3) et Z x I(Q3) ou I(Q2) est d’indice 2 dans
W (Qz). 1 suffira alors d’identifier I(Qz) avec le sous-groupe d’indice 2 adéquat
de Z/8 x Z/2 x Z/2 pour pouvoir conclure.

Etape 1 : ® est bien définie.

Dire que ® est bien définie, c’est dire que ® ne dépend pas du choix des repré-
sentants des classes d’entiers modulo 2 et 8. Pour ce faire on va prouver que
les formes diagonales 8.(1), 2.(1, 3) et 2.(1, 6) sont hyperboliques sur Q2 et donc
de classes de Witt-équivalence associées nulles. Ceci prouvera bien que pour
(@1,b1,¢1) = (az,b2,¢2) on a :

¢(ax, b1, 1) = ®(az, by, )

Etudions alors la forme diagonale 2.(1,3) ~ (1,1,3,3). Elle est réguliére de
dimensions 4 et de déterminant 1 modulo les carrés de Q} (9 est un carré de
Q donc de Q2) et donc (1,1,3,3) est soit anisotrope, soit hyperbolique (cf.
théoréme 3.2.5). On a les équivalences suivantes :

(1,1, 3, 3) est isotrope
< (1,1, 3) est isotrope d’aprés l'astuce de la dimension 4

— —3 =5 dans Q} est représenté par (1,1)

Puisque 5 est représenté par (1,1) (cf.[I] page 385), (1,1,3,3) est isotrope et
donc est hyperbolique puisque l'on sait que (1,1,3,3) est soit anisotrope soit
hyperbolique, d’ott 2.< 1,3 >= Oy (q,)-

On adopte exactement le méme raisonnement que ci-dessus pour prouver que
2.(1,6) est hyperbolique sur Q2. La forme diagonale (1,1, 6,6) est reguliére, de
dimension 4 et de déterminant 1 modulo les carrés de Q%, elle est soit anisotrope,
soit hyperbolique. Alors, l’astuce de la dimension 4 nous indique que (1,1, 6, 6)
est isotrope si et seulement si (1,1, 6) ~ (1,1, —2) est, ce qui revient au fait que
2 soit représenté par (1,1). Comme c’est le cas (cf.[I] page 385), on en conclut
le caractere hyperbolique de 2.(1,6) et le fait que 2.< 1,6 >= Oy (qg,)-

Il reste & montrer que 8.(1) est hyperbolique sur Qq. Supposons que cette
forme diagonale ne le soit pas, alors d’aprés la décomposition de Witt d’une
forme quadratique il existe un entier n € {1,2,3} et une forme quadratique
anisotrope ¢, tel que 8.(1) ~n.(1,—1) L g,

e Sin =1 alors g, est anisotrope de dimension 6, ce qui est absurde puisque

toute forme quadratique sur Q2 de dimension > 5 est isotrope.
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e Sin=2alors 8.(1) ~ (1,-1,1,—1) L ¢, avec g, anisotrope de dimension
4. Or sur Qo, il y a a équivalence prés une unique forme quadratique
anisotrope de dimension 4 qui est (1,1,1,1). Ainsi ¢, ~ (1,1,1,1) et par
simplification de Witt :
8.1y ~(1,-1,1,-1) L (1,1,1,1) = (1,1,1,1) =~ (1,-1,1,-1)
ce qui est absurde car (1,—1,1, —1) est hyperbolique, alors que (1,1,1,1)
est anisotrope.
e Sin =3,8(1) ~ 3.(1,—-1) L g, ol ¢, est anisotrope de dimension 2.
L’équivalence impliquant 1’égalité des déterminants dans Q3 / (Q;)Q ona:
det(3.(1,—1) L q,) = det(8.(1)) = 1 = det(qq) = —1
Or, ¢, de dimension 2, réguliére et de déterminant —1 est donc hyperbo-
lique, ce qui est absurde. Au final, on a bien 8.(1) est hyperbolique sur Qs
et donc en termes de classe de Witt équivalence, 8.< 1 >= Oy (q,), ce qui
achéve de montrer que ® est bien définie.
Etape 2 : ® est injective
Il s’agit désormais de montrer que ® est un isomorphisme de groupe. Le fait qu’il
s’agisse d’'un morphisme est clair, montrons dans un premier temps l’injectivité.
Supposons que ®(a,b,c) = Ow (q,), avec (b,¢) = (0,0)). On remarque pour
commencer que 2.< 1 > est non nul dans W (Qs), puisque 2.(1) est anisotrope
sur Qg car de déterminant égal a 1 # —1 dans Q;/(Q;)? De méme (1,1,1,1)
est anisotrope sur Q2 et donc 4.< 1 ># O (q,)- Enfin, 6.< 1 ># Oy (q,) puisque
sinon, comme

0=8<1>=6<1>+2<1>=0y(@q,)
on aurait 2.< 1 >= Oy (q,), absurde. Do,
@(6,676) = OW(Qg) <—a=0.
Si (b,e) = (1,1) alors < 1,3 > + < 1,6 >=< 1,1,3,6 ># Oy (q,) car la
forme diagonale (1,1, 3,6) est non hyperbolique sur Qy puisque de discriminant
18 = 2 # 1 dans Q3/(Q3)”. Or, pour a € {0,2,4,6} on a a.(1)L(1,3,1,6) est
de discriminant +2 dans Q3/ (Q§)2 et n’est pas hyperbolique soit

a<l>+<1,3>+ <1,6># Ow(q,)-

Si (b,2) = (0,1) ou (1,0) alors a.(1)L(1,6) a pour discriminant +6 # 1 et
a.(1)1(1,3) a pour discriminant £3 # 1. Ces formes quadratiques sont donc
non hyperboliques et donc ®(a,1,0), ®(a@,0,1) # Ow(g,). Ainsi il vient :

®(a@,b,¢) = 0 < (a,b,¢) = (0,0,0)

ce qui montre l'injectivité.

Etape 3 : ® est surjective

On montre désormais la surjectivité de ®. Comme W (Q3) est engendré par les
éléments < 1 ><2><3>,<5H><6><7><10>,<14 >, il suffit pour
montrer la surjectivité (comme ® est un morphisme de groupes) de prouver que
les générateurs de W (Q3) sont atteints. Or, pour a € {1,2,3,5,6,7,10, 14}, dans
le groupe additif W(Qz) on a :

— < a>=< —a >, pour — < a > l'opposé de < a >

Puisque,
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—1=7,-2=14,-3=5,—6 = 10 dans Q3/(Q3)?,
on aura simplement besoin de chercher des antécédents par ® aux éléments :
<1>,<2>,<3>,<6>.

On a vu précédemment que 2.< 1,3 >= Oy (q,) =< 1,1,3,3 >= Oy (q,) et
donc que

<1,1,3> + < 3 >= Opgy
<1,1,3>=—<3>=<-3>
<1,1,3>=<5>
<1>4<1,3>=<5>
$(1,1,0) =< 5 >
< 5> est atteint par (I,

1,0)
(j

1,-1,0)

Lrreel

< 3 >=< —5 > est atteint par

D’ou, ®(1,1,0) =< 5 >, ®(7,1,0) =< 3 > montrent que les générateurs < 3 >
et < 5 > sont atteints par ®. Par la méme méthode, les égalités :

2.< 1,6 >= Ow(q,) et 8.< 1 >= Ow(q,)

donnent

®(1,0,1) =< 10 >, (7,0,1) =< 6 > et #(1,0,0) =< 1 >, #(7,0,0) =< 7 >.
Il reste donc & atteindre < 2 > et < 14 >. Pour atteindre < 14 > on cherche
(@ b,c) telque:a.< 1>+ b.<1,3>+ c.<1,6 >=< 14 > ce qui équivaut a :

a.<1l>+b<1,3>+ c<1,6>+ <2>=0y(q,-

comme — < 14 >=< —14 >=< 2 > dans W(Qy). Il s’agit alors de trouver
(@,b,¢), tel que la forme diagonale a.(1) 1b.(1,3)Lc.(1,6)1(2) sur Qo soit hy-
perbolique. Comme une forme hyperbolique se doit d’étre de discriminant 1, on
va chercher & tester le caractére hyperbolique des formes suivantes :

3.(1)L(1,3)L(1,6)L(2) et 7.(1)L(1,3)L(1,6) + (2).

Si on suppose la forme diagonale (1,1,1,1,1,2,3,6) non hyperbolique sur Qs
alors en raison du théoréme de décomposition de Witt, il existe n € {2,3} et
une forme quadratique anisotrope ¢, tels que :

(1,1,1,1,1,2,3,6) ~ n.(1,-1) L ¢,

ou n # 1 car sinon ¢, serait anisotrope sur Q2 de dimension 6, absurde. Or
n = 3 est également absurde, en effet, si tel était le cas, on aurait par le calcul
du déterminant des deux formes équivalentes :

det(qa) = —1 dans Q3/(Q5)*

avec ¢, de dimension 2, qui serait donc hyperbolique, absurde. D’aprés ce qui
précéde, comme (1,1,1,1,1,2,3,6) est de dimension 8 sur Qo, elle est nécessai-
rement isotrope et si on la suppose non hyperbolique, alors n = 2 et elle est
équivalente a 2.(1, —1) L q,, avec ¢, anisotrope de dimension 4 donc équivalente
a (1,1,1,1). Ainsi, si (1,1,1,1,1,2,3,6) n’est pas hyperbolique, on a :
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<1a 17 ]-a ]-7 ]-7 23 376> = <17 71, ]-7 71> 1 <1’ ]-7 ]-7 1>
et par simplification de Witt
<17 27 3a 6> = <17 _1a 1) _1>

Ceci implique que (1,2, 3, 6) est hyperbolique et donc que < 1,2,3,6 >= O (q,)-
Or, puisque 8.< 1 >= Oy (qg,) on a :

7.<1>4+<1,3>+<],6>+<2>= 8.<1>+<1,2,3,6>
= <1,2,3,6 >
= Ow (Q2)

dans W (Q2). Récapitulons, si on suppose que :
3<I>+<L,3>+<1,6>+ <2># Ow(q,)

alors 7.< 1>+ < 1,3> + < 1,6 > + <2 >= Oy (q,) et donc on a nécessaire-
ment :

$(3,1,1) =< 14 > ou ®(7,1,1) =< 14 >

Ceci montre que < 14 > est atteint, tout comme son inverse < 2 > dans W (Q5)
et termine de montrer la surjectivité de ® qui est donc un isomorphisme de
groupe. .

Etape 4 : Etude de W(Q3)

Pour l'étude de W(Qs), on utilise le fait que W(Qs) ~ Z x I(Q3) avec 1(Qy)
d’indice 2 dans W(Q3). Les éléments de I(Qs2) sont les éléments de W(Qz) de
dimension paire, soit via I’'isomophisme ® les éléments suivants :

®(0,1,0), ©(0,0,1), (0,1,1), ©(2,1,0), 2(4,1,0), (6,1,0), ¢(0,0,0),
$(2,0,0), ®(4,0,0), (6,0,0), ®(2,1,1), ®(4,1,1), ®(6,1,1), ®(2,0,1),
(Zv 67 I)a (I)(év 67 T)

L’é¢tude des ordres des éléments (@, b, ¢) de la liste précédente montre que I(Qs)
est composé de 7 éléments d’ordre 2, 8 éléments d’ordre 4 et d’un élément
d’ordre 1. Les sous-groupes d’indice 2 de Z/8 x Z/2 x Z/2 étant isomorphes &
Z/8xZ]/20uZ/4xZ/2%x7Z/2,le groupe I(Q3) est lui aussi isomorphe a un de
ces deux groupes. L’étude des ordres des éléments de I(Q2) montre alors que
1(Qq) ~Z/4 x Z)2 x Z/2, ce qui prouve que W(QQ) ~7ZxZ/4x (Z/2)? O

9.5 Application de I’étude des formes quadratiques
p-adiques a I’étude des formes quadratiques
rationnelles

Dans cette partie, nous utilisons les résultats des sections précédentes relatives

a I'¢tdude des formes quadratiques sur les corps Q, pour obtenir des résultats
sur les formes quadratiques rationnelles.
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9.5.1 Formes quadratiques rationnelles et classes d’iso-
morphies

Contrairement au cas du corps R, qui ne posséde a équivalence prés que deux
formes quadratiques de dimension 4 anisotropes, que sont :

(1,1,1,1) et (—1,—1,—1,—1)

les formes quadratiques réguliéres indéfinies et anisotropes de dimension 4 sur
Q sont plus difficiles a classer :

Proposition 9.5.1. I existe une infinité de classes d’isomporhie de formes
quadratiques réguliéres, indéfinies, anisotropes et de dimension 4 sur Q.

Démonstration. D’aprés le théoréme de structure des formes quadratiques ani-
sotropes sur Qq, la localisée (1,1, 1)5 est anisotrope sur Qy et donc (1,1,1) Dest
sur Q, d’aprés le principe de Hasse fort. Puisque A({(1,1,1)) = 1, d’apreés l'as-
tuce de la dimension 4, (1,1,1, —p) est aussi anisotrope si pour p € P on a
—p =1 dans Q3/(Q3)2. Soit p un nombre premier impair, alors :

2

—p =1 dans Q3/(Q3

= —1 dans Q3/(Q3

p =7 dans Q3/(Q3)

va(p) = v (7) [2] et 2702(P)p = 2-2(N7([g]
p = 7[8] puisque v2(p) = 0 = v3(7)

)
)2

11t

D’ou, pour p € P tel que p = 7[8] la forme quadratique (1,1,1, —p) est ani-
sotrope sur Qy et donc sur Q (par le principe de Hasse fort) et (1,1,1,—p)g
est donc une forme rationnelle réguliére, indéfinie, anisotrope de dimension 4.
D’apreés le théoréme des nombres premiers de Dirichlet, il y a une infinité de
nombres premiers congrus & 7 modulo 8 (7 A 8 = 1), il suffit alors pour montrer
le résultat, de prouver que pour (p1,p2) € P tels que p1,p2 = 78], p1 # p2 on
a:

<1a 17 17 7p1> %L <17 17 17 7p2> sur Q
Utilisons alors le test d’équivalence rationnelle. Pour p = p; # po, on a :
Op(<1,1,1,—p1 >) =< 0,0,0,—1 > et Jp(< 1,1,1,—py >) =< 0,0,0,0 >

Comme < 0,0,0,-1 >=< —1 ># Ow(q,), (I, 1,1,—p1) 2 (1,1,1,—py) dés
que p1,p2 = 7[8] et p1 # pa, d’oit le nombre infini de classes d’isomorphie
souhaitées. O

9.5.2 Formes quadratiques rationnelles universelles et ani-
sotropes

Théoréme 9.5.1. Toute forme quadratique rationnelle réguliére indéfinie et de
dimension 4 est universelle.
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Démonstration. Soit 1) une forme quadratique rationnelle réguliére indéfinie et
de dimension 4. Alors,

1) est universelle <= Va € QF, ¥ représente a.
— Va € Q*,¢ L (—a) est isotrope.
< Va € Q*Vp € Px,¢p L (—a), est isotrope.
< Vae Q" VpeP,¢, L (—a)pest isotrope.

L’équivalence entre (2) et (3) est simplement ’application du principe de Hasse
fort, quant & la derniére équivalence, 3 = 4 est évidente et 4 = 3 découle du
fait que v étant indéfinie, sa localisée Y est isotrope sur R et donc Va € Q,
YrL(—a) est isotrope, ce qui régle le cas p = co. En effet, par diagonalisation,
il existe (a;)1<i<a € (Q*)* tel que ¥ ~ (ay,az, as, as) et dans une base adaptée,
1 est représentée par la matrice diagonale D(aq,as,as,as), de méme pour la
localisée 1r. Ainsi, la forme quadratique g prolongeant v sur R n’est pas
de signature (4,0) ou (0,4) car les a; ne sont pas tous strictement positifs ou
tous strictement négatifs (¢ étant indéfinie) et donc d’aprés la classification des
formes quadratiques réelles, g n’est pas anisotrope et donc isotrope.

Or, pour p € P,¢, L (—a), est une forme quadratique de dimension 5
sur Qp, elle est donc isotrope et d’aprés les équivalences ci-dessus 1 est bien
universelle. O

Nous avons vu que si g est une forme quadratique réguliére, isotrope alors ¢ est
universelle, mais la réciproque est fause :

Corollaire 9.5.1. [] existe des formes quadratiques rationnelles réguliéres, uni-
verselles et anisotropes.

Démonstration. On va utiliser le résultat précédent et essayer d’exhiber une
forme quadratique rationnelle, réguliére, indéfinie, de dimension 4 et anisotrope.
Considérons alors la forme quadratique diagonale ¢ = (10,21, —15, —7) qui est
réguliére, indéfinie et de dimension 4 sur Q. D’aprés le théoréme ci-dessus, elle
est universelle et il reste & montrer qu’elle est anisotrope. Pour ce faire, on va
appliquer la proposition sur les formes quadratiques anisotropes sur Q. Les
nombres premiers impairs divisant au moins un des termes diagonaux étant
{3,5, 7}, on teste l'anisotropie de ¢ sur les corps Q, correspondant. Par le prin-
cipe de Hasse fort, il suffit de montrer que g, est anisotrope pour au moins un
p € {3,5,7}. L’étude sur Q3, Q5 ne permettant pas de conclure, on s’intéresse a
létude sur Q7. Comme ¢ s’écrit ¢ = (10,7 x (3), —15,7 x (—1)), la localisée sur
Q7 est anisotrope :

e g =(10,7x
—  (10,~15)et
— (3,6) et (=
e« (3,6)et(=1,3) n

,—15,7 x (—1))7 est anisotrope

,3) sont anisotropes sur F7.

> sont anisotropes sur F7.

sont pas hyperboliques sur F7.

Or det((3,6)) = 18, avec 18 = 4 = 22 dans F;. On a donc det((3,6)) = 1 dans
F%/(F%)? et comme 7= 1[4], on a :

det((3,6)) =1 # —1 dans Fz/(F3)?2
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et (3,6) n’est pas hyperbolique. Comme (—1,3) a méme déterminant que (3, 6),
elle n’est pas non plus hyperbolique. La localisée sur g7 est alors anisotrope et
donc g 'est également sur Q. Ce qui achéve de montrer le résultat. O

9.5.3 Etude de la surjectivité du morphisme ¢

Nous allons désormais voir une application intéressante du principe de Hasse
fort et de I’étude des formes quadratiques sur les corps @,. On rappelle que le
test d’équivalence rationnelle repose sur ’isomorphisme suivant :

b, (W@ — WER)& B, WE,)
"Ner— zp + ZpEP Op(x)

Nous allons étudier plus précisément la surjectivité de celui-ci, en examinant
sur un exemple concret comment trouver de maniére pratique un antécédent
minimal en termes de dimension, d’un élément de W(R) & B, p W (FF,). Dans

la proposition suivante et sa démonstration on notera encore k, I’élément k € Fy,
oupeP.

Proposition 9.5.2. y =< 1,-1 >p + < =1 >p, + < 1,2 >p, + < 1 >y,
dans W(R) & D, cp W(Fp) admet < 7,10,—5, -3 > dans W(Q) comme unique
antécédent. De plus, il existe des rationnels non nuls a et b tels que la forme dia-
gonale {a,b) soit anisotrope sur Q avec < 7,10, -5, -3 >=< a,b > dans W(Q).
Ainsi, y admet la classe de Witt équivalence d’une forme diagonale réguliére,
anisotrope de dimension 2, comme antécédent, et cette solution est minimale en
termes de dimension.

Démonstration. 1l est clair pour commencer, que d7(< 7 >) =< 1 > dans
W (F7). En revanche 05(< 7 >) #< 1,2 >p_, on va alors plutot considérer :

<7,5,10 >=< 7>+ <5,10 >
dont I'image par 07 reste inchangée (97(< 5,10 >= Oy (g, ) et telle que :
05(< 7,5,10 >) =< 95(7),05(5),05(10) >=< 0,1,2 >=< 1,2 > dans W(Fs5)

L’idée ici est donc d’augmenter progressivement la dimension de la classe de Witt
équivalence de notre forme diagonale afin d’obtenir succesivement les bonnes
images par les morphismes 9, pour p € {3,5,7}. Puisque 3 ne divise aucun des
termes diagonaux de < 7,5,10 >, on a 03(< 7,5,10 >) = Oy (r,) et on va donc
devoir encore augmenter la dimension de la forme diagonale. On trouve alors
que < 7,5,10,—3 > a la bonne image par Js, les autres images par 05, 07 étant
clairement inchangées. Enfin, (7,5,10, —3) est de signature réduite 3 —1 =2 et
par la proposition 5.2.2 on a donc < 7, 5,10, —3 >#< 1, —1 > dans W (R), ce qui
nous impose encore d’augmenter la dimension de la forme diagonale (7, 5,10, —3)
représentant la classe de Witt-équivalence < 7,5,10, —3 > sur QQ, pour obtenir
une signature réduite appropriée. Finalement, < 7,5,10, -3, —1, —1 > est solu-
tion du probléme. Ainsi, ’étude des images par les morphismes 07, 95, 03 nous a
fait passer de < 7> a < 7,5,10 > a < 7,5,10, —3 > puis ’étude de la signature
réduite (étude correspondant au morphisme d’extension x — xg) nous a obligé
a considérer la classe < 7,5,10, —3, —1, —1 > qui est donc I'unique solution du
probléme (® étant un isomporphisme).
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On cherche & écrire < 7,5,10,—3,—1, —1 > de fagon minimale en termes de di-
mension, ceci revient donc & chercher la forme diagonale anisotrope de dimension
minimale dont la classe de Witt équivalence associée < 7,5,10,—3,—1,—1 >.

Etudions (7,5,10,—3, —1, —1). Elle est réguliére, indéfinie sur Q, de dimen-
sion 6, donc isotrope. De plus (7,5,10, —3,—1, —1) est non hyperbolique sur Q
car a pour image par ¢ 1'élément y qui est non nul. Ainsi, (7,5,10,—3,—1,—1)
est d’indice 1 ou 2 et on peut trouver une forme quadratique réguliére sur Q,
anisotrope de dimension 2 ou 4, Witt-équivalente & (7,5,10, -3, —1, —1). Pour
ce faire, on va extraire la partie hyperbolique de (7,5,10,—3,—1, —1). Les re-
lations de Witt : (a,b) =~ (a + b, (a + b)ad), a,b € Q*,a + b # 0, nous donnent
alors :

(=3,-1—-1) ~ (-1,-1,-3)
~  (=1,-1)1(-3)
~ (=4,-1)1(-3)
~ (=5,—-20)L(-3)
~ (=5,—=5)1(-3)
~ (—5,—5,-3)

D’ot, dans W(Q) (I'équivalence impliquant la Witt équivalence), on a :

<7,510,-3,—1,—-1>= <7,5,10> + < —3,—1,—1 >
= <7,5,10>+ < —5,—5,—-3 >
= <7,10,-3,-5>+ < —5,5>
= <7,10,-3,—5 >

ot < 5,—5 >= Oy (q) car (—5,5) est hyperbolique sur Q. < 7,10, -3, -5 >
est donc un antécédent de y et on cherche & savoir s’il est minimal en termes
de dimension, en testant le caractére isotrope de la forme (7,10, —3, —5). Par
le principe de Hasse fort, elle est isotrope si et seulement si ses localisées sont
isotropes sur les corps Q, pour p € P. L’ensemble des diviseurs premiers des
termes diagonaux étant {2, 3,5, 7}, il nous suffit de tester l'isotropie sur R et les
corps Q, associés.

e (7,10,—3,—5) est isotrope sur R car indéfinie, ce qui régle le cas p = oco.

e Sur Q2 la localisée de (7,10,—3,—5) est de déterminant 14 # 1 dans
Q2/(Q3)? (cf. table de multiplication), la seule forme quadratique ani-
sotrope de dimension 4 sur QQ; étant de déterminant 1, la localisée de
(7,10, —3, —5) sur Qg est isotrope.

e Sur Qj, pour étudier l'isotropie de la localisée de (7,10,3 x (—1),—5), il
nous suffit d’étudier l'isotropie des formes diagonales (—1) et (7,10, —5)
sur F3. Or, (7,10, —5) = (1,1,1) est de dimension 3 réguliére sur Fj, elle
est isotrope et donc la localisée de (7,10, —3, —5) sur Q3 est aussi isotrope.

e Sur Q5, pour étudier l'isotropie de la localisée de (7,5 x 2, —3,5 x (—1)),
il nous suffit d’étudier l'isotropie des formes diagonales (—1,2) et (7, —3)
sur Fs. Or, det((7,—3)) = —21 = —1 = 1 dans F5/(F%)? (=1 est un carré
modulo 5) et (7, —3) est donc isotrope. Ainsi, la localisée de (7,10, —3, —5)
sur Q5 est aussi isotrope.

e Sur Q7, pour étudier l'isotropie de la localisée de (7 x 1,10, —3, —5), il nous
suffit d’étudier 'isotropie des formes diagonales (1) et (10, —3, —5) sur F7.
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Or, (10,—3,—5) est de dimension 3 réguliére sur Fr, elle est isotrope et
donc la localisée de (7,10, —3, —5) sur Q7 'est aussi.

(7,10, —3,—5) est donc isotrope sur Q et n’est pas hyperbolique. Elle est d’in-
dice 1 et admet donc une partie anisotrope de dimension 2. Il existe alors des
rationnels non nuls a, b tels que ab # —1 dans Q*/(Q*)? (pour que la forme soit
non hyperbolique c’est-a-dire en dimension 2 anisotrope) tels que :

<a,b>=<7,10,-3,-5 > et D(< a,b>) =y
L]

La premiére partie du mémoire a donc été l'occasion d’étudier les formes
quadratiques sous l'angle de la théorie de Witt. Nos différentes découvertes
nous ont alors amené & quitter le monde global des formes quadratiques, pour
passer dans celui plus restreint des formes réguliéres, avec pour destination fi-
nale le monde des formes quadratiques anisotropes. Notre trajet s’est organisé
autour de quelques grands passages, la rencontre avec l'opération d’addition
orthogonale, la simplification de Witt, le principe de gonflement hyperbolique
et le théoréme de décomposition de Witt qui ont été les éléments déclencheurs
de notre future rencontre avec la relation de Witt-équivalence, elle-méme dé-
cisive pour notre passage vers le monde des groupes abéliens et les structures
des groupes de Witt et Witt-Grothendieck. En effet, en associant & un corps K
donné, deux structures trés importantes que sont les groupes de Witt W (K) et
de Witt-Grothendieck W(K) et en nous promenant le long des corps R, C, des
corps finis et des corps p-adiques @, nous avons pu ressentir 6 combien notre
trajet vers la compréhension des fomes quadratiques rationnelles se nourrissait
de chacune de ces rencontres. Nous avons pu, par exemple, revisiter et retrou-
ver de maniére élégante des résultats classiques sur la classification des formes
quadratiques sur les corps R, C et les corps finis, qui au final, nous ont per-
mis d’arriver a I’énonciation de tests trés efficaces relatifs a la classification des
formes quadratiques rationnelles. Enfin, 'arrét effectué dans I'univers des formes
p-adiques nous a permis de relier I’étude des formes quadratiques rationnelles &
leurs compagnons de voyage que sont les localisées sur les différents corps Q,,
ce qui a alors clot cette premiére partie de notre voyage. Dans la seconde, nous
nous arréterons dans le vaste monde des algébres non commutatives en dimen-
sion finie. Nous focaliserons notre attention sur I’étude d’une alégbre dont la
structure dépend, a la fois du corps sur lequel est elle définie, mais aussi de la
forme quadratique & laquelle elle est ratachée. Voici venu le monde des algébres
de Clifford, lieu de notre prochain arrét qui, en deux étapes, I'une consacrée a
I’étude de la construction de ces alégbres et I’autre consacrée plus globalement
a I'application de ces études préliminaires, nous aménera vers le probléme de la
classication des formes quadratiques rationnelles abordé via 1’algeébre de Clifford
associée.
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Deuxiéme partie

Algébres de Clifford :
application a 1’étude des
formes quadratiques
rationnelles.
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Chapitre 10

Algeébres 7Z/2-graduées,
construction et calcul des
algébres de Clifford

Ce chapitre est le premier des deux chapitres consacrés a I’étude des algébres
de Clifford, nous y introduirons la notion d’algébre Z/2-graduée qui est le cadre
dans lequel il est nécessaire de nous placer, pour pouvoir parler d’algébre de
Clifford. Puis, aprés avoir introduit cette structure d’algébre graduée, nous nous
intéresserons & la construction des algébres de Clifford et & quelques unes de ses
propriétés élémentaires. Pour (F, ¢) un espace quadratique régulier de dimension
n, nous noterons C(q) algebre de Clifford associée, dont nous verrons que E
peut-étre vu comme un sous-ensemble via une injection naturelle E — C(q).
Ainsi, en identifiant les éléments © de E' comme des éléments de C(g) qui est
elle, munie d’une structure d’algébre et donc d’une loi multiplicative interne, on
verra qu’on peut définir C'(¢) comme étant Palgébre la plus naturelle engendrée
par ’espace vectoriel E et dans laquelle on a :

Ve € B q(x)lcg) = 22 (ot 2% a un sens, puisque le produit  x x est bien
défini dans C(q))

Ce chapitre introductif sera ’'occasion de donner des résultats et propriétés sur
les algebres de Clifford qui seront pour la plupart admis (pour les démonstra-
tions cf.[TI] XXIV). Il nous fournira les outils nécessaires pour comprendre et
bien assimiler le chapitre suivant ot seront regroupés des résultats originaux
non établis dans le livre de Clément de Seguins Pazzis. Nous présenterons ainsi
briévement comment est construit ’algébre de Clifford, ses propriétés univer-
selles, nous exposerons des résultats concernant la dimension de l’algebre C(q) et
en exhiberons une base usuelle. Nous nous intéresserons également au probléme
du calcul de 'algébre de Clifford d’une somme orthogonale ¢_lgq’, ce qui nous
permettra via les résultats sur les algébres C(q) pour ¢ réguliére de dimension
1, de mieux comprendre les algébres de Clifford en dimension supérieure. Enfin,
nous consacrerons la derniére partie de ce chapitre a I’étude de la partie paire et
du centre d’une algébre de Clifford et présenterons des résultats originaux non
établis dans le livre de Clément de Seguins Pazzis.
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Le but de ces deux chapitres sur les algébres de Clifford étant d’aborder le
probléme de la classification des formes quadratiques sous un nouvel angle, nous
ne nous attarderons pas sur les démonstrations de certains résultats et propriétés
détaillées clairement dans le livre de Clément de Seguins Pazzis. En revanche
dans le chapitre suivant,(aprés avoir présenter quelques résultats de structure sur
les algebres de Clifford), nous présenterons les résultats d’exercices et de certains
problémes de synthése en nous plongeant dans le probléme de la classification
des formes quadratiques en dimension 2, 3 et 4 via I'algébre de Clifford associée,
puis en toute dimension pour les formes quadratiques p-adiques et rationnelles.

10.0.4 Algébres Z/2-graduées

Définition 10.0.1. On appelle algebre 7/2-graduée sur le corps K la donnée
d’une K-algébre A (associative et unitaire) et de deux sous-espaces Ag et Ay de
A vérifiant :

1. 14 € A

2. Apd A=A

3. V(i,j) € (Z)2)?, AiA; C Aivj ot i+ j est considéré modulo 2.

Les sous-espaces Ag et A; sont appelés respectivement la partie paire et la
partie impaire de 'algébre graduée A. Si A = Ay, alors on parle de graduation
triviale.

Définition 10.0.2. Soit A et B, deux algebres Z/2-graduées. Une application,
f:A—B

est appelée morphisme d’algébres graduées lorsque c’est un morphisme d’algébres
de A dans B respectuant la graduation :

f(.Ao) C By et f(.Al) C B;

Définition 10.0.3. Soit A une algébre Z/2-graduée. Les éléments de Ay U A;
sont appelés les éléments homogénes de A. On appelle degré d’un élément
homogéne non nul x de A lunique entier k € {0,1} tel que x € Ay, et on le
note 6(x). On convient que 6(04) = 0. Ainsi, par la définition d’une algébre
Z./2-graduée, on a pour a,b homogénes non nuls dans A :

d(a+b) =d(a)+ 6(b) [2]

On peut aussi mettre une structure d’algébre graduée sur le produit tensoriel
A ® B de deux algebres Z/2-graduées, A et B.

Définition 10.0.4. Soit A et B, deux algébres Z/2-graduées. On définit une
structure d’algébre Z/2-graduée sur le K-espace vectoriel A ® B de la maniére
suivante :
e Pour (a,a,b,b') € A2 x B? ou a’ et b sont homogénes :
(4 b) x (@ @) = (~1)O%) (aa’) & (bY)
On prolonge alors la loi X de maniére unique sur AQB tout entier. On distingue
alors dans la K-algébre (A® B, +, ., x) les sous-espaces vectoriels :

(A B)o=(Ag®@By) ® (A1 @ By) et (A B)1 = (A1 @ By) ® (Ag ® By)
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L’algebre Z/2-graduée ainsi définie est noté A®B et est appelé le produit tenso-
riel gradué de A et B.

Remarque 10.0.1. Lorsqu’une des algébres A et B est trivialement graduée,
Ualgebre AQB est précisément le produit tensoriel habituel A ® B. En effet, on
a alors

A=Ay ou B= By
et donc :
Va e A, d6(a) =0 ouVbe B, §b) =0

qui montre que la définition du produit x sur AQB est la définition usuelle de
la loi x sur le produit tensoriel A ® B.

Nous sommes désormais en mesure de définir I’algébre de Clifford C(q) associé
a un espace quadratique (F, q).

10.0.5 Construction des algébres de Clifford

On note T'(E) lalgebre tensorielle associé au K-espace vectoriel E, alors,

T(E) = @kzo Tk(E)

et est munie d’une structure d’algébre Z/2-graduée en distinguant dans T'(E)
les sous-espaces,

To(E) = @jso T?*(E) et T1(E) = @y T H(E).
On note I(q) l'idéal bilatére de T'(E) engendré par les éléments de la forme :
(11 ®.., R2R32QY1 R ...0Um) —q(2).21® .., QY1 ... Yn

pour un couple (m,n) € N? et une famille finie (z,21,...,Zn,¥1,...,Ym). On a
alors :

I(q) = (I(q) N To(E)) ® (I(q) N T1(E))

ce qui permet de munir T(E)/I(q) = (To(E)/I(q)) ® (T1(E)/I(q)) d’une struc-
ture d’algébre graduée avec :

(T(E)/1(q))o = (To(E)/1(q)) et (T(E)/1(g))1 = (T1(E)/1(q))-

Ainsi pour x € E, on annule tous les éléments de la forme  ®  — g(x)1 dans le
quotient T'(E)/1(q).

Définition 10.0.5. Soit (E,q) un espace quadratique. L’algébre unitaire quo-
tient T(E)/I(q) est munie d’une structure d’algébre Z/2-graduée notée C(q) et
appelée l’algébre de Clifford associée a q.

Le K-espace vectoriel E est générateur de algébre tensorielle T(E) en tant
qu’algebre et est naturellement vu comme un sous-espace de T'(E). On peut de
méme voir E comme un sous-espace de l'algébre de Clifford C(q) :
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Notation 10.0.1. Soit (E,q) un espace quadratique, on note ug la restriction
a E de la projection canonique T(E) — T(E)/I(q). Il s’agit d’un morphisme
de K-espaces vectoriels et comme E engendre T(E) en tant qu’algébre, pp(E)
engendre C(q) en tant qu’algébre. On note en toute rigueur T l’image d’un
élément x € E par C(q).

Proposition 10.0.3. L’application ug est injective. Ainsi, E peut-étre vu comme
un sous-ensemble de C(q) et avec cette identification E engendre C(q) en tant
qu’algébre.

Remarque 10.0.2. Dans la suite il sera commode de noter toujours x I’élement
T image de x par pug. Ainsi, avec cette identifcation on considérera les élements
de E comme des éléments de C(q).

Remarque 10.0.3. Par définition méme de C(q), on a :

Vo € B, pp(r)® =72 = q(x)1o()

Propriétés universelles des algébres de Clifford

Les deux propositions suivantes sont des propriétés universelles des algébres de
Clifford et nous serons utiles pour définir des morphismes ayant pour source
une algébre de Clifford, ou plus généralement pour définir des morphismes entre
algébres de Clifford.

Proposition 10.0.4. Soit (E,q) un espace quadratique et A une algébre (asso-
ciative,unitaire) sur K, avec o : E — A un morphisme de K-espaces vectoriels.
On suppose que :

Vo € E,a(z)? = q(z)l4

alors il existe un unique morphisme d’algébre prolongeant o sur C(q) noté a :
C(q) — A tel que :

Vo € B, a(up(z) = a(T) = afz)
que l’on peut encore noter avec lidentification :
Ve e E, a(x) = a(x)

De plus, si A est Z/2-graduée et image de « inclus dans Ay, alors & est un
morphisme d’algebres 7./2-graduées.

Remarque 10.0.4. Puisque le morphisme a de la proposition précédente est
un morphisme de K-espace vectoriels, il préserve en particulier la loi + et donc :

Vz,y € B, oz +y)* = a(2)’ + a(@)a(y) + a(y)e(z) + ay)?
et la condition :
Vo € E,a(z)? = q(z)14
est alors équivalente par polarisation a :
Vr,y € E, a(z)a(y) + a(y)a(x) = 2by(z,y).14

Ainsi, puisque T*> = q(x)1cg) on a :
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TY+TYT = 2by(x,y)

et deux vecteurs orthogonaux de E deviennent deuz vecteurs qui anticommutent
dans C(q).

On en déduit le corollaire suivant, utile pour établir I’existence de morphismes
entre algebres de Clifford :

Corollaire 10.0.2. Soit f : (E,q) — (E',q') un morphisme d’espaces quadra-
tiques, c’est-a-dire, une application linéaire de E — E’ vérifiant :

Vo € B.¢(f(2) = a(x).
Il eziste alors un unique morphisme d’algébres 7 /2-graduées :
C(f):Clg) — Cld)
tel que :
Vz € E,C(f)(pe(x) = C(f)@) = f(z) = pe (f(2)).
Ce corollaire nous permet d’obtenir le résultat essentiel suivant :

Corollaire 10.0.3. Les algébres de Clifford associées a des espaces quadratiques
isomorphes sont isomorphes en tant qu’algébres 7/2-graduées. Ainsi

q~q = C(q) ~z,2 C(¢)

ot la notion ~z,5 est utilisée pour désigner un isomorphisme d’algebres 7/2-
graduées

Démonstration. Soit (E,q) et (E’,q") deux espaces quadratiques isomorphes. Il
existe un isomorphisme u : £ — E’ tel que :

Vz € B, ¢'(u(x)) = q(z) et Va' € E', q(u™'(2")) = ¢'(2")

Alors, il existe deux uniques morphismes d’algébres Z/2-graduées C(u) et C(u~1)
tels que :

Vz € E,C(u)(T) = u(x) et Va' € E',C(u=1)(2") = u=1(2)

soit en particulier, Vo € E :

Clu™)oClu)@) = Clu)(u(x))

Il

S
L
—~
=

5
S~—
S—

et Vo' € B :

Cu)o Clu™")(@) = C(u)(u='())

Ainsi C(u) o C(u™!) = Id sur la partie génératrice pp/(E’) identifice & E’
donc sur C(q’) tout entier (C'(u) et C(u~1) étant des morphismes d’algebres)
et C(u~!) o C(u) = Id sur la partie génératrice g (E) identifice & E donc sur
C(q) tout entier. Ainsi C(u) et C'(u~!) étant gradués on a :
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C(q) ~z/2 C(q')
O

Remarque 10.0.5. Ainsi, puisqu’on on cherche & raisonner & équivalence preés
dans le monde des formes quadratiques, il est rassurant de voir qu’alors on
raisonnera & isomorphisme gradué prés dans le monde des algébres de Clifford.
Par exemple, un choix de diagonalisation pour une forme quadratique réguliére
q ne perturbera C(q) qu’d isomorphisme gradué pres.

10.0.6 Algébres de Clifford en dimension 1

Intéressons nous désormais aux algébres de Clifford associées a des espaces qua-
dratiques de dimension 1. On note F un K-espace vectoriel de dimension 1 dont
{v} est une base. On définit alors ¢ : E — K par, gq(v) =a et VA € K :

JE— K
" w— M\

Ainsi, (F, q) est en particulier isomorphe a (K, (a)). Définissons alors I’applica-
tion linéaire f sur E par :

) E — K[X]
f: vi— X

qui détermine uniquement f, car définie sur la base {v} de E. Alors par les
propriétés universelles de l'algebre tensorielle T'(E) = T'(vect(v)), il existe un
unique morphisme d’algébre sur T'(E) a valeurs dans K[X] prolongeant f sur
T(E) (avec l'identification E «— T(E)) noté f et tels que :
VneN, Fu®.. ov) = X"
————

Xn

Alors f est bijectif, de bijection réciproque associée, 'application :

KX — T(E)
9: PX)=a+a X+...+a, X" —ag+av+...+a,0Q...00

Mettons alors une graduation sur K[X]. Tout polynome P € K[X], s’écrit de
maniére unique :

P(X)=ao+aiX+...+a, X" pour a, # 0

et donc peut se décomposer sous la forme :
e si n = 2/ est pair,
P(X) = (a0+a2X2+a4X4+. . .+a21X2l)+X(a1 +asXo+... aglleQ(l_l))
e sin =2+ 1 est impair,
P(X) = (ao—|—a2X2—|—a4X4—|—. . .+a25X2(l_1))+X(a1 +azXo+. .. a2[+1X2l)
ce qui montre par unicité d’écriture dans la base (X"),en de K[X] que :

K[X] = K[X?] + XK[X?],

ott K[X?] et XK[X?] sont deux sous-espaces vectoriels de K[X]. De plus, on a :
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1 e K[X?]

K[X?K[X?] c K[X?]

K[X?]XK[X?] C XK[X?]

XK[X?)XK[X?] C K[X?]

Ce qui montre que K[X] est bien graduée par K[X] = K[X?] + XK[X?], avec :

K[X]o = K[X?] et K[X]; = XK[X?]

T(E) étant graduée par To(E) = @z T?*(E) et Ti(E) = @pso T*H1(E),
I'isomorphsime d’algébre f est un isomorphisme d’algébres graduées, puisqu’on
a alors naturellement :

F(To(E)) € K[X]o = K[X?] et f(T1(E)) C K[X]; = XK[X?]

De plus, E étant de dimension 1 engendré par v, I(q) est alors l'idéal de T'(E)

engendré par : {v®...®v—q(vV)v®...®v,n > 2} et donc via I'isomorphisme
Xn Xn—2

f, I(q) est envoyé sur I'idéal de K[X] engendré par {X™ — aX" "2 n > 2} soit

I'idéal engendré X2 — a que l'on note usuellement (X2 — a). D’ot, f étant un

isomorphisme, on a :

J(T(E)/(F(I(q)) = T(E)/1(q) = C(q) = K[X]/(X? - a)
ot K[X]/(X? — a) est graduée par :
(K[X]/(X? —a))o = K[X?]/(X? —a) et (K[X]/(X? —a))o = XK[X?]/(X* —a)

Proposition 10.0.5. Soit a € K* et (E,q) espace quadratique de dimension 1
isomorphe a (K, (a}), alors :

C(q) ~K[X]/(X? —a) et Cy(q) ~K

Démonstration. Le premier résultat a déja été démontré dans 1’étude prélimi-
naire. Quant au deuxiéme isomorphisme, il découle du fait que f étant un mor-
phisme graduée on a encore :

Co(q) ~ (K[X]/(X? = a))o = K[X?]/(X? — a)
Dans K[X]/(X? — a), on a X2 =@, ce qui nous incite a définir ¢ par :

5 [KXT— K
CP(X)=ay+arX?+.. . +a, X" —ap+aia+t...+ana”

Alors ¢ est un morphisme surjectif, de noyau (Xs — a)K[X?]. En effet, si on
suppose que ag + a1a + ...+ as,a”™ = 0, on a alors :

P(X)=ay+ a1 X% +...+a, X" =
a1(X? —a)+ax(X* —a®) + ...+ a,(X?" —a") € (X2 — a)K[X?]

Enfin, il est immédiat que (X2 — a)K[X?] C Ker(¢) et donc par conséquent :
K[X?]/(X? —a) ~K
O

On en déduit alors immédiatement,



154

Corollaire 10.0.4.
e Siad (K2, C(q) ~ K[Va] ou K[\/a] est graduée par la décomposition
K ® v/aK.
e Siaec (K*)?2 C(q) ~ K x K ou l’algébre produit K x K est graduée par la
décomposition :
(KxK)o={(z,2),z € K} et (KxK); ={(z,—xz),z € K}
En particulier C(q) a une structure de K-espace vectoriel de dimension 2

Le dernier résultat important concernant les algébres de Clifford en dimension 1
est le fait que la structure d’algeébre (non graduée) de 1’algébre C(q) détermine
q & équivalence prés. On verra par la suite, notamment via I’étude en dimension
2, 3 et 4 que cela n’est pas vrai en général.

Proposition 10.0.6. Soit (E,q) et (E’,q') deuz droites quadratiques réguliéres.
On a alors :

Clg) =C(d) = q~¢

Remarque 10.0.6. Puisque q ~ ¢ = C(q) ~z/2 C(q¢'), en dimension 1, si
C(q) ~ C(¢') alors nécessairement C(q) et C(q') sont aussi isomorphes en tant
qu’algébres graduées, ce qui est un résultat plus fort.

10.0.7 Décomposition d’une algébre de Clifford

A la section précédente, nous avons étudié les algébres de Clifford associées a
des espaces quadratiques de dimension 1. Dans cette partie, nous allons donner
un théoréme qui permet de décomposer toute algébre de Clifford de dimension
n en un produit tensoriel gradué d’algébres de Clifford de dimension 1 et donc
d’aborder I’étude des algébres de Clifford en dimension supérieure. Pour ce faire,
on va utiliser le fait que pour toute forme quadratique réguliére ¢ de dimension n,
il existe des éléments aq, ..., a, € K* tels que que g ~ (a1, ...,a,) et qu’alors :

C(q) ~z/2 Clar, ..., an) ~z/2 C((a1)L ... {(an))

Ainsi, si on arrive & décomposer 1'algébre C'(¢Lgq’) comme un produit tensoriel
gradué des algebres, C(q) et C(q’), on aura atteint notre objectif.

Proposition 10.0.7. Soit (E,q) et (E',q") deux espaces quadratiques réguliers.
Alors :

ClqLq') ~z2 C(q)RC()
Ce qui donne alors immédiatement :
Corollaire 10.0.5. Pour ay,...,a, € K*, on a :
Clay,...,an) ~z/2 Cla1)®...®C (a,)

L’étude des algebres de Clifford de dimension 1, nous montre alors que tout
algébre de Clifford est & isomorphisme gradué prés, un produit tensoriel gra-
dué d’algebres de Clifford de droites quadratiques, chacune étant isomorphe a
K[y/(a)] pour a € K* ou K x K. Comme pour E, F deux K-espaces vectoriels
on a dim(E® F) = dim(E)dim(F), il vient :

si dim(q) = n > 0 alors dim(C(q)) = 2"

On verra d’autres résultats relatifs a la dimension d’une algébre de Clifford dans
la section suivante.
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10.0.8 Dimension et base d’une algébre de Clifford

Notation 10.0.2. Soit (e1,ea, ..., e,) une famille de vecteurs d’un espace qua-
dratique (E,q), Pour tout I = {i1,...,ip,} C [1,n] avec i1 < iz < ... <y, on
note :

er =[I7- @
que l'on peut aussi noter plus commodément, (comme E — C(q)) :

er = H?:l Ciy,

Les résultats essentiels concernant la dimension de I'algébre de Clifford sont
regroupés dans le théoréme suivant :

Théoréme 10.0.2. Soit (E,q) un espace quadratique de dimension n > 0.
Alors, lalgébre de Clifford C(q) est de dimension 2™ et pour (ei,...,e,) base
de E, on a :
e la famille (er)rcpi,n) est une base de C(q)
e Co(q) est de dimension 2"~ 1 et I’ensemble des e; pour I partie de cardinal
pair de [1,n] en est une base.
e O1(q) est de dimension 2"~ et I’ensemble des ey pour I partie de cardinal
impair de [1,n] en est une base.

10.0.9 Partie paire et centre d’une algébre de Clifford
Centre d’une algébre de Clifford

Notation 10.0.3. Soit (E,q) un espace quadratique régulier. On notera Z(q)
le centre de l’algébre de Clifford, c’est-a-dire l’ensemble des éléments qui com-
mutent & tous les autres pour la loi interne x de C(q).

Avant de passer a I’énonciation du théoréme de structure relatif au centre de
I’algébre de Clifford, faisons d’abord quelques remarques bien utiles.

Remarque 10.0.7. Pour (eq,...,e,) une base orthogonale de (E,q), nous sa-
vons d’apres la section précédente que B = (er)rci,n] est une base de l’espace
vectoriel C(q). Ainsi (e;)1<i<n est une famille génératrice de C(q) en tant qu’al-
gebre et donc pour qu’un élément x de C(q) commute a tous les autres, il faut
et il suffit qu’il communte avec tous les e;. Pour étudier le centre Z(q), il suffit
alors d’étudier comment les vecteurs ey de la base de C(q) se comporte vis &
vis des éléments e;. Or (e1,...,en) étant une base g-othogonale, en utilisant
Videntification usuelle E — C(q), on a :

Vi 7é j, €i€j + €€ = 2bq(€i,6]’) =0
et les vecteurs e; anticommutent deux o deuz. Ainsi, pour tout ¢ € [1,n] et toute
partie I C [1,n], on a :
ejer = (_l)card(I\{i})elei

On en déduit ainsi que :
o C(q) # Z(q) puisque pour tout I non trivial, il existe un indice i tel que
e; et ey anticommutent. Il suffit de prendre i dans I si card(I) est pair
car ainsi (—1)°r4INED = 1 et de prendre i dans [1,n] ~ T si I est de
cardinal impair avec toujours ainsi (—1)°@rdIN) = 1,
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e sin est impair, alors ejea X ... X e, commute avec e; pour tout i € [1,n],
donc est dans Z(q)
e sin est pair alors ejes X ... X e, anticommute avec e; pour tout i € [1,n]

Passons a 1’énonciation du théoréme de structure du centre d’une algébre de
Clifford.

Théoréme 10.0.3. théoréme de structure du centre d’une algébre de
Clifford

Soit (E,q) un espace quadratique régulier de dimensionn > 0. On a :
1. sin est pair, alors Z(q) = K.

2. si n est impair, Z(q) est un K-espace vectoriel de dimension 2, dont
(1,e1ea X ... X e,) est une base, pour (e1,...,e,) base g-othogonale de
E. Enfin, Z(q) est isomorphe en tant qu’algébre Z/2-graduée o C(§) pour
é un discriminant de q.

Corollaire 10.0.6. Soit ¢ une forme quadratique réguliére. Alors,

Co(g) N Z(q) =K.

Partie paire d’une algébre de Clifford

Soit (F,q) un espace quadratique régulier de dimension n. Le résultat essentiel
de cette partie est le fait que la partie paire Cy(q) d’une algébre de Clifford
est elle-méme isomorphe a une algébre de Clifford. Le théoréme suivant intitulé
lemme de la partie paire, formalise ce résultat :

Théoréme 10.0.4. Lemme de la partie paire
Soit ¢ une forme quadratique régulicre de dimension n et a € K*. On a alors
les isomorphismes d’algébres suivants :

Co(gL{a)) =~ C(—aq)

et pour tout (ay,...,an,any1) € (K*)nHL,

Colar, ... an, ant1) = C{—a1Gp+41, —A20n11, -, —QnGpi1)

Précédemment, nous avons donc étudié la partie paire d’une algébre de Clifford
associée a un espace quadratique régulier (F,q). Nous avons alors constaté que
selon la parité de la dimension de l'espace E, le centre de C/(g) était soit le corps
de base K, soit un espace de dimension 2 sur K. Du lemme de la partie paire
nous avons également tiré une information essentielle : la partie paire de toute
algebre de Clifford est elle-méme isomorphe & une algébre de Clifford. Dans
les deux sections & venir, nous verrons deux applications de ces deux résultats
majeurs.

Algébre de Clifford et discriminant

La proposition suivante est un prolongement en toute dimension d’'un résultat
déja établi dans le cadre de la dimension 1 : "si C(q1) et C(g2) sont isomorphes
alors q1 et ga ont méme discriminant”, avec cette fois-ci I’hypothése supplé-
mentaire de I'isomorphisme gradué. Cette proposition aura une résonance toute
particuliére dans le cadre des corps finis.
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Proposition 10.0.8. Soit q1, g2 deuz formes quadratiques réguliéres de méme
dimension. On suppose de plus que les algébres de Clifford associées C(q1) et
C(q2) sont isomorphes en tant qu’algébres 7./2-graduées, alors q1 et g3 ont méme
discriminant.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que gz, g2 sont deux formes
quadratiques réguliéres de méme dimension impaire. Alors, d’aprés 1’étude du
centre d’une algébre de Clifford associée & une forme quadratique réguliére, les
centres Z(q1) et Z(g2) respectivement associés & C(q1) et C(gz) sont de dimen-
sion 2 et sont isomorphes respectivement aux algébres Z/2-graduées C(01) et
C(d2) ou ;1 est un discriminant de ¢; et d un discriminant de go. Or, puisque
C(q1) ~ C(g2) en tant qu’algébres (on n’utilise pas ici la structure d’algébre
graduée), les centres Z(q;) et Z(g2) sont naturellement isomorphes, ce qui im-
plique :

Z(q1) ~ 2(q2) = C(01) = C(d2)
= (61) =~ (d2)
<= 01 = 0xdans K*/(K*)2
= Aq1) = A(ge)

en se souvenant qu’en dimension 1, les algébres de Clifford sont isomorphes si
et seulement si les formes quadratiques associées sont équivalentes. Les équiva-
lences ci-dessus achévent donc ’étude du cas ot la dimension est impaire.
Désormais supposons, q; et g2 de méme dimension paire avec les algébres de
Clifford associées isomorphes en tant qu’algébres Z/2-graduées. En dimension
paire, C'(q1) et C(q2) sont centrales et il nous faut étudier les parties paires
de ces algebres de Clifford pour obtenir plus d’information. Par diagonalisation
q1 et g2 étant de dimension 2n, n € N*| il existe des familles d’éléments non

nuls de K notées (a;)1<i<an €t (bi)1<i<an telles que ¢1 =~ (a1, ag, - ,a2,) et
g2 > (b1,ba, - ,bay). Alors, par le lemme de la partie paire, on a les résultats
suivants :

L C(q1) = Clar, az, - ,azn)

2. C(g2) ~ C{b1,ba, - ,bap)

3. Colay,ag, - ,as,) =~ C{—agna1, —a2,a2, ** , —Q2,G27—1)
4. Co(b1,ba, - ,ban) = C{=bayb1, —banba, -+, —bapbay_1)

11 faut ensuite utiliser le fait que les algebres de Clifford C(q1) et C(gz2) sont
isomorphes en tant qu’algebres graduées. En effet, I'isomorphisme ¥ entre C'(q1)
et C(g2) préserve la graduation, (ce qui est le cas ici) et assure que

¥ (Co(q1)) C Colga),

avec dim(Co(q1)) = dim(Co(g2)) = 2", d’ott ¥(Co(q1) = Co(gz2) et par injec-
tivité de ¥, Co(q1) =~ Co(gz2). Cet isomorphisme implique alors que :

C(—banbi, —banba, - -+, —bapbon_1) ~ C(—as,a1, —a2,,02, -+ , —A2,025—1).

Ainsi, d’aprés la premiére partie de la preuve, en dimension impaire, I’isomor-
phisme ci-dessus nous donne dans K*/(K*)? :

A(<—612na1, —Q2pA2, -, _a2na2n71>) = A(<_b2nb1a —banba, - -, _b2nb2n71>)
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avec
A({(—agnar, —agnaz, -, —aguaz,—1)) = (=1)*" a3 tajas - ag,_1
= —ast rajag - agn—
= 7(a§n,)a32_1a1a2 s Q2n—1
= a3 ajag - ag,—q
= —A2p,A142 - A2n—1
= —det((ay,az, - ,a2,))
et
A({=banb1, —bapba, -+, —bapban_1)) = (=1)*" 7163 1biby - bayy

= *bgz_lblbz <oban—1

= —(b3,)b3n "biby - bony
= b2 by - bopy

= —banbiba -+ - bap_1

= —det((b1,b2, -+ ,bap))

On a donc, en particulier dans K*/(K*)? :

det((ar, a2, - ,a2,)) =  G2p0102 - - G2p—1
banb1ba - - - bap_1
det(<b17 b27 T 7b2n>)

et puisque dim({a1, az, - ,a2,)) = dim({b1,ba, - ,bay,)), les formes diagonales
(ar, a9, ,a9,) et (by,ba, -, bay) ayant méme déterminant, ont méme discri-
minant. Ce qui nous donne également :

A(q1) = A(ge)
O

Remarque 10.0.8. Dans le cadre des corps finis, on peut obtenir d’avantage de
la proposition précédente. Si K est un corps fini, q1, g2 deuz formes quadratiques
régulieres sur K telles que :

dim(q1) = dim(qz) et C(q1) ~z/2 C(q2)

alors q1 et qga ont méme discriminant et méme dimension et sont donc équiva-
lentes sur K.

Passons désormais a la seconde application du théoréme de structure du centre
des algébres de Clifford.

Application des algébres de Clifford a 1’étude d’isomorphismes d’al-
gébres

La proposition qui suit est une illustration de lefficacité des résultats mentionnés
ci-dessus pour prouver la non existence de certains isomorphismes d’algébres
notamment avec des algébres de matrices.
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Proposition 10.0.9. Soit n € N*, aucune algébre de Clifford réelle associée a
une forme quadratique réguliére n’est isomorphe a M,,(C) x M, (C).

Démonstration. Le centre de I'algébre M,,(C) est I'ensemble des matrices com-
plexes de tailles n X n qui commutent & toutes les autres. Un résultat bien
connu est qu’il s’agit de 'ensemble {AI,,, A € C} des matrices d’homothéties, ot
I,, désigne la matrice identité d’ordre n. Ainsi Z(M,,(C) x M,,(C)) ~ C x C.
Supposons par 'absurde qu’il existe une forme quadratique réelle, réguliére, g
telle que C(q) ~ M,,(C) x M,,(C), alors :

e Si dim(q) est paire, Z(q) est isomorphe a R.

e Si dim(q) est impaire, alors C(q) a pour centre un R-espace vectoriel de

dimension 2.

Ainsi dans les deux cas, par raison de dimension le centre Z(g) ne peut pas étre
isomorphe & C x C de dimension 4 sur R, ce qui montre le résultat. O

Voici désormais une application encore plus usuelle du lemme de la partie paire.
En fournissant un isomorphisme d’algébre entre la partie paire d’une algébre
de Clifford associée & une certaine forme quadratique g; et 1’algébre de Clifford
d’une autre forme quadratique gz, ce lemme fondamental nous offre évidemment
un outil naturel pour montrer des isomorphismes de K-algébres entre algébres
de Clifford. Ceci, permet notamment de montrer qu’en dehors de la dimension
1, deux formes quadratiques non équivalentes peuvent avoir des algébres de
Clifford qui sont elles, isomorphes. En voici une illustration simple :

Proposition 10.0.10. Les R-algébres de Clifford Cyo et Cy 3 respectivement
associées aux espaces quadratiques réquliers réels standards de signatures (4,0)
et (1,3) sont isomorphes en tant que R-algebres.

Pour montrer ce résultat on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 10.0.1. Les parties paires Co(q) et Co(aq) sont isomorphes pour q une
forme quadratique réguliére sur K de dimension au moins 2 et a € K*.

Démonstration. Puisque q est réguliére de dimension au moins 2, par diagona-
lisation, il existe des éléments aq,...,a, € K* tels que :

q=~{ai,as, - ,a,) et aqg ~ {aay,aas, - ,aa,)

Ainsi C(q) et C{ay,aq,- -, a,) sont isomorphes en tant qu’algébres Z /2-graduées,
tout comme C(aq) et C{aay,aas, - ,aay,), ce qui implique en particulier que
les parties paires associées sont elles aussi isomorphes. D’oil :

Co(q) =~ Colay,az,- -+ ,a,) et Colaq) ~ Colaay, aas, - ,aa,)
On utilise alors le lemme de la partie paire (n > 2), qui nous donne :
1. Colar,as, -+ ,an) = C{—ana1, —ana2, - , —QpGnp_1)-
2. Colaay,aay, - ,aa,) ~ C{—a%a,a1, —a’anaz, -, —a’anan_1).
Or Vi € [1,n — 1], —a?a;a, = —a;a, dans K*/(K*)? et donc :
Cl—ana1, —anaz, -, —anan_1) ~ C{—a’ana1, —a’anas, - ,—a?a,a, 1)
ce qui donne d’aprés les points 1 et 2 ci-dessus

CO<a17a21"' 7an> x~ Co<aa1,aa2,"' 7aan>
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puis Cy(q) ~ Co(aq). O
Passons désormais a la démonstration de la proposition.

Démonstration. On considére les formes quadratiques diagonales réelles (1, 1,1, 1)
et (1,—1,—1,—1), de signatures (4,0) et (1,3). Par le lemme de la partie paire
appliqué aa = —1:

C{1,1,11) ~ C(=(=1)(1,1,1,1))
~ (1,1 11>L< 1)
= <’ 1 ’_1>

et

C{1,-1,-1,-1) ~ C(=(=1)(1,-1,-1,-1))
Co((1,-1,-1,-1) L(-1))
~  Cp(l,—1,—1,—1,-1)

1

Or —1(1,1,1,1,-1) ~(1,—-1,—1,—1,—1) donc d’apreés le lemme ci-dessus on a
Co(1,1,1,1,—1) ~ Cp(1, —1,~1,~1, —1), d'ot C(1,1,1,1) ~ C(1, —1,—1, —1).
O



Chapitre 11

Application de I’étude des
algebres de Clifford a la
classification des formes
quadratiques sur les corps
p-adiques et sur le corps QQ

Le but de ce chapitre est de réussir a classifier les formes quadratiques p-
adiques et rationnelles via l’algébre de Clifford associée. Pour ce faire, il nous
faudra nous intéresser aux algébres de Clifford en dimension 2 (algébres de
quaternions), 3 et 4 pour lesquelles, nous classifierons les formes quadratiques
réguliéres par l'algébre de Clifford associée. L’outil important de ce chapitre
sera le lemme de dévissage qui associé aux résultats du chapitre précédent nous
permettra de décomposer une algébre de Clifford donnée, en la présentant selon
la parité de la dimension, soit sous la forme d’un produit tensoriel d’algébres
de quaternions, soit sous la forme d’un produit tensoriel d’algébres de quater-
nions et d’une algébre de Clifford associée & une forme quadratique réguliére
de dimension 1. Nous exhiberons alors sans les démonstrations, (pour les dé-
monstrations cf.[I] XXV) des théorémes généraux de structures de ces algébres
en dimension paire et impaire que nous exploiterons notamment pour décrire la
structure des algébres de Clifford des formes quadratiques réguliéres définies sur
les corps finis. Enfin, nous aborderons la question de la structure des algébres de
Clifford des formes hyperboliques, ce qui nous permettra d’avoir en main tous
les ingrédients et outils nécessaires a la démonstration des deux grands résultats
de ce chapitre :

e Pour ¢ et ¢ deux formes quadratiques réguliéres définies sur Q, o p € P :

¢~ == C(¢) ~z/2 C(¥)

e Pour ¢ et ¢’ deux formes quadratiques rationnelles réguliéres :

Si C(q) ~z/2 C(q') et siq et q' ont méme signature alors q ~ ¢’
Ceci nous permettra d’obtenir une nouvelle facon de classifier les formes qua-
dratiques rationnelles et cloturera notre voyage a travers le monde des formes
quadratiques.
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11.0.10 Algébres de quaternions

Définition 11.0.6. Soit a,b deux éléments non nuls du corps K, l'algébre de
Clifford C{a,b) associée & la forme quadratique {(a,b) est notée (a,b). Ces al-
gébres sont appelées les algébres de quaternions.

Dans la suite nous allons voir quelques propriétés de ces algébres de quaternions,
notamment le fait que les plans quadratiques réguliers sont classifiés par leur
discriminant et la structure de K-algébre de leur algébre de Clifford. Mais avant
cela il nous est nécessaire de voir quelques définitions et notations.

Commengons par fixer deux éléments a et b de K*. Comme vu précédemment
K? s’injecte dans (a,b) et ainsi e;, ey les vecteurs de la base canonique de K2
peuvent étre vus comme des éléments de ’algébre de quaternions (a,b). On sait
de plus que le K-espace vectoriel sous-jacent & la structure de K-algebre de (a,b)
est de dimension 22 = 4 avec la famille (1,1, e, e3) qui en est une base pour
es = eres. Avec identification usuelle qui consiste & voir K? comme un sous
espace vectoriel de (a,b), les régles de calcul dans les algébres de Clifford nous
donnent :

1. e2=a,e2=b,e3=—ab

2. €169 = —€g2€7

3. elez = 6%62 =a-ey = —ezeq

4. egez = egereg = —ede; = —b- e = —ezen.

Les résultats ci-dessus nous permettent alors de calculer le produit d’éléments
de (a,b) apreés les avoir préalablement décomposés dans la base (1, e1, e2,e3). On
remarque également que lalgébre (a,b)= K ® Ke; @ Keg @ Kes est graduée de
la fagon suivante :

(a,b)o = K@ Kezet (a,b); = Key @ Key

En effet, il est facile de voir que 1 € (a,b)o, que K® Kes ®Key; @ Key = (a,b) et
pour finir que (a, b);(a,b); C (a,b);+; pouri,j € Z/2 (ct. les résultats ci-dessus).
Par analogie avec le corps des quaternions H, continuons de donner quelques

définitions.

Définition 11.0.7. La symétrie vectorielle de (a,b) par rapport ¢ K et paral-
lelement o Vect(er,ea,e3) est Uapplication :

(a,0) — (a,b)
r=a+pf-e1+7v-e2+6-e3—T=a—F-eg—7-e3—0-e3
On Uappelle la conjugaison quaternionique.

Remarque 11.0.9. La conjugaison quaternionique est une anti-involution de
(a,b), c’est a dire qu’il s’agit d’une involution linéaire vérifiant :

Va,y € (a,b)*, 7y = JT.

La linéarité est évidente tout comme le fait que pour z € (a,b) on ait : T = x.
Enfin, le fait que : Vx,y € (a,b)?, Ty = YT est immédiat en décomposant x,y
dans la base (1,e1,es2,e3) via les régles de calcul rappelées ci-dessus.



163

Norme quaternionique

Par les régles de calcul sur les vecteurs de bases de (a,b), pour tout élément
r=a+f-e1+7-e3+0d-e3, on a également :
2T = Tz = o? — af? — by? + abs? € K.

Définition 11.0.8. Etant donné x € (a,b), on pose :
N(z) =27 =7z € K,

appelé norme (quaternionique) de x.
Ainsi pour = a+ f-e1+7v-ea+0d-e3 décomposé dans la base (1,e1,ea,€e3) de
(a,b), on a :

N(z) = a? —af? — by? + abé?.

L’écriture ci-dessus de N dans la base (1, e1, €3, e3) de (a,b) prouve que la norme
est une forme quadratique sur I’espace vectoriel sous-jacent a ’algébre (a,b) et
qu’elle est équivalente a la forme diagonale (1, —a, —b, ab).

Remarque 11.0.10. La norme N est un morphisme de ((a,b), x) sur (K, x).
En effet, d’aprés la remarque précédente Va,y € (a,b)?, on a :

N(zy) =  Tyzy
= yzzy
N (z)y
N(z)yy
N(z)N(y)

car N(x),N(y) € K C Z({a,b)).

Remarque 11.0.11. L’égalité T = —x a lieu si et seulement si « = 0 pour x
décomposé dans la base (1,e1, ez, e3) sous la formexz =a+ e +v-ea+3-e3.
Ainsi {x € (a,b),T = —x} = Vect(eq, ez, e3) et on note cet ensemble P, ;, appelé

l’espace des quaternions purs. Pour un tel x,
N(x) =27 = —2% = —af8? — by? + abs?.
et Np, , ~ (—a,—b, ab)

Passons désormais a I’énoncé du théoréme de classification des plans quadra-
tiques réguliers a 1’aide de 'algébre de Clifford associée et du discriminant.

Classification des formes quadratiques réguliéres de dimension 2 par
P’algébre de quaternion associée et le discriminant

Proposition 11.0.11. Soit (a,b) et (¢,d) deux algébres de quaternions. Les
formes quadratiques {a,b) et (c,d) sont équivalentes si et seulement si les K-
algebres (a,b) et (c,d) sont isomorphes et si A({a,b)) = A({c,d)) dans K*/(K*)2.

Démonstration. Soit (a,b) € (K*)% On note N, la norme de l'algebre des
quaternions (a, b). Comme indiqué dans la remarque ci-dessus, pour z € P, j on
a: Nyp(z) =2T = —22. Ainsi, la restriction a P, de la norme N, ; coincide
avec 'application  — —22. On montre alors que
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Py ={z € (a,b)\K* : 2% € K}

Soit © € P, = Vect(ey, ez, e3), on a bien x € (a,b)\K* et via la décomposition
x=p-e1+7 e2+0-ez dans la base (e1, ez, e3) de P, p, il vient :

a® = (B-e1+7y-e2+0-e3)
= —Nyp(x) =aB? +by* —abs? €K
D’ou z? € K, soit linclusion P, C {z € (a,b)\K* : 22 € K}.
Inversement, supposons x € (a,b)\K* et 22 € K. Cette fois-ci x se décompose

sous la forme z = a+ f-e; + - ey + 0 - eg dans la base (1,e1,e9,e3) de (a,b)
et donc :

2 = (a+,8'61+’7'62+5'63)2

= (a®+aB?+by? —abd?) +2(aB-e1 +ay ez +ad-e3)
(@ 4+ af? + by? — abd?) +2a(B-e1 +7 - e+ 0 - e3)

et

22 e K < 20(B-e1+7y-ea+0-e3)=0
<~ a=0ou(B,v,4)=1(0,0,0)

Alinsi, puisque z € (a,b)\K* on a :
P?eKe=a=0
et d’ou I'inclusion réciproque {z € (a,b)\K* : 2% € K} C P, .

Supposons désormais que (a,b) ~ (¢, d) et soit ¢ est un isomorphisme d’al-
gébre entre (a,b) et (¢,d). On veut montrer que la restriction de ¢ & P, in-
duit une isométrie de (P, 5, (Nap)p, ,) sur (Ped, (Ne,a)p. ;). Soit donc z € Py,
d’aprés ce qui précéde x € (a,b)\K* avec 22 € K. Puisque ¢ est un morphisme
d’algebre ¢(1) = 1 et donc :

ok = ldk

Alors ¢ étant un isomorphisme, pour y € K, il existe un unique antécédent dans
(a,b) via ¢ qui est y lui-méme. D’out si on suppose ¢(z) € K, notant cet élément
yona:
px) =y=9¢(y) «<=z=yckK

ce qui est absurde et donc ¢(z) € K. On a de plus :

8% = (a)? = a? € K
Dou ¢(z) € (c,d)\K* avec ¢(z)? € K, soit ¢(x) € P.g4. Ainsi, on vient de
montrer que ¢ induit un isomorphisme d’espace vectoriel de P, p sur P, g puisque

d)(Pa,b) - Pc,d et dim(d)(Pa,b)) = dim(Pc,d) =3.

De plus, pour z € P, 3, ¢(z) € P, 4 et donc :

Nap(z) = —2? et Nea(d(z)) = —o(2)?

2

Or, d’aprés ce qui précéde ¢(2?) = ¢(x)? = 22 et donc :

Nap(2) = Ne,a(¢()).
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Par conséquent ¢ : P, — P 4 induit bien une isométrie de (Pyp, (Nap)p, ,)
sur (P4, (Ne,a)p. ;) et donc (—a,—b,ab) ~ (—c, —d, cd), soit également :

(—a,—b) L (ab) ~ (—c, —d) L {cd).
Supposons de plus que :
Al b)) = A((e,dy) dans K*/(IK*)?
alors ab = cd, K*/(K*)? et donc (ab) ~ (cd). Par simplification de Witt on a :
(—a,—b) ~ (—c,—d) = (a,b) ~ (c,d)

Ainsi, si (a,b) ~ (¢,d) et si A({a,b)) = A({c,d)) alors {(a,b) ~ (c,d). Récipro-
quement, si (a,b) ~ (¢,d), on a alors immédiatement A({a,b)) = A({c,d)) et
(a,b) =~ (¢,d). D’ou le résultat. O

Grace a la démonstration précédente, on va donner a l'aide de la norme qua-
ternionique, une condition nécessaire et suffisante pour que deux algébres de
quaternions soient isomorphes.

Isomorphisme entre algébres de quaternions et structure de ces al-
gébres

Proposition 11.0.12. Les algébres de quaternions (a,b) et (¢,d) sont iso-
morphes si et seulement si les formes (1, —a, —b, ab) et (1,—c, —d, cd) sont équi-
valentes.

Démonstration. On a montré dans la démonstration précédente que si les al-
gébres (a,b) et (¢, d) sont isomorphes alors les formes quadratiques (—a, —b, ab)
et (—c, —d, cd) sont équivalentes. On en déduit alors que :

(1Y L(=a,—=b,aby ~ (1) L (—c,—d,cd) = (1, —a, —b,ab) ~ (1, —c¢, —d, cd).

Inversement, si on suppose que (1, —a, —b,ab) ~ (1, —c, —d, cd), alors par sim-
plification de Witt, on a (—a, —b, ab) ~ (—c, —d, cd) et donc puisque

(Na’b)lpa)b ~ (—a,—b, ab) et (Nc)d)‘pcyd ~ (—¢,—d, cd)
par transitivité de la relation "étre équivalente", il vient :

(Na’b)‘Pa,b = (Ncyd)lpc,d'

On note ¢ une isométrie entre P, ; et P. 4 que 'on peut prolonger en un iso-
morphisme d’espaces vectoriels entre (a,b) et (¢,d) en envoyant 1 sur 1. En
effet, la base (e1,e2,e3) de P, est alors envoyé par isométrie sur la base
(p(e1), p(e2), d(es)) de P, 4 et le prolongement de ¢ & (a,b) (que 'on note en-
core ¢) envoie la base (1,eq, e, e3) sur la famille (1, ¢(e1), p(e2), p(es) qui est
une base de (¢, d) formée par concaténation d’une base de K et d’une base de P, 4
avec (¢,d) = K@ P, 4. Ainsi, le prolongement de ¢ a (a,b) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels de (a, b) sur (c,d) tel que ¢;x = Idx ce qui permet, en dé-
composant les éléments de (a,b) dans la base (1, eq, ea, e3), de vérifier facilement
que ¢ est en plus un morphisme d’algébre, ce qui montre donc que :

(a,b) ~ (¢, d).
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Enfin, terminons cette section par ’énonciation du théoréme de structure des
algébres de quaternions.

Théoréme 11.0.5. Structure des algébres de quaternions
Soit a,b € K*.

1. Sila forme quadratique (1, —a, —b) est anisotrope alors (a,b) est un corps
gauche dont le centre est K.
2. Si la forme quadratique (1, —a, —b) est isotrope, alors l'algébre (a,b) est
isomorphe 4 M2 (K)
Dans tous les cas, (a,b) est une K-algébre centrale et (a,b)y est isomorphe a
C(—ab).
On en déduit facilement les deux corollaires suivants :

Corollaire 11.0.7. Pour tout a € K*, (1,a) ~ M3(K).

Démonstration. Sur tout corps K de caractéristique différente de 2, (1, —1) est
isotrope et donc pour tout a € K*, (1, -1) L(—a) ~ (1, -1, —a) Pest aussi. [

Corollaire 11.0.8. Soit K un corps fini, pour tout a,b € K*, (a,b) ~ My(K).

Démonstration. Toute forme quadratique réguliére de dimension 3 est isotrope
sur le corps fini K, ce qui donne le résultat. O

On aura l'occasion d’utiliser ce théoréme de structure et ces corollaires, & de
nombreuses reprises, notamment dans la section & venir pour classifier les formes
quadratiques a aide de Palgébre de quaternion Z/2-graduée associée et dans
celle qui suit pour étudier les classes d’isomorphie d’algeébres de quaternions sur

Q et les corps Q.

11.0.11 Classification des formes quadratiques réguliéres
de dimension 2 par la structure d’algébre 7Z/2-
graduée associée

Précédemment, nous avons étudié les algébres de Clifford associées aux plans

quadratiques réguliers (algébres de quaternions) et avons exhibé un théoréme

de structure de ces algébres. Puis, nous avons mis en évidence un résultat im-
portant :

les plans quadratiques régquliers sont classifiés par leur discriminant et la
structure de K-algébre, de leur algébre de Clifford.

Ces deux outils, nous serons utiles pour démontrer la proposition suivante qui
prend en compte la structure d’algébre Z/2-graduée. Nous établirons ainsi que
pour q et ¢’ deux formes quadratiques réguliéres de dimension 2, on a :

q~q = C(q) ~z/2 C(¢).

Proposition 11.0.13. Soit q1 et g2 deuzx formes quadratiques réguliéres de
dimension 2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. q1 et qo sont équivalentes.

2. C(q1) ~ C(q2) et Co(q1) =~ Co(q2) en tant qu’algébres.



167

3. C(q1) ~ C(q2) en tant qu’algébres Z/2-graduées.

Démonstration. Puisque g1 et g2 sont deux formes quadratiques réguliéres de
dimension 2, par diagonalisation, il existe des éléments non nuls a, b, ¢, d de K*
tels que :

q1 =~ {a,b) et gz ~ (c,d)
et donc également,
C(q1) ~z/2 Cla,b) et C(q2) ~z/2 C{c,d).

e 3 = 2 est clair, puisque si C(q1) et C(g2) sont isomorphes en tant qu’al-
gébres Z/2-graduées, elles sont naturellement isomorphes en tant qu’al-
gébres, avec I'isomorphisme Cy(q1) =~ Co(g2) qui découle du fait que I'iso-
morphisme d’algébres graduées préserve la graduation.

e 1 = 2 est clair. Deux formes quadratiques réguliéres équivalentes ayant

des algébres de Clifford isomorphes en tant qu’algébres graduées, ce qui

donne bien les deux isomorphismes souhaités au point 2.

1 = 3 est clair également.

Montrons 3 = 1. C(q1) ~ C(q2) en tant qu’algébres Z/2-graduées, ce

qui donne aussi avec les notations précédentes C'(a,b) ~ C{c,d) en tant

qu’algebres Z/2-graduées. D’aprés le théoréme de structure des algébres
de quaternions :
Co({a,b)) ~ C(—ab) et Cy({c,d)) ~ C{—cd)

Comme l'isomorphisme d’algébres entre C(a,b) et C{c,d) est gradué, on

a Co({a,b)) ~ Cy({c,d)) et donc également C(—ab) ~ C(—cd). D’aprés

I’étude des algébres de Clifford associées aux formes quadratiques régu-

lieres en dimension 1, on déduit que (—ab) ~ (—cd) et donc :

ab = cd dans K*/(K*)2.

Ainsi les formes quadratiques réguliéres de dimension 2, {a,b) et (¢, d) ont

des algébres de Clifford associées isomorphes et ont méme discriminant ce

qui montre d’aprés la proposition 11.0.11 que {(a,b) ~ (¢, d) soit ¢1 ~ ¢a.

e 2 —> 1 est immédiate d’aprés ce qu'on vient de faire ci-dessus. En effet,
pour montrer 3 => 1, on a simplement eu besoin d’utiliser successivement
que :

C{a,by ~ C{c,d) et Co({a, b)) ~ Co({c,d))
avec q1 ~ {(a,b) et g2 ~ (c,d). La méme méthode que ci-dessus permet
donc de conclure.
O

Etude des classes d’isomorphie d’algébres de quaternions sur Q et les
corps Q,

Pour a,b € K*, on a vu que la structure de la K-algébre des quaternions (a, b) dé-
pendait du caractére isotrope ou anisotrope de la forme quadratique (1, —a, —b).
La proposition suivante s’appuie sur cette forte dépendance, pour étudier le
nombre de classes d’isomorphie d’algébres de quaternions sur les corps Q et Q,,
pour p € P.

Proposition 11.0.14. Il y a une infinité de classes d’isomorphie d’algébres de
quaternions sur Q alors qu’il y a exactement deux types de classes d’isomorphie
d’algebres de quaternions sur les corps p-adiques Q,, ot p € P.
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Démonstration. Soit a,b € Q*. Si on suppose par 'absurde qu’il n’y a qu’un
nombre fini de classes d’isomorphie d’algébres de quaternions sur Q, il n’y a
qu’un nombre fini de classes d’équivalences de formes quadratiques sur Q de la
forme (1, —a,—b,ab), a,b € Q* (deux algébres de quaternions sont isomorphes
si et seulement si leurs normes quaternioniques associées sont équivalentes).
Montrons que ceci est absurdre. Considérons py,ps € P tels que p; # p avec
p1,p2 = 3[4] et prouvons que :

(1, —p1,—p1, —p%) £ (1, —pa, —P27P3> (cas ott @ = b = py puis a = b = py).

ce qui montrera le résultat puisqu’il y a une infinité de nombres premiers congrus
4 3 modulo 4. Comme p? et p3 sont deux carrés de Q*, les formes diagonales
ci-dessus sont respectivement équivalentes a (1, —py, —p1, 1) et (1, —pa, —pa, 1).
Par le test d’équivalence rationnelle, si (1, —p1, —p1,1) ~ (1, —p2, —p2,1), on a
en particulier :

Op (< 1,—p1,—p1,1 >) = 0p, (< 1, —p2, —p2,1 >) dans W (F,, ).

Or, p2 # p1 on a donc Oy, (< 1, —p2, —p2,1 >) = Ow (g, ) ce qui impose néces-
sairement :

Ow (F,,) =< Op, (1), 0p, (=p1), Op, (—=p1), 0p, (1) >=< 0,1, -1,0 >.

Ainsi Oy, ) =< —1,—-1 > et (—1,—1) est donc hyperbolique sur F,,. Or,
puisque A((—1, 1)) = —1 et que —1 n’est pas un carré de F; (comme p = 3 [4]),
(—1,—1) n’est pas hyperbolique et < —1,—1 ># Ow r,,)- Ce qui montre bien
que :

<1a —P1,—P1, 1> ;é <1a —Pp2, —P2, 1> sur Q

Il y a ainsi une infinité de classes d’équivalence associées aux formes quadratiques
du type (1, —p, —p, 1) sur Q et donc aussi une infinité de classes d’équivalence
associées aux formes quadratique du type (1, —a, —b, ab) sur Q. Ceci achéve donc
de montrer le résultat dans le cas du corps Q.

Supposons p € P et a,b € Q. Si la forme diagonale (1,—a,—b,ab) est
isotrope sur Q, alors la Q,-algébre des quaternions est isomorphe & M2(Q,) et
on a donc 1a le premier type d’isomorphie pour les algébres de quaternions. Le
deuxiéme type d’isomorphie vient alors des algébres de quaternions (a, ) telles
que (1,—a,—b,ab) est anisotrope sur Q,. En effet, pour p = 2 ou p premier
impair il n’y a & équivalence prés qu’une seule forme anisotrope de dimension 4
sur Q. Ainsi, si (1, —a, —b, ab) et (1, —c, —d, ed) sont anisotropes, pour a,b € Q,
et c,d € Qp, on a:

(1,—a,—b,ab) ~ (1, —c,—d, cd) < (a,b) ~ (c,d)

La seconde classe d’isomorphie d’algébres de quaternions est alors la classe de
(a,b) pour (1,—a,—b,ab) anisotrope, les deux classes mentionnées précédem-
ment étant bien distinctes. En effet, si a,b € Q} et ¢,d € Qp sont tels que
(1,—a,—b,ab) est isotrope sur Q, et (1,—c,—d,cd) anisotrope sur Q,, on a
bien (a,b) % (¢, d) car sinon les formes (1, —a, —b, ab) et (1, —c, —d, cd) seraient
équivalentes, absurde I'une étant isotrope, l'autre anisotrope. On a donc bien
exactement deux types de classes d’isomorphie d’algébres de quaternions sur les
corps Q. O
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Corollaire 11.0.9. i existe a isomorphisme prés, une unique algébre de qua-
ternions sur Q, qui est un corps. On notera l'une d’entre elles H,.

Démonstration. Soit (a,b,c,d) € (Q;)4. On suppose que les algébres de qua-
ternions (a,b) et (c,d) sont deux corps. On va montrer qu’elles sont nécessai-
rement isomorphes en tant qu’algébres. Les formes quadratiques de dimension
4, (1,—a,—b,ab) et (1,—c, —d, cd) sont anisotropes sur Q, car sinon seraient
isotropes et les algebres (a,b) et (c, d) seraient isomorphes & M2(Q)) qui n’est
pas un corps. Or, & équivalence prés il y a une unique forme quadratique de
dimension 4 anisotrope sur Q,, d’ott :

(1, —a,—=b,aby ~ (1, —c,—d, cd) <= (a,b) ~ (¢, d).
Ce qui achéve de montrer le résultat. [

Ainsi sur Qp, l'algébre de quaternion (a,b) est soit isomorphe & M»(Q)) soit
isomorphe a H,,.

11.0.12 Algebres de Clifford en dimension 3

Aprés avoir étudié les algébres de Clifford associées aux droites quadratiques
et les algébres de quaternions, nous allons examiner les algébres de Clifford en
dimension 3. Pour ce faire, on fixe un triplet (a,b,c) € (K*)? et nous allons nous
intéresser a l'algébre C{a,b,c). Pour la forme (a,b,c) définie sur le K-espace
vectoriel K3, la base canonique e, es, e3 constitue une base orthogonale. Avec
I'identification usuelle K* < C(a,b,c), (1,e1,e2,e3,e1e2, e1€3, €2e3, €1€9€3) st
une base de C{a, b, c) ou,

(1,e1e9, e1e3, e2e3) est une base de Cy{a, b, c)
et
(e1, ez, e3,e1€9e3) est une base de C1{a, b, c).
Passons maintenant a la description compléte de la structure de C{a, b, c).
Théoréme 11.0.6. Soit (a,b,c) € (K*)3. Alors,
1. Cy(a,b,c) ~ (—ac, —bc)

2. Z{a,b,c) = K@ Kejeqes et est isomorphe o C(—abc).
8. Ca,b,c) ~z,5 Cola,b, )®Z(a,b,c) ou Cola,b,c) est trivialement graduée.

On en déduit 'important lemme de dévissage suivant qui nous permettra de
décomposer n’importe qu’elle algébre de Clifford en dimension supérieure.

Corollaire 11.0.10. Lemme de dévissage
1. C{a,b,c) ~ (—ac, —bc) @ C(—abc)
2. Cla,b,c) ~/5 (—ac, —bc)@C(—abc), ot (—ac, —bc) est trivialement gra-

duée.

Nous sommes désormais en capacité de classifier les formes quadratiques de
dimension 3 via ’algébre de Clifford Z/2-graduée associée.
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Classification des formes quadratiques réguliéres de dimension 3 par
I’algébre de Clifford Z/2-graduée associée

Précédemment nous avons étudié les algébres de Clifford associées a des formes
quadratiques de dimension 1 et 2 et nous avons mis en évidence que :

e Pour deux droites quadratiques (E1, q1) et (F2, g2), les aglébres de Clifford
associées C(q1) et C(q2) sont isomorphes en tant qu’algébres (graduées)
si et seulement si q; et g2 sont équivalentes et donc que la structure de
lalgebre de Clifford C(q) détermine & équivalence prés q.

e Pour deux plans quadratiques (E1, q1) et (E2, ¢2), ¢1 et g2 sont équivalentes
si et seulement si les algébres de Clifford associées C(q1) et C(gz2) sont
isomorphes en tant qu’algebres et si A(g1) = A(ga).

Ainsi, dans le cadre de la dimension 2, la structure de K-algébre de 'algébre de
Clifford C(q) ne suffit plus pour déterminer ¢ a équivalence prés, on a besoin
d’une information supplémentaire qui est portée par le discriminant ou bien par
la structure d’algébre graduée. Dans le cadre de la dimension 3, on va pouvoir
également classifier les formes quadratiques réguliéres par 1'algébre de Clifford
associée, mais comme pour la dimension 2, la structure de K-algébre de ’algébre
de Clifford C(q) sera insuffisante pour déterminer ¢ & équivalence prés, on aura
alors besoin d’une information supplémentaire qui sera ici, également portée par
la structure d’algebre Z/2-graduée de C(q).

Proposition 11.0.15. Les formes quadratiques réguliéres de dimension 3 sur
K sont classifiées a isomorphisme prés par leur algébre de Clifford associée vue
comme 7/2-algebre. Ainsi, si q1 et qa sont deux formes quadratiques réguliéres
de dimension 3, q1 et qo sont équivalentes si et seulement si les algebres C(qy)
et C(q2) sont isomorphes en tant qu’algébres Z/2-graduées, ce que l'on peut
résumer par :

q1 ~ g2 <= C(q1) ~z/2 C(g2)

Pour démontrer cette proposition nous aurons besoin d’utiliser le résultat sui-
vant :

Lemme 11.0.2. Soit (a,b,c,a’, b, c') € (K*)8. Si les algébres de Clifford C{a, b, c)
et C{a', V', ) sont isomorphes en tant que K-algebres, alors les formes quadra-
tiques {a,b,c) et {(a’,b',c') ont méme discriminant.

Démonstration. Supposons que C{a,b,c) et C(a’,b',c’) soient isomorphes en
tant que K-algebres. Cela implique alors que :

Z{a,b,c) ~ Z{d', V', )

et par le théoréme de structure des algébres de Clifford en dimension 3, on a :
1. Z{a,b,c) ~ C(—abc)
2. Z{d' )V, d) ~C{—a't)
On déduit alors en particulier que C{—abc) ~ C{—a'b’¢’), ce qui implique via
I’étude des algebres de Clifford en dimension 1 que (abc) et (—a’t’c’) sont équi-

valentes. Ainsi (abc) et (—a'b’¢’) ont méme discriminant, soit abc = a'b’c’ dans
K* /(K*)2. O
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Remarque 11.0.12. Du lemme précédent on obtient en particulier que les al-
gebres de Clifford C(1,1,1) et C(1,1,¢) sur Fq ne sont jamais isomorphes pour
€ désignant un non carré de F,. En effet,

A(<17 1a 1>) =—let A(<17 17€>) =-¢€
avec € # 1 dans F} /(F5)?.
Passons désormais a la démonstration de la proposition.

Démonstration. On suppose que (a,b,c,a’,b',c') € (K*)¢ et que Cla,b,c) et
C{a’,b', ) sont isomorphes en tant qu’algebres Z/2-graduées. Alors, par ’iso-
morphisme gradué, les parties paires de ces algébres que sont Cy{a,b,c) et
Co(a’, b, ) sont également isomorphes. D’aprés le théoréme de structure des
algébres de Clifford en dimension 3, on a :

1. Co{a,b,c) ~ (—ac,—bc)
2. Cola', V', ) ~ (=d'c, =)
et donc :
(—ac, —bc) ~ (—a'cd, —v').

Puisque les algébres de quaternions (—ac, —bc) et (—a’c’, —b'¢’) sont isomorphes,
les normes quaternioniques associées sont équivalentes d’otu :

(1,ac,be, abc?) ~ (1,a'c',b'c’,a'b'c'?)
puis,
(1,ac,be,ab) ~ (1,a'c’,b'c',a’'t’) comme 2, ¢? € (K*)2.
Or,
(1,ac, be, aby ~ (1) L{ac, be,ab) et (1,a'c, b, a’t’) ~ (1) L{d'c/, b a'c)
par simplification de Witt, on a alors :
(ac,be,ab) ~ {(a'd W' ).

Par le lemme précédent abc = a’b'¢’ dans K*/(K*)2, donc en multipliant les
coeflicients diagonaux par abc pour la premiére forme diagonale et par a'b’c’
pour la seconde, il vient : (b(ac)?, a(bc)?, c(ab)?) ~ (b'(a'c')?,a’ (b )%, ¢/ (a’b')?)
soit (b,a,c) ~ (V/,a’,c’) et donc par permutation des termes diagonaux :

{(a,b,c) ~ {a' )V, ).

Ceci achéve de montrer la proposition puisque l'on sait également que si deux
formes quadratiques qi, g2 sont équivalentes alors les algébres de Clifford asso-
ciées sont isomorphes en tant qu’algébres Z/2-graduées. O

Remarque 11.0.13. Soit (a,b,c,a’,V',c') € (K*)S. De la démonstration précé-
dente, on déduit que si :

e Cola,b,c) ~ Cola', V', )

e abc = a't'c’ dans K*/(K*)?
alors :

(a,b,c) ~ {a' b, )
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En effet, dans la démonstration précédente, l’isomorphisme
C<CL, ba C> 2Z/2 C<Cl/, b/a C/>

ne nous sert que pour prouver que les parties paires sont isomorphes, cet iso-
morphisme entre les parties paires étant celui utilisé dans la suite de la démons-
tration. Enfin, la partie finale de la démonstration utilisait que

A({a,b,c)) = A({d, V', "))

ce que l'on avait déduit de lisomorphisme Cla,b,c) ~ C(a’,V',c'). L’égalité
A({a,b,c)) = A({a',V, ) figure ici dans nos hypothéses, car il est supposé
abc = a't/'c’ dans K*/(K*)2.

11.0.13 Algebres de Clifford en dimension 4

Comme pour I’étude des algébres en dimension 3 commengons par donner un
théoréme de structure des algébres de Clifford en dimension 4.

Théoréme 11.0.7. Soit (a,b,c,d) € (K*)*. Il y a alors un isomorphisme d’al-
gebres

Cla,b,c,d) ~ (—ac, —bc) @ (—abe, d)
et un isomorphsime d’algébres 7 /2-graduées
C(a,b,c,d) ~ (—ac, —bd)@(—abe, d)

dans lequel la premiére algebre de quaternions (—ac, —bd) est trivialement gra-
duée, tandis que la seconde est graduée de maniére usuelle.

A Taide de ce théoréme de structure, pour ¢q et ¢’ régulieres de dimension 4,
nous allons établir une condition nécessaire et suffisante pour que deux algébres
de Clifford C(q) et C(¢’) soient isomorphes en tant qu’algébres graduées. Ce
type de raisonnemment est donc différent de ceux exposés aux sections sur la
dimension 2 et 3. En effet, on cherchera ici & établir une condition sur les formes
quadratiques g et ¢’ pour que C(q) ~z/2 C(q’), alors que précédemment, on a
plutét essayer de trouver une condition portant sur les algébres de Clifford pour
que g et ¢’ soient équivalentes.

Condition nécessaire et suffisante pour que C(q) ~z,, C(¢’') en dimen-
sion 4

Dans cette partie, nous allons voir quelques applications du théoréme de struc-
ture présenté ci-dessus. Nous montrerons par exemple qu’il existe des formes
quadratiques réguliéres de dimension 4 non équivalentes et dont les algébres
de Clifford sont isomorphes en tant qu’algébres Z/2-graduées. Ceci constitue
une différence importante avec le cadre des algébres de quaternions pour les-
quelles nous avons montré que deux algebres (a, b) et (¢, d) sont isomorphes en
tant qu’algeébres Z/2-graduées si et seulement si (a, b) et (¢, d) sont équivalentes.
Nous verrons également par la suite une condition nécessaire et suffisante pour
que deux formes quadratiques q et ¢’ réguliéres de dimension 4 aient des algébres
de Clifford isomorphes en tant qu’algébres Z/2-graduées. Ce qui nous permettra
notamment de montrer que les algébres de Clifford associées aux formes qua-
dratiques (1,1,1,1), (1,1,1,¢) sur F,, bien qu’isomorphes, ne le sont pas en tant
qu’algebres Z/2-graduées.
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Proposition 11.0.16. Soit ¢ une forme quadratique réguliére de dimension 4 et
0 un discriminant de q. Par diagonalisation q ~ {(a,b, c,d) pour (a,b,c,d) dans
(K*)* et soit a un scalaire non nul représenté par (1,—6). Alors, les algébres
C(q) et C(aq) sont isomorphes en tant qu’algébres 7./2-graduées.

Démonstration. En reprenant les notations de la proposition, g ~ (a, b, c,d) et
§ = A({a,b,c,d)) = abed € K*/(K*)2. Ainsi :

—abc(l, —0) ~ (—abe, abed)

~ (—abc, abc x abed)
(—abc, (abc)?d)
~ (—abc, d)

1

Ainsi,
—abc(l, =0) ~ (—abe,d) = C(—abc(1, —6)) ~7z/5 C{—abe,d)
Pour a non nul représenté par (1, —6) il existe (z,y) € (K*)? tel que o = 22 —§y?.

Notant H = vect(z,y), (1,—0)|g = (@) et par 'astuce de complétion avec un
déterminant, on obtient :

(1, =6) ~ (o, —ad) ~ (1, =6).
Ainsi agq ~ {(aa, ab, ac, ad) et donc par les résultats rappelés ci-dessus :

C(aq) ~ (—aca?, —bca)®(—abca?, da)
(—ac, —be)®(—abca®, da)
~ (—ac, —be)@(—abca, do)

12

Puisque (1, —d) ~ a(1,—0J) on a également :

C(—abc(l,—8)) ~  C(—abcla, —ad))
(—abea, abcad)
(—abca, abca(abed))
(—abca, (abc)?ad)

~ (—abca, da)

12

R

12

De plus C(q) ~ Cla,b,c,d) avec Cla,b,c,d) ~ (—ac, —bc)&(—abc,d). Or ci-
dessus on a montré que C(—abe,d) = (—abe, d) ~ C(—abe(l, =) en tant qu’al-
gébres Z/2-graduées, d’ou :

C{a,b,c,d) ~ (—ac, —be)®(—abe, d)

~ (—ac, —bc)DC(—abc(l, —5))

(—ac, —be)@(—abca, do)
Claq)

2

1
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Corollaire 11.0.11. Les algebres de Clifford réelles Cy o et Co 4 associces res-
pectivement auz formes quadratiques (1,1,1,1) et (—1,—1,—1,—1) sont iso-
morphes en tant qu’algébres 7./2-graduées et ainsi il existes des formes quadra-
tiques régulieres de dimension 4 non équivalentes, dont les algébres de Clifford
sont isomorphes en tant qu’algébres Z/2-graduées.

Démonstration. Cyo=C(1,1,1,1) et Cp4 = C(—1,—1,—1,—1). On a de plus :
(—=1,-1,-1,-1) ~ —1(1,1,1,1). Alors, A((1,1,1,1)) = 1 € R*/(R*)? et —1
étant représenté par (1, —1), d’aprés la proposition précédente avec o = —1 :

Cho=C(1,1,1,1) ~  C(=1(1,1,1,1))
C<*1, *13 717 71>
~ Co,a

12

Enfin, puisque (1,1,1,1) et (—1,—1,—1,—1) n’ont pas la méme signature, elles
ne sont pas équivalentes en tant que formes quadratiques réelles. Pourtant, elles
ont des algébres associées isomorphes en tant qu’algébres Z/2-graduées, ce qui
donne un exemple de deux formes quadratiques réguliéres de dimension 4 non
équivalentes, dont les algébres de Clifford associées sont isomorphes en tant
qu’algébres graduées. O

De la proposition précédente on déduit que si ¢ et ¢’ sont deux formes quadra-
tiques réguliéres de dimension 4 avec ¢’ ~ «q pour « représenté par (1, —J) ou
d = A(q), alors C(¢') ~ C(g) en tant qu’algébres Z/2-graduées. On va alors
étudier la véracité de la réciproque dans la proposition suivante afin d’obtenir
une condition nécessaire et suffisante pour que deux formes quadratiques q et ¢
alent des algébres de Clifford associées isomorphes en tant qu’algébres graduées.
Avant d’énoncer cette condition nécessaire et suffisante, voici deux lemmes qui
seront utiles & la démonstration de cette future proposition.

Lemme 11.0.3. Soit (E,q) un espace quadratique régulier. On note x,y deuz
élements non nuls de E, alors x et y commutent dans C(q) si et seulement si x
et y sont colinéaires.

Démonstration. On note n = dim(E) € N* et (e;)1<i<n une base g-orthogonale
de (E,q). On décompose alors z et y dans la base (e;)1<i<n de E :

T = e +agey + -+ ape, et y = Breg + Paes + -+ Brey

Alors, on note toujours x,y les éléments de E vus comme des éléments de C(q)
avec comme on 'a vu E < C(q). On a alors :

zy = (oner +agea + -+ aney)(Brer + Paea + -+ Buen)
= Yy aifiel + 30, ;i — Biog)eie;
S aiBiqle) o) + Yicjlaify — Biag)ee;

et
yr = (Brer + Paez + - + PBnen)(crer + agea + -+ + aney)
= Yimi Bicie; + 30, (Biay — aify)ese;
Dim1 Bicig(ei) o) + 2 (Bioy — cij)eie;
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Comme (er);cp((1,n)) est une base de C(q), (eie;)i<; en est une famille libre.
Alors, z et y commutent dans C(q) si et seulement si et zy — yz = 0, soit :

zy—yr=0<= > (B — Biajleie; — 32, (Bia; — aiBj)eie; =0
>oicilaiBy — Biaj — Bioj + aBj)eie; = 0
>icj2(ciB; — Biayj)eie; =0
Vi < j, @il — fia; =0
Vi < j, a3 = Bicj
z et y sont colinéaires

rreny

O

Lemme 11.0.4. Soit (E,q) un espace quadratique réqulier de dimension 4 et
soit F' un sous-espace vectoriel de C1(q) de dimension 4 tel que Vx € F, 2% € K.
Pour (e1, ea,e3,€4), base g-orthogonale de E et t := ejesezeq € C(q), il existe
(a,b) € K2 non nul tel que :

F ={z(a+bt),z € E}.

De plus, en supposant que la forme quadratique ¢, définie par :

F—K
qi: 9
T

est réguliere, il existe a non nul représenté par (1, —9) tel que g1 ~ aq.

Démonstration. q étant réguliére, il existe une base (e, eq, es,eq) de E, g-
orthogonale, telle que g(e;) # 0 pour i € [1,4]. On pose t := ejesezeq € C(q).
On va commencer par montrer dans un premier temps que tout élément de
C1(q) s’écrit de maniére unique = +ty pour (z,y) € E?. On sait que C(q) est un
espace vectoriel de dimension 2% et donc par conséquent que C(q) est un sous
espace vectoriel de celui-ci de dimension 2% dont une base usuelle est donnée
par {e1, ea, €3, €4, €1€0€3, €1€2€4, €1€3€4, €2€3€4 }. Ainsi, pour z € C1(q) il existe
un unique octuplet (a;)1<i<s tel que :

Z = aie1 + ages + azes + ageq4 + ase1e2e3 + ager1€2¢e4 + areiezey + agesesey

De plus, par les régles de calculs dans l'algébre de Clifford C(q) on a :

1. ereses = qleq) ey
2. ejeges = —q(e3) " Mtes
3. erezeq = q(ez) " tes
4. egezey = —qler) e

Ce qui donne bien I'écriture : z = x4ty avec © = aie1 +azes+azez+aqey € E et

y = (asq(es) "ea—acq(es) ez +arq(es) 'ea—agq(er) 'er) € E. Sion suppose

z=x+ty=a'+ty avec (z,2',y,y') € E* Alors (x — 2') + t(y — ') = 0 avec

x — ' € vect(e,ea,e3,eq) et t(y —y') € vect(ejeqes, e1eseq, e1€3€4, €ae3€4) €t

par unicité de la décomposition dans la base usuelle de C1(q) rappelée ci-dessus,

il vient z — 2’ =0 et y —y' = 0 soit (z,y) = (¢/,y), d’ott 'unicité d’écriture.
On va ensuite montrer que :

{2 €Ci(q),z? €K} ={z(a+bt) |z € E,(a,b) € K2}
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ce qui nous permettra d’exprimer F' sous la forme d’un espace vectoriel de
dimension 4, F,;, = {z(a + bt),x € E} pour (a,b) # (0,0). On prouve 'égalité
des ensembles ci-dessus par double inclusion. Soit donc z = z(a + bt), il vient
z = ar + xbt = axr — btx puisque z € E et que pour les éléments e; de la base
g-orthogonale de F, on a e;t = —te;, (n = 4 étant pair, le produit ¢ = ejezezeq
anticommute avec tous les e;, i € [1,4]) et donc :

z = ax — btz = ax + t(—bx) avec (ax, —bz) € E?

ce qui nous donne z € C1(q) d’aprés ce qu’on a vu précédemment. Maintenant
il reste & montrer que 22 € K. On a :

= (v(a -+ bt))?
= (ax — btx)?
= (ar)? — abztr — abtz? + bitatx
= a’x? + abtz? — abtx® — b*ta’t
= a’q(z) — b*q(x)t?
a?q(x) — b*q(x)q(er)q(ez)q(es)q(es) € K

Donc si z = x(a + bt), on a bien z € C1(q) et 22 € K, ce qui nous donne :
{z€Ci1(q),z2? €K} C {z(a+bt) |z € E,(a,b) € K?}.
Réciproquement, soit 2z € C1(q) tel que 22 € K. Comme 2 € C(q), il existe un

unique couple (z,y) € E? tel que z =z +ty et on a :
2% = (x + ty)?
= 2% 4 xty + tyx + tyty
= 2% — tey + tyx — ty’t
= q(x) — tay + tyz — q(2)t?
q(z) + t(yx — xy) — q(x)q(er)q(e2)g(es)q(ea)
Or ¢q(z) € K et g(z)g(e1)q(e2)q(es)q(es) € K donc :

2?2 €K <= yr —ay =0
— yr =y € C(q)

<= =z et y sont colinéaires

Pour que 22 € K, il faut et il suffit que x et y soient colinéaires, et donc qu’il
existe A € K tel que y = Az. Ainsi, z s’écrit alors « + t(A\x) = z(1 — At) avec
(1,—\) € K2 ce qui nous donne l'inclusion

{z(a+bt) |z € E,(a,b) € K2} C {z € C1(q), 2% € K}
et le résultat attendu par double inclusion. On montre ensuite :
3(a,b) # (0,0) e K, F = F,p, = {z(a+bt) |z € E}
On note Z = {z € C1(q),2%2 € K} = {z(a +bt),z € E, (a,b) € K?} et
F.p = E(a+tb) = {z(a+ bt),z € E} pour (a,b) # (0,0) € K2.
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F, 1 est alors un sous espace de dimension 4 de C1(q) avec F,, = Fy p si (a, b)
et (a’,b') sont colinéaires. On rappelle que F est un sous-espace de dimension
4 de C(q) tel que Vy € F,y* € K, alors F C Z et on va montrer qu’il existe
(a,b) # (0,0) tel que F = Fy ;. Soit donc y € F non nul. Comme F C Z, y
s’écrit x1(a + bt) pour x; € E et (a,b) # (0,0) € K2. Par ’absurde, on suppose
que tous les éléments de F' s’écrivent x1(a’+b't), ot x1 est fixé et (a’,b’) parcourt
K2. Ainsi,
F C F,, = {z1(a+10bt),(a,b) € K?}

avec F' qui est de dimension 4, et F,, de dimension 2, absurde. Donc il existe
dans F' un autre élément noté y' tel que y' = 2’'(a’ + b't) avec z1 et ' non
colinéaires. Alors la somme y + 3y’ € F ce qui se traduit par :

y+y = z1(a+bt) +a'(a' +b't)
= (axl + a’:c') + (bel + b/l‘/)t
= (ax1+d'2")+ NMazy + d'2')t
ot la troisiéme égalité vient du fait que y+y’ € {z(a+bt),x € E, (a,b) € K2} et

donc s’écrit xa(ag + bet). Par unicité d’écriture dans Cy(q) sous la forme x + ty,
pour (z,y) € E* on a :

axry + a'x’ = asxy et by + b2 = byxo

et sont nécessairement colinéaires. Ainsi (bx; + b'2’) = A(azy + a'z’) ce qui
donne :

(b—Aa)xy + (b —Xa')a’ =0

< (b—Xa)=0et (b —Ad’) =0car x; et 2’ sont indépendants
= b= Xaetd = \d’
= (a,b) et(a’, V') sont colinéaires
== yayleFa,b:Fa’,b’
Ainsi, pour ¥y = 2'(a’ + b't) dans F tel que 21 et 2’ non colinéaires on a

nécessairement (a, b) et (a’,b’) colinéaires soit y,y’ € Fy . Par I'étude ci dessus,
on voit donc que si deux éléments x(a + bt) et 2'(a’ + b't) de F sont tels que x
et 2’ non colinéaires, nécessairement (a,b) et (a’,b’) eux le sont. Pour (a,b) fixé
tel que y = z1(a+bt) € F,on note B’ = {x € F,x(a+bt) € F}. E' est donc un
sous-espace vectoriel de F tel que E'(a+ bt) C F par construction méme de E’.
Si on montre que E' = E, alors on aura E(a+bt) = E'(a+bt) C F avec E(a+bt)
et F tous deux de dimension 4 ce qui nous donnera E(a + bt) = F,, = F.
Supposons par I'absurde que E’ # E. Alors, il existe un élément de F qui
n’appartient pas & E’(a + tb). En effet, sinon F serait inclus dans E’(a + bt)
et on aurait F' = E’'(a + tb). Or, E'(a + bt) C E(a + bt) ou E(a + bt) est de
dimension 4, par raison de dimension on aurait F' = F(a + bt) et donc E = E’.
D'ou, si E # E', il existe w = z(a’ + b't) € F qui n’est pas dans E'(a + bt).
On a donc (a/,b") non colinéaire a (a,b), car sinon w s’écrirait x(Aa + Abt)
et Az serait donc dans E’ et w dans E’(a + bt), absurde. Pour tout 2’ € E’,
z'(a 4 bt) € F, tout comme w = z(a’ + b't), alors comme (a,b) et (a’,V’) sont
non colinéaires, nécessairement =’ et z eux le sont (on a déja montré que si x
et 2’ sont indépendants alors (a,b) et (a/,b’) sont nécessairement colinéaires, ce
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qui n’est pas). Donc z est colinéaire & tous les 2’ de F’ et les élements de E’ sont
tous colinéaires & x, ce qui implique que E’ est une droite vectorielle. Comme
y=xz1(a+bt) € Fonaxs € E' et E' =vect(xy1). D'ou, si E' # F

E'(a+bt) = vect(x1)(a+bt) C F

et un élément w dans F\E (a 4 bt) s'écrit aussi x1(a’ 4 b't), ce qui signifie en
particulier que F' est inclus dans le sous-espace engendré par x; et x1t qui est
de dimension 2, absurde. D’oit E/ = E et F = Fy .

Soit
F—K
qi: 9
yr—y

La définition ci-dessus est bien licite puisque Vy € F, 4> € K. Poury € F = Fop,
il existe un unique x € E tel que y = x(a + bt) (par unicité de Iécriture sous la
forme x + ty dans C1(q) avec F' C C1(q)) et alors,

a(y) = q1(x(a + bt))
= q1(ax — btx)
= (ax — btx)?

= a%q(z) — b*q(x)q(e1)q(e2)q(es)qles)

= (a® —q(e1)q(e2)q(es)gq(es)b?)q(x)

Or (e, €2, e3,e4) étant une base g-orthogonale, ¢ ~ (g(e1), ¢(e2), q(e3), q(es)) et
donc A(q) = q(e1)q(e2)q(e3)q(es) = § dans K*/(K*)2. On note alors

o =a® — q(e1)q(e2)q(es)q(eq)b?

qui est non nul, puisque sinon ¢; serait nulle et non réguliére. o est donc repré-

senté par la forme quadratique diagonale (1, —q(e1)g(e2)g(es)g(es)) ~ (1,—0)
et donc « représenté par (1, —d). Or Papplication

E—F
u:
z — x(a + bt)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels en raison du fait que tout élément de
F s’écrit sous la forme x(a+bt) de maniére unique (la linéarité est claire). Ainsi,
ona:

Ve € E,q1(u(z)) = ag(x)
ce qui prouve que g1 ~ ag pour « non nul représenté par (1, —¢). O

Proposition 11.0.17. Soit (E, q) et (E’,q') deux espaces quadratiques réguliers
de dimension 4. Alors, les algébres de Clifford C(q) et C(q") sont isomorphes en
tant qu’algebres Z/2-graduées si et seulement s’il existe deux scalaires non nuls
a et 8 respectivement représentés par (1,—48) et (1,—0") tels que aq ~ Bq’, ot §
et 0’ désignent des discriminants respectifs de q et q'.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux scalaires non nuls « et 5 respecti-
vement représentés par (1, —9) et (1, —¢") tels que ag =~ B¢’, ou § et ¢’. Alors,
d’aprés la proposition 11.0.16 :

C(q) = C(aq) et C(¢') ~ C(Bq")
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Puisque ag ~ fq’, on a également C(aq) ~ C(Bq’) o tous les isomorphismes
sont des isomorphismes d’algébres graduées, ainsi :
C(q) ~=z/2 Claq) ~z/5 C(B¢') = C(d)

ce qui donne le sens indirect de 1’équivalence de la proposition. On suppose
ensuite que les algébres C(q) et C(¢’) sont isomorphes en tant qu’algébres gra-
duées. Ainsi, il existe un isomorphisme d’algébres ® tel que @ : C(q) — C(q’)
avec

L. ®(Co(q)) = Co(q)
2. (C1(q)) = C1(¢)
On note § = g(e1)g(e2)g(es)g(es) pour (e;)1<i<a une base g-orthogonale. On

choisit alors F' = {x(a + bt),x € E} sous-espace de dimension 4 de Ci(q) tel
que a? — Jb? = o représenté par (1, —§) ne soit pas nul. On définit alors ¢; par

F—K
qi: 9
yr—y

et on a :
Ve € E, q1(z(a+bt)) = aq(z)

soit donc ¢ réguliére sur F et q; ~ aq d’aprés le lemme 11.0.4 ci-dessus. Alors,

O(F) est également un sous espace vectoriel de dimension 4 de C1(q’) tel que

Vy € F, ®(y)? = ®(y?) = y* € K (car ®(1) = 1, ® étant un morphisme

d’algebres). D’aprés le lemme 11.0.4, il existe (a’,b") # (0,0) tels que :
O(F)={2'(a +Vt), 2’ € F'}

ou t' = ejehesel pour (e, e, eh,e)) une base ¢’-orthogonale de E’. On définit

alors gy par :

{(I)(F)—HK
q2: 9
ZH—Z

Alors pour z € (F) il existe un unique y € F' tel que z = ®(y) et on a :
©2(2) = @2(2(y) = 2(y)* = ¢(y*) = y* = a1(y)

soit donc

Yy € F, 2((y)) = q1(y)

Or, ® étant un isomorphisme d’espaces vectoriels entre F' et ®(F'), la derniére
égalité montre que
Q2 =q

et en particulier g2 est bien réguliére. Pour z € ®(F), z s’écrit «’'(a’ +b't’) et on
a:

0(2) = a2 (@' (@ + V)
= go(a'x’ —V't'x")
= (a'z" —V't'z")?
= a”?¢(¢') = 0"2q(2")q (e1)q (e5)q' (e5)q (¢})
= (a? = q(e)d (er)d (e5)d (e)b?)d (')
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Notant 8 = (a'? — ¢'(e})q (€b)q' (e5)q'(e})b'?), B est non nul (g réguliére) et
représenté par (1, —8") ou &' = ¢'(e})q'(e5)q'(e5)q'(e)) est un discriminant de ¢’'.
On a également :

q2(z' (@ + V') = Bq' (2).
On note v 'application suivante :
E' — ®(F)
v:
' — 2’ (af + ')

v est ainsi un isomorphisme d’espace vectoriel puisque tout élément de ®(F')
s’écrit sous la forme a'(a’ + b't’) de maniére unique (la linéarité est claire).
Ainsi,

Vo' € E, ga(v(x)) = B’ (2')

ce qui prouve que ¢ ~ 3¢’ pour 8 non nul représenté par (1, —4§’). Au final, il
vient :

Bq' ~ g~ q ~aq
ol « est représenté par (1, —08) et [ est représenté par (1, —d’). Ce qui achéve

de montrer la proposition. O

Application 11.0.1. Soit K un corps fini et € est un représentant de la classe
des non carré. Les algebres de Clifford C(1,1,1,1), C(1,1,1,¢) bien qu’iso-
morphes, ne le sont pas en tant qu’algébres Z/2-graduées.

Démonstration. Les formes quadratiques (1,1,1,1) et (1,1,1, ) ont des algébres
de Clifford associées isomorphes sur K. En effet, par dévissage on a :

C(1,1,1,1) ~ (=1,-1) @ (=1,1) et C(1,1,1,) ~ (-1, 1) @ (—1,¢)

et d’aprés ’étude des algébre de quaternions, on a les isomorphismes d’algébres
suivants :

(—=1,-1) ~ Ms(K) et (—1,¢e) ~ My(K)
et donc en tant qu’algébres, on a :
C({1,1,1,1) =~ Mo(K) @ M2o(K) et C(1,1,1,¢) =~ M2(K) @ M2(K).

En revanche ces algébres de Clifford ne sont pas isomorphes en tant qu’algébres
graduées. Sinon, il existerait « et § non nuls respectivement représentés par
(1,—-1) et (1,—¢) et tels que

a(1,1,1,1) ~ B(1,1,1,¢).

Or, A(B(1,1,1,e)) = Be = e et A(a(1,1,1,1)) = o* = 1 dans F;/(F;)? avec
e # 1 dans F;/(F;)2 D'ou, a(l1,1,1,1) % 5(1,1,1,¢) et les algebres de Clif-
ford C(1,1,1,1) et C(1,1,1, &) ne sont donc pas isomorphes en tant qu’algébres
graduées.

O
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11.0.14 Dévissage d’une algébre de Clifford

Les théorémes de structure en dimension 3 et 4 ont montré que 'on pouvait
décomposer toute algébre de Clifford en dimension 3 et 4 en un produit tensoriel
gradué d’algébres de quaternions et d’algébres de Clifford en dimension 1. Nous
allons voir que ceci se généralise en dimension quelconque avec une distinction
a faire selon la parité de la dimension.

Considérons l'algebre de Clifford C(ay,...,a,) pour aq,...,a, € K*. Par la
proposition 10.0.7, la décomposition :

(a1, ... ,an) = {a1,a9,a3) L{ay, ..., a,)
donne en termes d’algébres de Clifford, la décomposition :
Clay,...,an) ~z/2 Clar, az,a3)@C ay, . .., an)
L’application du lemme de dévissage nous donne :
Clay,...,an) ~z/5 (—a1as, —a2a3)RC (—a1a2a3)RC (ay, . . ., a,)

ou (—ajagz,—agaz) est trivialement graduée. Il s’agit ensuite de recomposer
C(—a1a2a3)®0<a4, ...,ap) sous la forme C(—ajasas,ay,...,a,) (via la pro-
position 10.0.7), puis de poursuivre les opérations de dévissage sur l'algébre
de dimension inférieure C'(—ajasas,aq,...,a,) jusqu’a trouver comme dernier
terme du produit tensoriel une algébre de quaternions ou une algébre de Clifford
associée & une droite quadratique réguliére. Ainsi, en raison des dimensions :

e sin = 2l est pair, dim(C(q)) = 2% = 4! et C(q) s’écrit comme un produit
tensoriel gradué de [ algébres de quaternions de dimension 4.

e sin = 2]+ 1 est impair, dim(C(q)) = 22+ = 2 x 4! et C(q) s’écrit comme
un produit tensoriel gradué de [ algébres de quaternions de dimension 4 et
d’une algébre de Clifford de dimension 2, associée & une droite quadratique
réguliére.

L’étude du dévissage complet d'une algebre de Clifford a permis de mettre en
évidence que toute algébre de Clifford se décompose sous la forme d’'un pro-
duit tensoriel d’algébres de quaternions ou sous la forme d’un produit tensoriel
d’algébres de quaternions et d’une algébre de Clifford associée a une droite qua-
dratique. Les théorémes de structures suivants synthétisent ces résultats.

Structure d’une algébre de Clifford de dimension paire

Théoréme 11.0.8. Structure de l’algébre de Clifford réguliére en di-
mension paire
Soit (E,q) un espace quadratique régulier de dimension paire n = 2m et de
discriminant .

1. L’algébre C(q) est isomorphe au produit tensoriel de m algébres de qua-
ternions.

2. L’algébre C(q) est centrale.
3. Si 6 € K2, alors il existe une algebre centrale A telle que Co(q) ~ A x A.
4. Si 6 ¢ K2, alors Z(Cop(q)) ~ K[V
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Structure d’une algébre de Clifford de dimension impaire

Théoréme 11.0.9. Structure de l’algébre de Clifford réguliére en di-
mension impaire

Soit (E,q) un espace quadratique régulier de dimension impaire n = 2m + 1 et
de discriminant 4.

1. L’algebre Cy(q) est isomorphe au produit tensoriel de m algébres de qua-
ternions.

2. L’algébre Co(q) est centrale.
3. Si 6 € K2, alors C(q) ~ Coy(q) x Co(q).
4. 8i 6 ¢ K2 alors C(q) ~ Co(q)®K[VF] et Z(q) 27,2 C(6).

Structure des algébres de Clifford sur les corps finis

Nous allons appliquer les résultats énoncés dans les théorémes 11.0.8 et 11.0.9
au cas d’une forme réguliére ¢ sur un corps fini F,,, ot p ne désigne pas nécessai-
rement un nombre premier mais toujours une puissance d’un nombre premier.

Proposition 11.0.18. Soit ¢ une forme quadratique réguliére de dimension n
sur le corps fini Fy, et soit 6 un discriminant de q. Alors :

1. Pour n pair, C(q) ~ Mans2(Fp).

2. Pour n impair et § € (F3)?, C(q) ~ Maym-1)2(Fp) X Myw-1)2(Fp).

3. Pour n impair et § ¢ (K*)?, C(q) = Mym-—12(Fp2).

Afin de démontrer cette proposition nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 11.0.5. Soit n,p deux entiers non nuls, K un corps et . un surcorps
de K. On a les résulats suivants :

1. M, (K) @ M,(K) >~ M,,(K) en tant qu’algébres.

2. Mp(K)®@L ~ M, (L) en tant qu’algébres.

Démonstration. 1) Soit A = (a; j)1<i,j<n € Mn(K) et B € M,(K). On consi-
deére I'application définie par :

M, (K) x Mp(K) — M, (K)

al’lB e al’nB
D:
(4, B) — ' :

an1B ... apnB

Cette application est clairement bilinéaire et donc par la propriété univer-
selle du produit tensoriel, il existe une unique application linéaire ® définie
de M,,(K) @ M, (K) a valeurs dans M,,,(K) telle qu’on ait :

aLlB .o al,nB
VA, B € M,,(K) x M,(K), ?(A® B) = ®(A,B) = : . :
an1B ... apnB
a; Qa2 as Qaq
) . . b1 b bs by
Plagons nous désormais dans le cas n, p = 2 et soit alors C' =
C1 C2 C3 C4
di doy ds dy

Un antécédent de C par ® est alors donné par :
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ay as as Qg b1 b3 b2 aq
(Cl Cg) ® El’l T <62 C4> ® E1,2 T <d1 dg) ® E2’1 + <d1 d4> ® E2’2

Ce qui prouve la surjectivité de ® dans le cas ol n,p = 2. On montre par le
méme type de raisonnement la surjectivité de ® dans le cadre général. Ainsi ®
est surjective et puisque les espaces vectoriels M, (K) @ M, (K) et M,,,,(K) ont
méme dimension, on a bien I'isomorphisme d’espaces vectoriels annoncé. Il reste
a montrer qu’il s’agit en fait également d’un isomorphisme d’algébres.
Revenons au cas n,p = 2 et définissons les matrices A, B, C, D par :

_ (a1 a2 _ b1 b2 _[c1 C2 _ dl dg
(o) e=Gni) o= 8) o= )
On a alors par produit matriciel par blocs :
= = o (IlC agC le b2D
F(A® C)F(B® D) = (a3 G C) (bgD b4D)

(a1b1 + (Zng)CD ((Zlbg + (12b4)CD
(a3b1 + CL4b3)CD (agbg + (l4b4)CD

= ®(AB® CD).
Ceci montre dans le cas n,p = 2 que "isomorphisme d’espaces vectoriels est en
fait un isomorphisme d’algebres (il suffit de vérifier le caractére multiplicatif sur

les tenseurs purs par linéarité de ®). Dans le cadre général, le fait que ® soit en
fait un isomorphisme d’algébres se montre de maniére identique et on a bien :

M, (K) @ M, (K) >~ M,,,,(K) en tant qu’algébres.

2) On considére 'application :

v M, (K)xL — M,(L)
(A, z) — (a;jT)1<ij<n
L’application W étant clairement bilinéaire, par la propriété universelle du pro-
duit tensoriel, il existe une unique application linéaire ¥ définie de M,,(K) @ L
a valeurs dans M,, (L) pour laquelle on a :
V(A,2) € M,(K) x L,V (A®z) = V(A x).
La surjectivité de l'application ¥ découle alors simplement du fait que pour
A= (ai,j)lgingn € M, (L) on ait :
A=V}, Eij®a;;), pour a;; € Let E;; € M, (K).
Les espaces d’arrivée et de départ ayant méme dimension, on en déduit 1’iso-
morphisme annoncé mais en tant qu’isomorphisme d’espaces vectoriels. Le fait
qu’il soit également un isomorphisme d’algébres est clair puisque sur les ten-
seurs purs, (E suffit de vérifier le caractére multiplicatif sur les tenseurs purs par
linéarité de W) et pour AB = (¢; j)1<i,j<n, O1 a 'égalité :
V(AB® xy) = (cijTy)1<ij<n
= (aij)1<ij<n(bijy)i<ij<n

V(A r)V(B®y)
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Passons désormais a la démonstration de la proposition.

Démonstration. Soit donc ¢ une forme quadratique réguliére sur le corps fini F,
et 0 un discriminant de gq.

1) On suppose que la dimension de ¢ est paire. Alors d’aprés le théoréme
de structure de l'algébre de Clifford réguliére en dimension paire, il vient que

n
C(q) est isomorphe au produit tensoriel de 5 algébres de quaternions. Or, dans

le cadre du corps F,, toute algébre de quaternions (a,b) est isomorphe en tant
qu’algébre & My (FF,) (corollaire 11.0.8). Ainsi,

C(q) =~ M3(Fp) @ Ma(Fp) ... @ Ma(Fy)

n
X —

2

et d’aprés le lemme ci-dessus on en déduit C(q) >~ Moyn,2(Fp).

2) On suppose que la dimension de ¢ est impaire et que § € (IF;)Q. Alors, par
le théoréme de structure de 1’algébre de Clifford réguliére en dimension impaire,
il vient que C'(q) ~ Cy(q) x Co(q) ou Cy(q) est isomorphe au produit tensoriel

deni

algébres de quaternions. Ainsi,

C(Q) = M2(Fp) ® MQ(FP) e ® M2(Fp) X M2<]Fp) ® M2(Fp) e ® M2(Fp)

n—1 n—1
X

2 2

X

et d’aprés le point 1 du lemme ci-dessus,
C’(q) ~ M2(n71)/2 (Fp) X MQ(nfl)/Z (Fp).

3) On suppose que la dimension de ¢ est impaire et que § ¢ (IE‘;)Q. Toujours
par le théoréme de structure de 'algébres de Clifford réguliére en dimension
impaire, il vient que C(q) ~ Cy(q) @ F,[v/d] ot donc F,[v/d] est un surcorps de
F, de degré 2, soit F,[v/§] =~ F,2. Ainsi :

Clg)~  Colg) @ Fy[v3]
~ Mym-1y/2 (Fp) RF, 2

p

~ ./\/12(7171)/2 (sz)

La deuxiéme équivalence vient du fait que Cy(q) est isomorphe au produit ten-

. n—
soriel de

algébres de quaternions que 6 soit un carré de F, ou non. Quant

au point 3, il est justifié par la deuxiéme assertion du lemme ci-dessus. Ceci
achéve de montrer les résultats de la proposition. O

Remarque 11.0.14. En particulier sur le corps fini F,, toutes les algébres
de Clifford associées a des formes quadratiques régulieres de dimension 4 sont
isomorphes les unes auzr autres. En effet, pour € non carré de Fy, a équivalence
prés il n’y a que deux formes quadratiques réguliéres de dimension 4 sur Fp, que
sont (1,1,1,1) et (1,1,1,¢) et donc C(1,1,1,1) ~ C(1,1,1,e) ~ Mu(F,). En
revanche, nous avons déja vu précédemment qu’elles n’étaient pas isomorphes
en tant qu’algébres Z/2-graduées.
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11.0.15 Algébre de Clifford d’un espace hyperbolique

Avant de passer & I’étude de la classification des formes quadratiques p-adiques
et rationnelles vues sous I’angle de la théorie des algébres de Clifford, nous allons
étudier la structure des algébres de Clifford associées aux espaces hyperboliques,
via I’énonciation de deux théorémes structurels.

Théoréme 11.0.10. Effet de l’ajout d’un plan hyperbolique
Soit q une forme quadratique réguliere. On a alors les isomorphismes suivant :

1. C((1,=1)Lq) ~z,2 Mo (K)&C(q) ot My(K) est trivialement graduée.
2. C((1,-1)Lq) ~ My (K)&C(q)
3. Co((1,—1)Lg) ~ M2(K)&Co(q)

Remarque 11.0.15. Ainsi, par décomposition de Witt, on pourra ramener le
calcul de Ualgébre de Clifford d’une forme quadratique réguliére au calcul de
lalgebre de Clifford de sa partie anisotrope. En effet, pour q forme quadratique
réguliére, la décomposition de Witt,

g~n.(l,—1)Lq, (n €N et q, anisotrope)
et le théoréeme précédent nous donne :
C(q) 22770 Ma(K)® ... @Ma(K)RC(qa).

Il suffira alors de déterminer la structure de C(q,) pour connaitre la structure

de C(q).

Théoréme 11.0.11. Structure de l’algébre de Clifford d’un espace hy-
perbolique

1. C(n.(1, 1)) ~ Man (K)
2. Co(n.(1,—1)) ~ Maur (K) x Myn—i (K)

Nous avons désormais en main tous les ingrédients pour pouvoir nous intéresser
a la classification des formes p-adiques et rationnelles & I’aide de la théorie des
algébres de Clifford, ce qui cloéturera ce mémoire.

11.0.16 Classification des formes quadratiques p-adiques
réguliéres par 1’algébre de Clifford Z/2-graduée as-
sociée

Dans les documents précédents, nous avons commencé par étudier la structure

des algébres de Clifford associées aux droites quadratiques. Puis, nous sommes

passés a I'étude des formes quadratiques réguliéres de dimension 2 ce qui nous

a amené a étudier en détail les algébres de quaternions. Le lemme de dévissage

nous a alors permis d’étudier les algébres de Clifford en dimension supérieure,
dont les résultats ont été synthétisés dans les théorémes de structures généraux :

"structure de ’algébre de Clifford réguliére en dimension paire et structure de
Ualgébre de Clifford réguliére en dimension impaire".
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Enfin, nous avons terminé par étudier I'effet de I’ajout d’un plan hyperbolique
sur I’algébre de Clifford, permettant de ramener le calcul de I’algébre de Clifford
d’une forme quadratique réguliére & celui de sa partie anisotrope ; ceci soulignant
de nouveau 'importance de la décomposition de Witt.

Nous allons mettre & profit ces différents résultats pour classifier les formes
quadratiques rationnelles & 'aide des algébres de Clifford associées. Nous ob-
tiendrons ainsi un résultat majeur qui viendra compléter efficacement le test
d’équivalence rationnelle, que ’on a eu 'occasion de manipuler & de multiples
reprises.

Au cours des chapitres précédents on a pu voir le lien profond qui existait
entre une forme quadratique rationnelle g et ses différentes localisées g, sur Qp,
p € Ps, notamment via les principes de Hasse faible et fort. Dans la suite,
nous nous servirons de nouveau de cette importante connexion pour, & partir
de la classification des formes quadratiques p-adiques par I’algébre de Clifford
associée, obtenir de maniére naturelle la classification des formes quadratiques
via I'algébre de Clifford, dans le cadre du corps Q.

Avant d’énoncer le théoréme de classification sur les corps p-adiques, il nous sera
nécessaire de développer trois lemmes intermédiaires.

Lemme 11.0.6. On rappelle que H,, désigne a isomorphisme prés l'unique al-
gebre de quaternions sur Q, qui est un corps. Soit m et n deux entiers naturels,
alors M, (Qy) et M, (H,) ne sont pas isomorphes en tant gu’anneaus non uni-
taires.

Démonstration. On suppose par ’absurde que pour m, n deux entiers non nuls,
on a M,,(Qp) ~ M, (H,) en tant qu’anneaux non unitaires. On note alors ®
un isomorphisme d’anneaux non unitaires tel que ® : M,,(Q,) — M, (H,).
On va montrer dans un premier temps que nécessairement m = 2n, en prouvant
que ® envoie tout sous-espace vectoriel du Q,-espace vectoriel M,,(Q,) sur
un sous-espace vectoriel de méme dimension du Q,-espace vectoriel M, (H,).
D’abord, montrons que :

P(Z(Mm(Qp))) = Z(Mn(Hp)).
Soit donc A € Z(M,,,(Q,)) on a :
VB € M, (Q,), ®(AB) = ®(A)®(B) = ®(B)®(A) = ®(BA)

Ainsi ®(A) commute & tous les éléments ®(B) et donc par surjectivité de P,
commute & tous les éléments de M,, (H,) et donc ®(A4) € Z(M,,(H,)). De méme
pour A’ € Z(M,,(H,)), il existe un unique A € M,,,(Q,) tel que A’ = ®(A), soit
®(A)C = CP(A) pour tout C de M,,(H,). Par surjectité de ® et son caractére
multiplicatif on a alors :

VB € M (Q,), ®(AB) = &(A)d(B) = &(B)D(A) = $(BA)
puis, par injectivité de @,
AB = BA pour tout B € M,,,(Q,)
et donc A € Z(M,,(Q,)), ce qui donne bien I'égalité
P(Z(Mm(Qp))) = Z(M(Hyp)).
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Or, Q, étant un corps commutatif, on a Z(M,,(Qp)) = {Am, A € Q,}. En
revanche H,, étant un corps non commutatif de centre Q,, cela nous donne
Z(M,(Hy)) C {Mp, A € Qp} et done Z(M,,(H,,)) = {A,, A € Q,}, autre
inclusion étant évidente. Soit F' un Q, sous-espace vectoriel de M,,(Q,) de
dimension /. On note (E;)1<;<; une base de F', montrons que

(D(E;))1<i<i est une base de ®(F)

en tant que Qp-espace vectoriel. Puisque ®(Z(M,,(Q,)) = Z(M,,(H,)), pour
tout A de Q, on a I’égalité ®(Al,,) = §I,, pour un unique 6 € Q, et donc tout
élément x de F' s’écrivant de maniére unique x = A\ Fy + A Es + -+ A\ Ej, on
a:

‘I)(.’L') = (I)()\lEl + )\QEQ + e + )\lEl) = 51(13(E1) + 62¢(E2) + et + 61(1)(El)

Ainsi, ®(F) = vectg, (®(E£1), P(Ez),---,®(E)) et il nous reste & montrer que
la famille (®(E;))1<i<; est Qp-libre. Soit (d;)1<i<i € Qﬁj tel que

NP(EL) + 52P(Ey)+---+6P(E) =0
En notant 6;1, = ®(\;I,,,) on a :

011, ®(Ey) + 020, (E2) 4 - - 4+ 61, P(E;) =0

= O(\iln)P(Er) + @(Aolin)P(E2) + -+ + (ML) R(Ey) =0
<— S(MInEr+ Mol Eo+ -+ NI E) =0

— MEL+XEy+ -+ NE =0

— M=Xa=-=X\=0

— =Gy = =8 =0

puisque la famille (E;)1<;<; est une base du Q,-espace vectoriel F et que ® est
un isomorphisme d’anneaux. Alors,

(B(E;))1<i<i est Qp-libre et est une famille génératrice de
®(F) = vectg, (P(E1), ®(E2),--- , ®(Ey))

ce qui prouve que ®(F) est un Q,-espace vectoriel de base (®(E;))1<;<; et donc
de dimension . Ainsi, le Qp-espace vectoriel M,,(Q,) de dimension m?2 est
envoyé par ® sur le Q,-espace vectoriel M,,(H,) de dimension 4n? (car H,, est
un Q,-espace vectoriel de dimension 4). Par égalité des dimensions :

(2n)? = m? et donc 2n = m.

Soit A une matrice non nulle de M, (H,) que l'on écrit sous la forme
(C1,Cq,---,Cy) ou C; désigne la i-éme colonne de A. Alors I'idéal a gauche
de M,,(H,) engendré par A, AM,,(H,) est en particulier un H,-espace vecto-
riel dont une famille génératrice est donnée par (AE; ;)1<i j<n. A étant non nulle
il existe une colonne C; # 0 et ainsi (AE; ;)1<i j<n contient le sous ensemble de
n matrices indépendantes

{(CZ,O, 70)7(070’i7"' 70)7"' 7(0707"' 702)}
ce qui montre que dimg, (AM,,(H,)) > n et donc
dimgq, (AMy(Hy)) > 4n.
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Montrons désormais qu’il existe un idéal & gauche sur M,,,(Q,) qui soit un Q,
espace vectoriel de dimension m. Soit A = (1)i<i j<m = (C1,Cr,---,C1) la
matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. L’idéal engendré par A que
l'on note I = AM,,,(Q,,) est un Q,-espace vectoriel dont une famille génératrice
est donnée par (AEi,j)lfi,jﬁﬂ’L' OI‘, la famille (AEi,j)lgi,jﬁj ne contient que m
matrices distinctes

(01707"' 50)7(()’017"' 70)7"' 7(070"" 701)

qui sont clairement indépendantes. D’ou cette famille de m matrices est une base
de I = AM,,(Q,) qui est donc un Q,-espace vectoriel de dimension m. Etudions
alors ®(I). Puisque @ est un isomorphisme d’anneaux, l'image par ® de l'idéal
I est également un idéal a gauche de M, (H,) qui est de méme dimension en
tant que QQ,-espace vectoriel que I, soit de dimension m = 2n < 4n. Un idéal
a gauche non trivial de M,,(H,) contenant nécessairement une matrice A non
nulle, il contient alors également l'idéal & gauche engendré par A et est donc
forcément un Q,-espace vectoriel de M,,(H,,) de dimension supérieure ou égale &
4n. On a donc de méme que ®(I) est un idéal & gauche de M,, (H,) de dimension
au moins 4n, absurde. Ce qui achéve de montrer le lemme. O

Lemme 11.0.7. Soit n € N* et K un corps. On note Ly et Ly deux extensions
quadratiques de Q. Alors,

1. M, (K) n’admet pas d’idéal bilatére non trivial.

2. {0} x M, (K) et M,,(K) x {0} sont les seuls idéauz bilatéres non triviauz
de M,,(K) x M,,(K).

3. My (H,) x My, (H,) % Man(Q,) X Ma, (Q))
4 Mn(Ll) ?—L Mn((@p) X MH(QP)
M (Ly) %2 My, o (Hy) x My, jo(H,) sin est pair.

Démonstration. 1) On suppose que I est un idéal bilatére de M, (K). Si I
contient une matrice inversible A alors clairement I = M, (K). Supposons
non trivial, en particulier I ne contient pas de matrice inversible et étant non
nul contient nécessairement une matrice A de rang r < n. A étant de rang r,
elle est équivalente & la matrice diagonale J, qui posséde ces r premiers termes
diagonaux égaux a 1 et ces n — r derniers termes nuls. Alors, A appartenant &
I'idéal bilatére I, J,. qui lui est équivalente appartient également & I. Puisque
J1 = J.Jq et que J,. € I, J; appartient & I. Comme toute matrice de rang 1
est équivalente a Jq, elle appartient aussi a I et donc I contient donc toutes
les matrices de rang 1. On note (E; ;)1<ij<n la base canonique de M, (K)
formée de n? matrices de rang 1. Toute matrice de M,,(K) se décompose ainsi
dans cette base et s’écrit comme une somme de matrice de rang 1. I étant en
particulier un groupe additif, toute matrice de M,,(K) est donc dans I, ce qui
donne M, (K) = I, absurde.

2) Soit I un idéal bilatére de M., (K) x M, (K). Supposons qu’il existe un
couple de matrices (A, B) € I avec A # 0 et B # 0. Alors, comme I est un idéal
bilatére, (A) x (B) C I ot l'on a noté (A) et (B) les idéaux bilatéres de M,,(K)
respectivement engendrés par A et B. D’aprés ce qu’on a vu ci-dessus :

(A) = M, (K) et B =M, (K) et donc I = M, (K) x M, (K).
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Soit alors I un idéal non trivial de M, (K) x M,,(K). Par ce qui précéde, I ne
contient pas de couple (A4, B) ot A et B sont tous deux non nuls et ne contient
donc que des éléments de la forme (A, 0) ou de la forme (0, B). I étant un groupe
additif, tous ces éléments sont soit de la forme (A4,0), soit de la forme (0, B)
car sinon par somme il existerait dans I un élément (A, B) ot A # 0 et B #£ 0.
Plagons nous dans le cas ott I est non trivial et dont tous ces éléments sont
de la forme (A,0). Puisque I # 0, alors il existe A # 0 dans M, (K) tel que
(A,0) € I. I contient alors I'idéal (A) x {0} ou (4) = M,,(K) car est un idéal
bilatére non nul de M,,(K) ce qui nous donne :

I = M,(K) x {0}.
On montre de méme que si J est un idéal bilatére non trivial de M, (K) x.M,, (K)
tel qu’il existe B # 0 pour lequel (0, B) € J, alors

J ={0} x M, (K)
et donc les deux seuls idéaux bilatéres non triviaux de M,,(K) x M,,(K) sont :

{0} x M, (K) et M, (K) x {0}.
3) Supposons par I'absurde,
M, (H,) x My, (H,,) ~ May, (Q,) X M2, (Q,) en tant qu’anneaux.

Soit ¥ : M, (H,) x M, (H,) — M2, (Qp) X Ma2,(Qp) un tel isomorphisme
d’aneaux. D’apreés 2) 'idéal bilatére M,,(Q,) x {0} est envoyé via I’isomorphisme
¥ sur un idéal bilatére de Mo, (Q,) X M2y, (Q,) qui est donc nécessairement
égal & My, (Q,) x {0} ou M3, (Q,) x {0}. Naturellement,

Mon(Qp) x {0} = M2y (Qp), M2y (Qp) X {0} 22 M2, (Qp)
et
M, (Hyp) x {0} = M, (H,,)
en tant qu’anneaux. Enfin,
(Mo (Hp) x {0}) = Ma2n(Qp) x {0} ou Man(Qy) x {0}
et par composition d’isomorphismes d’anneaux, on a alors
Mn(Hp> = M2n<(@p)

ce qui est absurde d’aprés le lemme 11.0.6.
4) Soit L une extension quadratique de Q. Supposons par I’absurde que :

My (L) ~ M, (Qp) x My, (Qp) en tant qu’anneaux.

Alors, comme vu précédemment, les centres Z (M., (L)) et Z(M,,(Q,)x M, (Q,))
sont eux aussi isomorphes en tant que sous-anneaux. Or, L est un corps com-
mutatif comme extension quadratique de Q, qui est commutatif et donc

Z(M, (L)) = {AL,, A € L.
De méme,
Z(MH(QP) X Mﬂ(@p)) = {(AIITHAQITL)’ (/\17/\2) S Qp X Qp}

ce qui nous donne un isomorphisme d’anneaux entre LL et Q, x Q,, absurde car
L est un corps alors que Q, x Q, n’en est pas un. D’ou
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My (L) % M (Qp) X M (Qp).

5) Supposons n pair et que M,, (L) ~ M,, /5(H,) x M,, /5(H,). Alors il exis-
terait un isomorphisme ® envoyant Z(M.,, (L)) sur Z(M,, /5(H,) x M,, /5(H,)).
Or Hi, étant un corps non commutatif de centre Qp,, on a vu que :

Z(Mpj2(Hp)) = {Anj2, A € Qp} ~ Qp
soit
Z(Myj2(Hy) x My o(Hy)) ~Qp x Qp et Z(My (L)) ~ L
On aurait de nouveau L ~ Q, x Q, en tant qu’anneaux, absurde. D’oil
My (La) % Mo (Hp) x My, o (H,).
O
Lemme 11.0.8. Soit n € N* et H, ['unique (4 isomorphisme prés) algébre

de quaternions sur Q, qui soit un corps. On a alors les isomorphismes de Q-
algébres suivant :

1. Mn(Qp) ®q, (Hp x Hp) ~ My (Hp) x My, (H,)
2. H, ®q, (Qp x Qp) ~ H,, x H,

Démonstration. 1) On commence par définir une application ® par :

M (Qp) x (Hp x Hp) — My (H,) x M, (H,,)
(Av (>\17 )\2)) — ()\1A, )\2A)

H,, est centrale et admet donc Q, pour centre, ce qui nous permet de montrer
facilement que ® est Q,-bilinéaire. Par la propriété universelle du produit ten-
soriel, il existe une unique application linéaire ® définie de M,,(Q,) ® (H, x H,)
a valeur dans M,,(H,) x M, (H,) pour laquelle on a :

V(4 (A1, X2)) € Ma(Qp) x (Hp x Hy), 2(A® (A1, A2)) = B(4, (A1, A2))

Or M,,(Q,) étant un Q,-espace vectoriel de dimension n? et H, étant un Q,
espace vectoriel de dimension 4, il vient :

dim(M,,(Qp) ® (H, x H,)) = 8n? et dim(M,,(H,) x M, (H,) = 8n?

Par raison de dimension, pour montrer que ® est un isomorphisme de Q,-
algébres, il suffira de montrer que ® est surjective et qu’elle est multiplicative.
Or, on a déja prouvé au lemme 11.0.5 que pour

o {Mn(K) x L — My(L)

(A, ) — (aijT)1<ij<n

I'application ¢ déduite de ¢ par la propriété universelle du produit tensoriel était
un isomorphisme d’algébre. En appliquant & K = @Q,, et & 'extension L. = H,
V(A4, (A1, A2)) € M, (Qp) x (H, x Hp) on a:

D(A® (A, \2)) = (A, (A1, A2))
= (¢(A®X\),0(A® N2))
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Soit alors (M1, Mz) € (M, (H,))?, par surjectivité de ¢ il existe deux éléments
de M, (Q,)®H, ayant respectivement M; et M, pour image par ¢. Alors, notant
x et y ces antécédents, ils s’écrivent comme des sommes finies de tenseurs purs
et :

T=3 e Ai®@Niety=73 ;80X

Alors, ¢(z) = M; et ¢(y) = Mo implique que (¢(x), ¢(y)) = (M, M) et donc :
B> A;®(Mi,0) = Yier (A ® (X, 0))

el
= > ier P(Ai; (A, 0))
= > ier(Xid;, 0)
Sier(P(A; @ X)), 6(A; @ 0))
(i ¢(Ai ® Xi),0))
(0(Xicr Ai ® Ni),0)
= (6(2).0)
(M3, 0)

De méme ®(_ ., B; @ (0,\})) = (0, My), soit :

jeJ
DX ier Ai @ (M, 0) + X je, By ® (0, X)) = (M, Ma)

D’ott la surjectivité de ® qui est bien un isomorphisme de Qp-espaces vectoriels
en raison des dimensions. Il reste alors & montrer que 'application est multipli-
cative pour montrer qu’on a un isomorphisme d’algébres. Pour ce faire il suffit
par linéraité de ® de vérifier que

P(zy) = () ®(y)
pour z et y deux tenseurs purs (tout tenseur s’écrivant comme somme finie de
tenseurs purs). Or, pour t = A® (A1, A2) et y = B® (A, \;) on a:

zy=A® ()\1, )\Q)B X ( /1,/\/2) =AB® ()\1)\’1,/\2)\/2)
et donc :
B(ay) = MMAB, MMAB) = (M A, M A).(\, B, \,B) = &(2)B(y)

D’ott, @ est bien un isomorphisme de Q,-algébres.
2) On commence par définir une application ¥ par :

o JH x (Qp x Qp) — Hyp x H,
. (/\7 (61762)) — ()\51,)\(52)

H, est centrale et admet donc Q, pour centre, ce qui nous permet de montrer
facilement que ¥ est Q,-bilinéaire. Par la propriété universelle du produit ten-
soriel, il existe une unique application linéaire ¥ définie de H, ® (Qp x Qp) &
valeurs dans H,, x H, pour laquelle on a :

V(A (01,02)) € Hp x (Qp x Qp), ¥(A® (61,02)) = V(A (d1,62))
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Or, H,, est un Qp-espace vectoriel de dimension 4 et Q, x Q, un Q, espace
vectoriel de dimension 2, soit :

dim(H, ® (Q, x Q,)) = 8 = dim(H, x H,)

Ainsi, par raison de dimension, pour montrer que W est un isomorphisme de Q,-
algébres, il suffira de montrer que ¥ est surjective et qu’elle est multiplicative.
Or, pour (A1, A2) € H,, x H,, on a naturellement

@()\1 & (1, 0)) = ()\1, 0) et @(/\2 ® (0, 1)) = (0, )\2)

ce qui donne la surjectivité puisque :

\I/()‘l & (17 O) +A2® (O’ 1)) = ()‘h /\2)

D’oi, la surjectivité de W qui est bien un isomorphisme de Q,-espaces vectoriels
en raison des dimensions. Il reste & montrer que 'application est multiplicative
pour montrer qu’on a un isomorphisme d’algébres. Pour ce faire il suffit par

linéraité de ¥ de vérifier que ¥(zy) = ¥(z)¥(y) pour z et y deux tenseurs purs.
Or, pour x = A\; ® (01,02) et y = Ao ® (d3,d4), on a :

Yy = Mg ® (8163, 6204)

et donc,

U(zy) = (A1 A2 ® (6163, 0204))
- (M A20183, A\ A20264)
(A101 A2d3, A1 82 A204)

— (A101, A102).(Xad3, Aady)

V(A1 @ (01,62)) (A2 ® (J5,04))
= () P(y)

Les égalités ci-dessus sont justifiées par le fait que (;)1<i<4 étant une famille
d’éléments de Q, = Z(H,), on a :

(A101 X203, A2d4) = (A101, A102).(A203, A2dys)
D’ou le caractére multiplicatif et ¥ est donc bien un isomorphisme de Qp-

algébres. O

Théoréme 11.0.12. Soit ¢ et ¢ deux formes quadratiques réguliéres sur le
corps Qp 0w p désigne un nombre premier. Alors, ¢ et ¢ sont équivalentes si
et seulement si les algebres de Clifford C(¢) et C(1)) sont isomorphes en tant
qu’algébres Z./2-graduées.

Démonstration. Remarquons d’abord que si ¢ >~ 1) alors ¢ et 1 ont nécessaire-
ment méme dimension et que si C(¢) ~ C(1)) en tant qu’algébres alors elles le
sont en tant que Qp-espaces vectoriels et ont donc méme dimension soit :

dimg, (C(¢)) = 24m(@) = 2dm(¥) = dimg (C(1h)) = dim(¢) = dim(v)

Ainsi, pour montrer ’équivalence du théoréme il suffira de montrer que si ¢ et
1) sont de méme dimension impaire alors,

¢ = 1p = C(¢) ~z/2 C(¥)
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et que si ¢ et 1) sont de méme dimension paire alors,

¢ = = C(¢) ~z/2 C(¢).

On se place pour commencer dans le cadre ot ¢ et 1 sont deux formes quadra-
tiques sur @, de méme dimension impaire supérieure ou égale & 3, ou p € P.
Montrons qu’il existe n € N* et ¢q,q' deux formes quadratiques réguliéres de
dimension 3 tels que :

p~n(l,—1) Lgetp~n(l,—1) Lq.

Le cas dim(¢) = dim(yp) = 3 est clair (prendre n = 1), on suppose dans la suite
dim(¢) = dim(v) > 5. Naturellement, utilisons la décomposition de Witt, il
existe un couple (n1,n2) € (N)? et g1, g anisotropes tel que

¢p~ny.(l,—1) L g1 et ¢ ~no.(l,—1) L go.

Sur Q, toute forme quadratique réguliére de dimension au moins 5 étant isotrope
et dim(¢) étant impaire, nécessairement (ny,ng) € (N*)? et

dzm(ql) € {133}3 dzm(QZ) € {173}
Supposons que dim(q1) =1 et dim(gz) = 1. Alors,
dp~(ng—1).(1,-1) L ({1,-1) Lq1) et ¥~ (ny—1).(1,—1) L ((1,—-1) L ¢q2)
etonposen=n;—1=mny—1letqg=((1,-1) L q1), ¢ = ((1,-1) L g2) de
dimension 3. Si dim(q1) = dim(g2) = 3 on pose ¢ = q1, ¢ = g2 et n =ny = no.
Enfin si dim(q1) = 1 et dim(g2) = 3 (ou l'inverse) on a

¢~ (ng—1).(1,-1) L ((1,-1) L ¢1)

et on pose ¢ = ((1,—1) L ¢1) et n = ne = ny — 1. Ainsi,

dn € N* et ¢, ¢’ réguliéres de dimension 3 (non nécessairement anisotropes)
tels que ¢ ~n.(1,—-1) L get ¢ ~n.(1,-1) L ¢

On suppose C(¢) ~ C(1)) en tant qu’algébres Z/2-graduées, alors en parti-
culier A(¢) = A(¢) (d’aprés la proposition 10.0.8) et :

A(n(1,-1) L q) = A(n.(1, —1))A(q) et A(n.(1,—1) L ¢') = A(n.{1, —1))A(q")

puis,

Montrons donc que Co(q) =~ Co(q’), on aura alors :
dim(q) = dim(q') = 3, A(q) = A(q') et Co(q) ~ Co(q) = ¢~ ¢
d’aprés la remarque 11.0.13. Puis, de part les décompositions

p~n(l,—1) Lgetp~n(l,—1) Lq.



194

nous aurons également ¢ ~ 1. Le théoréme sur l'effet sur I'algébre de Clifford
de I’'ajout d’un plan quadratique nous donne :

CO(”~<17 _1> 1 Q) = M2(Qp) Q- ® M2(Qp) ® CO(Q)
o~ M2 (Qp) ® Co(q)

et

Co(n.(1,=1) Lq') = M2(Qp) ® -+ ® M2(Qp) ® Co(q')
~ Mon (Qp) @ Co(q')
Les algebres C(¢) et C(3) sont isomorphes en tant qu’algébres graduées donc

les parties paires Cp(n.(1,—1) L q) et Co(n.(1,—1) L ¢') sont isomorphes et
donc :

Man (Qp) ® Co(gq) = Man(Qp) @ Co(q')
D’aprés le théoréme de structure de ’algébre de Clifford en dimension impaire,
dim(q) = dim(q") = 3 = Co(q) et Cy(q’) sont des algebres de quaternions

Supposons par I'absurde que Cy(q) % Co(q’). Alors, nécessairement une des
deux algébres de quaternions est isomorphe & M2(Q,) et autre est isomorphe
a H, (corollaire 11.0.9). Prenons par exemple,

Co(q) = M2(Qy) et Co(q') ~ H,

ce qui nous donne :
M2n(Qp) ® Co(q) =~ Man(Qy) ® M2(Qp)

~ M2n+1 (Qp)

et
Man (Qp) ® Co(q/) ~ Mo (Qp) ® H,
= Mon (Hp)
Or d’aprés le lemme 11.0.6, Mon (H,) % Man+1(Q)), absurde. D’ou,
Co(q) = Co(¢') = q ~ ¢ puis ¢ ~ 1.

Ainsi, pour ¢ et ¢ deux formes quadratiques réguliéres de méme dimension
impaire supérieure ou égale a 3,

C(¢) 2,2 C(¢) = ¢~ 0.

La réciproque est immédiate. De plus, si dim(¢) = dim(y)) = 1 on sait déja
que :

q~q < C(¢) = C(Y) < C(¢) ~z/2 C(¢)
D’ou, I’'équivalence annoncée si ¢ et 1) sont de méme dimension impaire.
On cherche désormais & montrer I’équivalence du théoréme dans le cas ou ¢

et 1 sont réguliéres et de méme dimension paire. On va commencer par montrer
que si ¢ est une forme quadratique anisotrope de dimension 4 sur @Q,, alors
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Co(g) ~ H,, x H,.

Sip=2,in’y a dans Q2 a équivalence prés qu'une seule forme quadratique
réguliére anisotrope de dimensions 4 qui est (1,1,1,1). Alors,

C(q) ~z/2 C(1,1,1,1)) = Co(q) ~ Co(1,1,1,1).
Par le lemme de la partie paire et dévissage, il vient :
Co(1,1,1,1) ~C(—-1,-1,—-1) ~ (-=1,—1) @ C(1).

Etudions C(1). Par I’étude des algebres de Clifford des droites quadratiques, 1
étant un carré de Q%, on a :

C<1> ~ QQ X Q2.

De plus, (1,1,1,1) étant anisotrope (—1,—1) est un corps et est isomorphe a
Hs. Soit d’aprés le lemme 11.0.8 :

CQ<1,1, 1, 1> ~ H2 X (QQ X Qg) ~ H2 X H2

Montrons le résultat dans le cas ol p est un nombre premier impair. Pour un
tel p, (1, —e,p, —pe) est & équivalence prés la seule forme quadratique réguliére
anisotrope de dimension 4 ot ¢ est un non carré de F. Ainsi,

C(q) ~z/2 C(1,—€,p, —pe) = Co(q) ~ Co(1, —€,p, —pe)
Comme précédemment, par le lemme de la partie paire et par dévissage on a :
Co(l, —¢,p, —pe) = Cle, —p, pe) = (—pe’,p’e) ® C(1) = (—p,e) ® C(1)
Or, (1,p, —e, —pe) étant anisotrope, on a :
(—p,€) est un corps et (—p,e) ~ H,.

Pour les mémes raisons que précédemment on a encore C(1) ~ Q, x Q,, ce qui
nous donne le résultat annoncé :

CO(q) = CO<]-7 —-5D, 7p5> = HP & (Qp X QP) = HP X HP

Montrons désormais que si g est une forme quadratique anisotrope de di-
mension 2 sur Q, et n € N alors,

Co(n.<1, —1> 1 q) i M2n71(Hp) X Mgn—l(Hp).

Dire que q est anisotrope de dimension 2, c’est dire que g n’est pas hyperbolique,
ce qui est encore équivalent a ce que

§ = A(g) # 1 dans Q;/(Q})?
D’aprés le théoréme sur 'effet de 'ajout d’un plan hyerpbolique, on a :
Co(n.(1,-1) L q) ~ Mn(Qp> - Mn(Qp) ® Co(q) ~ Man (Qp) ® Co(q)

ou Cy(q) ~ C(J) comme partie paire d’une algeébre de quaternions. Etudions
C(d). Comme ¢ # 1 alors,

C(0) =~ Qy(V9)
ol Qp(\/g) est une extension quadratique de Q,. Soit, d’aprés le lemme 11.0.5 :
Co(n.(1,~1) L g) = Mn(Qy) @ Qy(V3) = Man (Q,(V3)).
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En appliquant le lemme 11.0.7 avec L = Qp(\/g), on a aussi
M2"—1(Hp) X MQ"—l(Hp) % Man (Qp(\/g))
et donc nécessairement :
Co(n.(1,—1) L q) & Mon-1(H,) x Man-1(H,)

A Daide des divers résultats intermédiaires démontrés ci dessous, on va désormais
pouvoir montrer que si ¢ et ¥ sont deux formes quadratiques réguliéres de méme
dimension paire sur Q,, telles que C'(¢) ~z/, C(¢) alors, ¢ et 1 sont équivalentes.
Par décomposition de Witt et le fait que toute forme quadratique réguliére de
dimension supérieure ou égale & 5 est isotrope sur Q,, il existe (n1,n2) € N? et
q1, g2 anisotropes de dimension 0,2 ou 4 telles que

d~ni.(l,—1) L g et p ~ng.(1,—1) L go.

Supposons donc que dim(¢) = dim(ip) € 2N et C(¢) ~z/2 C(b). On va com-
mencer par montrer que :

dim(q1) = dim(qz).

Supposons par absurde, dim(q;) = 0 et dim(g2) = 2. Alors, ¢ est hyperbolique
et par la structure de ’algébre de Clifford d’un espace hyperbolique, on a :

C(¢) = C(n1(1,-1)) = Mani (Qp)
et
Co(n1-(1, =1)) = Mon, -1 (Qp) X Man,-1(Qp)
Comme g3 est anisotrope, de dimension 2 sur Q,, d’aprés ce qui précéde :
Co((n1 — 1)1, =1) L g2) % Mani-1(Qp) X Mani-1(Qp),
avec Co(n1.(1,—1)) =~ Mon-1(Qp) X Mon-1(Qp) et donc Co(¢) # Co(¥),

absurde.

Supposons par I'absurde que dim(q1) = 0 et dim(gz) = 4. Alors, on a tou-
jours Cy(¢) ~ Co(n1.(1,—1)) =~ Moni-1(Qp) X Maon-1(Q)) et en raison des
dimensions ny = nq — 2. Soit :

Co(n2.<1, —1> 1 qg) = C()((?’Ll — 2)<17 —1> 1 q2) ~ Mon,—2 (Qp) X C()((]Q)
Or, g2 étant anisotrope de dimension 4, on a vu que :
Co(qz) ~ Hp X Hp

soit finalement via le lemme 11.0.8 :

Co((n —2)(1,—1) Lgo) =  Mon—2(Qp) ® (H, x Hy)
~ M2n1—2(Hp) X M2n1—2(Hp)

Par le lemme 11.0.7,

M2"1—2(Hp) X M2"1—2(Hp) * M2"1—1(Qp) X MZ"I—l(Qp)
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soit Co((n1—2).(1,—1) L g2) % Co(n1.(1, —1)), absurde puisque Co(¢) ~ Co(1)).
Ainsi, si C(¢) ~z/2 C(1), ou bien ¢ et 1 sont toutes deux hyperboliques et donc
équivalentes ou bien aucune des deux formes quadratiques n’est hyperbolique.

Supposons par 'absurde que dim(q1) = 2 et dim(g2) = 4 (ou l'inverse), alors
ng =mny — 1 et via 'isomorphisme graduée entre C(¢) et C(¢)) on a :

Co(¢) ~ Co(n1.(1,—1) L q1) =~ Co((n1 —1).(1,—1) L go) ~ Cop(v))
Or,
Co(n1(1,—1) L 1) = Mo (Qp) ® Colqr)
et Cop((n1 —1).(1, —1) L ¢g2) > Man,-1(H,) ® Co(g2). Puisque ¢o est anisotrope
de dimension 4, on a aussi Cy(g2) ~ H,, x H, et finalement :
Co((n1 —1).(1,-1) L q2) ~ Mon, -1 (H,) X Man, -1 (H,) % Co(n1.(1,—-1) L ¢1)
ce qui est absurde. On a donc bien montré que :
C(¢) ~z/2 C(¢p) = dim(q1) = dim(gz).

Or, si dim(q1) = dim(g2) = 0, ¢ et ¢ sont toutes deux hyperboliques et donc
nécessairement équivalentes. De méme, si dim(q1) = dim(g2) = 4, alors ¢; et
g2 étant anisotropes de dimension 4 sur Q,, elles sont équivalentes (il n’y a a
équivalence prés qu’une seule forme quadratique anisotrope de dimension 4 sur
Qp). Il reste donc & montrer que si C(¢) ~z/2 C(¥) et dim(q1) = dim(q2) = 2
alors g1 =~ ¢o ce qui impliquera ¢ =~ 1.

Soit donc ¢ et 1 de dimension 2. Alors puisque C(¢) ~z/5 C(¢) elles ont
méme discriminant et comme dim(n;(1,—1)) est paire on a :

A(9) = A(n1-(=1,1)Aq1) = A(n1.(1, —1))Ag2) = Alq1) = Algz)-

Les plans quadratiques réguliers sur QQ, étant classifiés par leur discriminant et
la structure de Q,-algébre de leur algébre de Clifford, il suffit de montrer que
C(q1) ~ C(g2) pour prouver que q; ~ g2. On suppose donc par absurde que
C(g1) # C(g2)- Une des deux algébres de quaternions est donc isomorphe a H,
(disons C(gz)) et lautre est isomorphe & M2 (Q),) (disons C(g1)). Alors,

Clni(1,-1) L q1) = Mani (Qp) @ M2(Qp) = Moni+1(Qp)
et
C(n1-(L,=1) L q2) = Man (Qp) ® Hj ~ Moni (Hp)
Dot par le lemme 11.0.7,
Cln(1,-1) L) # C(n1(1,=1) L g2) = C(¢) # C()

ce qui est absurde.

Ainsi, deux formes quadratiques sur Q, de méme dimension paire telles que
C(¢) ~z/2 C(3p) sont nécessairement équivalentes. La récriproque est claire
car en toute dimension on a déja vu que ¢ ~ ¢ = C(¢) ~z/» C(¢). D'ou
I’équivalence annoncée par le théoréme dans le cas ou les formes quadratiques
sont de méme dimension paire. Le cas de la dimension impaire ayant déja été
traité, on a bien montré que :

¢ = = C(¢) ~z/2 C(¢).
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11.0.17 Classification des formes quadratiques rationnelles
réguliéres par ’algébre de Clifford Z/2-graduée as-
sociée

La section précédente nous a permis de classifier les formes quadratiques p-
adiques par la structure d’algebre de Clifford Z/2-graduée associée. On va uti-
liser le lien établit entre les formes quadratiques rationnelles et p-adiques no-
tamment via les principes de Hasse pour obtenir un résultat similaire pour la
classification des formes quadratiques rationnelles.

Lemme 11.0.9. Soit (F,q) un espace quadratique régulier sur K et L une
extension de K. Alors,

Clqu) ~z/2 C(q) ®x L

Démonstration. On souhaite construire un isomorphisme d’algébres graduées
de C(qL) sur C(q) ®k L. Pour ce faire on va construire deux morphismes de
L-algébres.

D) :C(q) ®xk L — Clqr) et @2 : Cqr) — C(q) @k L

dont on montrera qu’ils sont réciproques 'un de ’autre, puis qu’ils sont en
fait gradués. Par définition du produit tensoriel, F s’injecte naturellement dans
E ®k L via Papplication 4 définie par :

. EF — F®gL
i
r—ax®1

Alors, par définition de gg,, on a :

qu(z ® 1) = q(x) et qu(i(z)) = q(x)
Ceci montre alors que ¢ est un morphisme d’espaces quadratiques entre (E, q)
et (E®kL,qp). Par la propriété universelle de 'algébre de Clifford, il existe un
unique morphisme de K-algébres Z/2-graduées noté C(i) : C(q) — C(q) tel
que pour les projections canoniques

pg: E— C(q) et UEoLL : FexlL — C((ZIL)

on ait :

Vz € B, C(i)(pe(2)) = poex(i(z))
soit avec la notation usuelle :

Vo € E, C(i) (%) = i(z)

Grace au morphisme de K-algebres C(7) on définit alors un morphisme de L-
algebres que 1’on note ®; de C(q) ®x L sur C(q) en posant

Ve € E, &1(pe(z) ® X) = AC(i)(x).
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®; est donc définit sur les tenseurs purs de pg(F) ®k L et on étend sa définition
par linéarité sur tout C'(q) ®x L grace au fait que ug(E)®xky, engendre C(g) gL
en tant que L-algébre.

o, C(g)®@xk L — C(qr)
A= pp(@) @ X = Mipg(zr®1) = Az ® 1

Réciproquement, définissons ®5. Le morphisme i : F < C(q) nous permet de
définir une application « : E®QgL — C(q) @k L que 'on définit sur les tenseurs
purs par :

0 EegL — C(q) @k L
@A up(r)@A=T® A
et que 'on étend par linéarité en une application L-linéaire sur E®gIL. Pour pou-
voir utiliser la propriété universelle de l’algeébre de Clifford (propostion 10.0.4)
et ainsi prolonger « en un morphisme de L-algébres noté &5 de C(qr) dans
C(q) ®k L vérifiant @9 o upg,1. = «, il nous faut vérifier que :
Vy € E@x L, a(y)® = qu(y)legon

Commengons par vérifier cette égalité sur les tenseurs purs t ® A de £ ®k L, on
a:

alz®@\)? = (T @ N)?

= @eNE@E®N

_ (72 @ \2)

= N1

= Nq(z)log) ®1

= Map(zel)ley®l

= @(@®N)lgg®l
aL(z ® Mlo(g)exL

de méme pour la somme de deux tenseurs purs on a : a(z; ® A\; + T ® Ag)?

= (TT® M\ + T2 @ Ao)?
= (@ © A]) + (72" © A3) + (T2 ® M Ao + TaT1 © A ho)

T12 @ N2 + 722 @ A2 + 7122 + Ta21 @ A e
qL(z1 ® M)logeer + L2 @ X2)lo (el + 122 + L2271 @ A1 A2
= (qu(z1 @ A1) +quz2 ® A2)) Lo e 1 2bg(21, 72)1o(g) ® AAe
(qu(z1 @ A1) + qL(T2 ® A2))lo(g)exl + 2bg. (71 @ 1,22 @ 1)1o(g) @ A1 A2
= (q(z1® A1)+ qu(@2 ® A2))le(g)awr + 2bg, (21 ® A1, T2 ® A2)lo(g)@uL
= qL(z1 ® A + 22 ® A2)leo(g)ael

Pour un élément de E®gy, s’écrivant comme somme finie de tenseurs purs sous
la forme » ;_; x; ® A; on a de méme :

(X e i @ X)? = qL(X e i @ Ai)le(geL

Ainsi, a: E®g L — C(q) ®k L est une application L-linéaire vérifiant :
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Vy e E@x L, a(y)? = q(y)lc@ged

Il existe donc un unique morphisme de IL-algébres noté ®, tel que :
Po(ppew(z ©A) = a(z @A) = pp(z) @ A
soit avec la notation usuelle :
Pz @A) =T ® A

Il reste maintenant & montrer que nos deux morphismes de LL-algébres précédem-
ment définis sont réciproques 'un de 'autre. Or puisque pgp(FE) ®k L engendre
C(q) @k L en tant que L-algébre et que ppg,L(E ®x L) engendre C(q) en
tant que L-agéebre il suffit de montrer que : ®; o &5 = Id pour les éléments de
tEoxL(E ®k L) et il suffit méme par linéarité de le montrer pour les tenseurs
purs t ® A, ou xz € E et A € .. De méme, il suffit de montrer que ®5 0 &, = Id
sur les éléments de pg(E) ®xk L, puis par linéarité, il suffit en fait de le montrer
pour les tenseurs purs T @ A\, ot x € F et XA € L.
Soit donc x € EFet A€ Lon a:

(1310‘1)2(3,‘@)\) = @1(5@)\)
Az ®1
TR A

et

Dyo® (ZON) = Pi(z® N
AP (z®1)
@1

= TR A

Ceci montre alors que
‘1)1 o @2 = Idc(qL) et (I)Q @) ‘I)l = IdC’(q)@KlL'

Les morphismes ®; et ®5 sont alors des morphismes de L-algébres réciproques
I'un de lautre et donc les L-algébres C'(qr) et C(q) ®x L sont isomorphes. Enfin,
il reste & montrer qu’elles sont isomorphes en tant qu’algebres Z/2-graduées. Or,
on a vu ci-dessus qu’en fait C(i) était un morphisme d’algébres Z/2-graduées
et donc puisque C(q) = Co(q) ® C1(¢) on a

C(g) ®x L = (Co(q) @x L) @ (C1(g) ®x L)
avec naturellement :
(Clg) @x L)o = (Colg) @x L) et (C(g) @k L)1 = (Ci(g) @k L)
Or, C(i) étant gradué on a :
C(i)(Co(g)) € Clar)o et C()(C1(q)) € Clau)
ce qui nous donne par définition de ®; :
1 ((C(g) ®x L)o) C C(qL)o et 1((C(q) ®x L)1) C Clqu)

Ainsi, ®; est gradué et son isomorphisme réciproque P, ’est alors nécessaire-
ment. D’o1,
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C(q) ®x L ~z/5 C(qu).
O]

Théoréme 11.0.13. Soit q et ¢' deux formes quadratiques rationnelles régu-
lieres. Si C(q) et C(q') sont isomorphes en tant qu’algebres Z/2-graduées et si
q et ¢ ont méme signature, alors q et ¢’ sont équivalentes.

Démonstration. Soit q et ¢’ deux formes quadratiques rationnelles réguliéres de
méme signature. Les algébres de Clifford C(q) et C(¢’) étant supposées iso-
morphes en tant qu’algébres Z/2-graduées, elles sont en particulier isomorphes
en tant qu’algébres et donc nécessairement dim(q) = dim(q’). Deux formes qua-
dratiques réguliéres de méme dimension étant équivalentes si elles sont Witt-
équivalentes, il nous suffit de montrer que q et ¢’ sont Witt-équivalentes. Or, ¢
et ¢ ayant méme signature, on a gr = ¢oo ™ g = Gb €t d’ot :

¢~q = ldlw = [¢']w
— Vp € Pos, laplw = [ap]w
= Vp € P, [gplw = [gp]w
— VpEP, g~ q,

< VpeP,Clg)~C(qg,) en tant qu’algebres Z/2-graduées.

ou les équivalences ci-dessus sont justifiées successivement par :
e l'application du principe de Hasse faible.
le fait que ¢ et ¢’ aient méme signature.
le fait que dim(q,) = dim(q,) puisque dim(q) = dim(q’) .
I'application du théoréme précédent sur la classification des formes p-
adiques par ’algébre de Clifford associée.
Il reste donc & montrer que :

Vp e P, Clgy) ~z/2 C’(q;,).
Or, d’aprés le lemme ci-dessus, on a :
Vp € P, Clgp) ~z/2 C(q) ®q Qp et Vp € P, Cqy) ~z/2 C(¢') ®o Qp
et puisque C(q) ~z,2 C(q')
Vp € P, Clgp) ~z/2 C(q) ®g Qp ~z/2 C(q') ®q Qp ~z/2 C(q,)

Ce qui achéve de montrer le résultat. O

Pour finir, utilisons ce théoréme de classification et voyons alors comment re-
trouver trés efficacement que tout entier n s’écrit comme somme de quatre carrés
de rationnels.

Proposition 11.0.19. Pour n € N*, (1,1,1,1) ~ (n,n,n,n) sur Q et ainsi
tout entier n non nul est somme de quatre carrés de rationnels.

Démonstration. (1,1,1,1) et (n,n,n,n) ont clairement méme signature, on va
montrer que C(1,1,1,1) ~4,5 C(n,n,n,n) ce qui nous permettra de conclure.
Par dévissage on a :

C<1a ]-7 ]-7 ]-> :Z/Z (_]—v _1) & (_17 1)
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et
C(n,n,n,n) ~z,5 (—n?%,—n?) @ (—n,n) ~z/5 (—1,-1) @ (—n,n)
D’aprés ’étude des algébres de quaternions, on a :
(—n,n) =72 (—=1,1)
puisque (1, —1) et (n, —n) sont équivalentes. Ainsi,
(=1,1) ~z/5 (=n,n) = C(1,1,1,1) ~z,5 C{n,n,n,n).

Alors, n est naturellement représenté par (n,n,n,n) et est aussi représenté par
(1,1,1,1). Ce qui achéve de montrer le résultat. O
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