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Avant-propos

&)

Ce mémoire se base sur larticle de Jerry Shurman, Geometry of the Quintic, qui lui-méme reprend
les travaux que Félix Klein a présentés dans son article Lectures on the Icosahedron and Equations of
the Fifth Degree, écrit en 1884 ; et ceux de Peter Doyle, et Curt McMullen, qui ont publié cent ans
plus tard, en 1989, 'article Solving the quintic by iteration.

Le probléme que l'on se pose est celui qui hante (ou berce, c’est selon) la communauté mathéma-
ticienne depuis des siécles : la résolution d’équations. On se place sur C, et 'on cherche les solutions
d’une équation de type f(z) = w. Considérons par exemple 'équation de référence z"™ = w; une
méthode de résolution consiste & commencer par uniformiser cette équation, c’est-a-dire grace a une
transformation, se ramener & la résolution de I’équation z™ = 1. Cette méthode de simplification du
probléme, on aimerait bien pouvoir I'appliquer & d’autres équations, plus générales. Ainsi se pose la
question suivante : sous quelle(s) condition(s) peut-on « uniformiser » une équation ? Basculons vers
le point de vue de la théorie de Galois : chaque équation est la traduction d’une extension de corps
(dans notre exemple, elle est de degré n); donc, a chaque équation correspond un groupe de Galois.
Le résultat (admis) est alors le suivant : une équation peut étre uniformisée si le groupe de Galoislﬂ
qui lui est associé est un sous-groupe de PSLy(C) = PGL2(C). Dans la suite, on ne considérera donc
que des groupes (finis) qui s’injectent dans le groupe PSLy(C).

L’idée, a présent, est de voir ces groupes comme des groupes d’isométries (positives) de solides
platoniciens. Sauf que, quand on étudie les groupes d’isométries de solides platoniciens, ’habitude
nous invite a les considérer comme des sous-groupes finis du groupe SO3(R) plutét que des sous-
groupes de PSLs(C). Notre but, dés lors, est de trouver un lien entre SO3(R), et le groupe projectif
PSLy(C), afin de ramener les solides platoniciens, et leur groupe, dans le contexte qui nous intéresse.

Ce lien va se baser sur une notion bien connue de tous : la projection stéréographique, et on va
voir qu’elle se traduit par I'isomorphisme de groupes voulu.

Projection stéréographique et isomorphisme SO3(R) ~ PSU,(C)

La projection stéréographique permet d’établir un homéomorphisme entre la sphére S? et la droite
projective P1(C).

Pour établir 'isomorphisme SO3(R) ~ PSU3(C) qui nous intéresse, on peut utiliser une méthode
trés classique, qui n’utilise pas la projection stéréographique, et qui fait appel a la théorie des groupes
de Lie, en étudiant 'action naturelle par conjugaison du groupe SU2(C) sur son algébre de Lie, sug(C).
Un autre point de vue intéressant est de se rendre compte que la géométrie permet de construire cet
isomorphisme de fagon plus concréte. En effet, le groupe SO3(R) agit naturellement sur la sphére
S?, tandis le groupe PSUs(C) agit naturellement, par homographies, sur la droite complexe P!(C).

1. A ne pas confondre avec le groupe de Gaulois, qui est irréductible par le théoréme de Goscinny-Uderzo
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La projection stéréographique, qui exhibe un homéomorphisme entre S? et P!(C), permet une action
par transport de structures de SO3(R) sur P}(C), et on montre que cette action s’identifie a celle de
PSU,(C) sur la droite complexe.

A noter que ces deux méthodes exhibent des isomorphismes réciproques 'un de 'autre.

Maintenant que le lien entre groupe de rotations SO3(R) et le groupe projectif est établi, on va
se pencher sur ’étude des solides platoniciens.

Les solides platoniciens dans la sphére, et dans le projectif

Dans cette partie, on commence par réaliser les groupes d’isométries positives des solides platoni-
ciens comme des sous-groupes finis de SO3(R).

Ensuite, pour pouvoir utiliser I'isomorphisme établi précédemment, on inscrit les solides platoni-
ciens dans la sphére S? en normalisant leurs sommets, arétes, et faces. Grace a I’isomorphisme entre
SO3(R) et PSU3(C), on peut alors transcrire chacun des solides dans P!(C), et exprimer leur groupe
d’isométries positives dans PSU3(C) C PSLo(C).

On arrive dans le contexte souhaité pour résoudre des équations.

Construction de fonctions & I'-invariance

Nous sommes maintenant dans le monde du projectif. On rappelle que l'on cherche a résoudre
des équations du type f(z) = w. Chaque équation correspond, en théorie de Galois, & une extension
de corps, et donc & un groupe de Galois, que ’on a réalisé comme le groupe d’isométries d’un solide
platonicien. Reste maintenant & construire explicitement ces fonctions; autrement dit, on veut, &
chaque groupe d’isométries positives I' d’un solide platonicien, lui associer une fonction.

Le schéma général est le suivant :

C(z)

C(2)"

Le corps C(z)F étant par définition le corps des I'-invariants, notre probléme, dés lors, est de
construire des fonctions de C(z), donc rationnelles, qui sont I'-invariantes, pour I' groupe fixé.

Commengons par étudier les orbites de I'action du groupe I' sur les points du solide platonicien
correspondant, que 'on a inscrit dans la sphére. On comprend facilement que les points qui appar-
tiennent a un axe de rotation d’un élément de I' sont laissés fixes par I’action. Pour ces points, le
stabilisateur est non trivial; leur orbite est donc de cardinal strictement inférieur au cardinal du
groupe I'; on parle alors d’orbites dégénérées. Quant aux autres points quelconques de la sphére, leur
orbite est dite non dégénérée, puisque de méme cardinal que le groupe. Un théoréme que ’on montre
alors est que I'action de I' C SO3(R) sur la sphére S? posséde au plus trois orbites dégénérées; ces
trois orbites correspondent, pour les solides, respectivement & I’ensemble de ses sommets, ses milieux
de faces, et ses milieux d’arétes.

C’est sur ces orbites dégénérées, vues dans P1(C), que I'on restreint notre étude. Pourquoi ? Parce
que 'on comprend bien que la notion de I'-invariance ne peut apparaitre qu’avec de telles orbites, o
chaque point est fixe par ’action du groupe I'.
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Pour commencer, on aimerait étre capable d’affubler une étiquette a chacune de ces orbites dégé-
nérées, dans le sens : & partir des points d’une orbite donnée, construire une fonction de P*(C) qui
permette de caractériser cette orbite en question.

Avant d’aller plus loin, rappelons que l'on travaille dans P!(C); on se rend alors rapidement
compte que le point oo pose probléme : comment trouver une fonction que 'on puisse évaluer en
I'infini ? Pour contourner le probléme, on reléve I'étude dans C2\{(0,0)} comme suit : & un couple

(z,y) de C?\{(0,0)}, on lui associe 3 siy#0, et oosiy=0. Inversement, a z € PL(C), on associe le

couple (z,1) de C2\{(0,0)}. On reléve également le groupe I' de PSLy(C) & SL2(C)H; on note I' le
groupe I relevé.

Suivant ce principe de relévement, a f fonction rationnelle invariante va correspondre un couple
de polynémes homogeénes (G, H) de C[Z1, Zs], uniques & multiplication par un scalaire preés, tels que
fz)=f (%) = %, et tels que 'on ait le diagramme commutatif suivant :

CQ\{io,m} o CZ\{io,m} D en\{0,0))

P'(C) SN P'(C) L P'(C)

Ainsi, construire f dans P!(C), c’est construire les polynémes G et H dans C[Z7, Z5]. Comment
procéder 7 On rappelle que les fonctions doivent étre construites pour caractériser des orbites de points
dans C[Z1, Z5], aprés relévement.

L’idée se résume en la correspondance suivante entre orbite de points de P!(C) (donc des droites)
et fonction associée :

Ui[)\i : ui] =yD;, — P= H(le — )\iZQ)

)

UZ‘DQ = Ui[ﬂi : _)\i] «— P= H()\;Z1 + M;ZQ)

i=1

Tout cela constitue I'idée de base dans notre construction de fonctions. On rappelle que ce que 'on
veut, c’est associer & chaque groupe I' une fonction invariante f, rationnelle, qui traduise ’extension
de Galois associée & I" en termes d’équations. La fonction f vérifie alors, pour tout v € I', foy = f;
en notant f = %, on se rend compte que cette égalité ne revient pas a résoudre G o+ = G, et
Ho~' = H, pour v € I"; en effet, il suffit que G et H vérifient Goy' = AG, et Ho~' = Ay H, pour
un certain A\, dépendant de 7. Nous verrons également que c’est une condition nécessaire, c’est-a-dire
que la construction des fonctions invariantes se fait a partir de telles fonctions. Ainsi apparaissent
les notions de fonctions semi-invariantes, et de caractéres; et I'on voit alors que la construction de
fonctions invariantes passe d’abord par ’étude de fonctions G et H semi-invariantes.

Comme I'étude porte sur les orbites de points dégénérées, on fixe dés lors les conventions suivantes :
pour tout groupe I' considéré, I} désignera la forme orbitale semi-invariante associée & 'orbite dé-
générée des sommets du solide platonicien considéré; Fy désignera la forme orbitale semi-invariante
associée a l'orbite dégénérée des centres des faces; F3 désignera la forme orbitale semi-invariante
associée a 'orbite dégénérée des milieux d’arétes.

2. On rappelle que l'on avait a priori I' C PSU3(C) ; mais comme PSU3(C) C PGL2(C) ~ PSL2(C), le groupe I est
désormais considéré comme un sous-groupe fini de PSL2(C).
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Pour chaque groupe I' fixé, et donc pour chaque solide platonicien, les polynémes G et H sont
des produits des fonctions Fy, F5 et F3.

Cependant, pour récupérer une fonction invariante, des fonctions semi-invariantes ne suffisent
pas car, si les fonctions homogénes associées & f n’ont pas le méme caractére, le quotient de ces
deux fonctions n’est pas invariant. Pour résoudre ce probléme, on montre qu’il suffit de considérer
des fonctions dont les zéros sont des orbites non dégénérées, ou des orbites dégénérées avec des
multiplicités bien choisies; on parle alors de fonctions pleines orbitales. Pour I' fixé, une fonction fr
est alors [-invariante si et seulement si elle s’écrit comme quotient de fonctions pleines orbitales; plus
précisénient, la fonction invariante que 1’on construit & partir des fonctions pleines orbitales est de la

1

F . - o Y
forme ek ou Fi, F5 ont été définies précédemment, et ny = Jee(F) "2 = de(ry)

et ny permettent de considérer des fonctions pleines orbitales, donc de méme degré = |I'|, et donc au
quotient de ces fonctions d’étre homogéne, de degré 0, et surtout, I''-invariante.

. Les puissances ny

Pour résumer, on considére les groupes d’isométries du tétraeédre, resp. octaédre, resp. icosaédre ;
on calcule les fonctions orbitales associées : Fy 1, For, F3 1, resp. F1 0, Fo 0, F30., resp. Fi 1, Fop,

ny

F3 1. On calcule T pour chacun des solides platoniciens ; cela nous donne une fonction I'-invariante.

On vérifie que 'on peut bien passer au quotient pour enfin obtenir une fonction I'-invariante comme
désiré.

Ces fonctions appartiennent & (C(z)r. Par le théoréme de Liiroth, on sait qu’un tel corps est
engendré par un élément. L’existence est assurée. Une question qui se pose alors naturellement est :
a~t-on 'unicité ? On montre que le fait que les automorphismes de C(X) s’identifient & PGLy(C), et que
ce groupe agit facon 3-simplement transitive sur P!(C), assurent I'existence d'un unique générateur
du corps C(z)"" qui vaut 0 sur les centres de faces du solide platonicien, co sur ses sommets, et 1 sur
ses milieux d’arétes.

Ainsi, & partir des fonctions invariantes construites grace au procédé décrit précédemment, on
construit pour chaque solide platonicien les uniques fonctions invariantes génératrices des corps C(2)"
correspondantes, valant 0, resp. oo, resp. 1 sur les centres de faces du solide, resp. les sommets, resp.
les milieux d’arétes. On appelle ces fonctions fr, resp. fo, resp. fr, pour le tétraédre, resp. 'octaédre,
resp. l'icosaédre.

Le travail de résolutions d’équations peut alors débuter.

Résolution d’équations

On commence par le cas non icosaédral : on cherche a résoudre ’équation fo(z) = w, ou fo est
la fonction génératrice de C(z)1'©, associée & 'octaédre. Il s’agit d’une équation de degré [Iso™(0O)| =
|&4| = 24; pas terrible...Mais, le groupe &, posséde des sous-groupes distingués; on montre en effet
que 'on a Cy <Dy <T'p<aTp. En théorie des corps, cela se traduit par la suite d’extensions (normales,
puisque les groupes sont distingués) :
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C(fo)

On a donc divisé le probléme en une série de résolutions d’équations de degré 2 et 3; c’est gagné.
La résolution de I’'équation fo(z) = w se résume de la maniére suivante :

fo(2) B fr(2) D 15,(2) 2 foy(2) s

(1) : Trouver w’, une racine de Py, /s, qui s’exprime en fonction de w, ainsi fr(z) = w';
(2) : Trouver w”, une racine de Py, /7 qui s’exprime en fonction de w’, et ainsi fp,(z) = w”;
(3) : Trouver ww, une racine de Pfcz/fDQ qui s’exrpime en fonction de w”, et ainsi fe,(z) = w” ;
1"
(4) : Trouver z, une racine de P./fc, qui s’exprime en fonction de w
Le cas icosaédral est plus délicat : ’équation a résoudre, fr(z) = w, est de degré [Iso™ (I)| = |5] =

60, et A5 est simple, donc ne posséde pas de sous-groupe distingué non trivial...Heureusement pour
nous, on va pouvoir s’en sortir quand méme : le fait que 'icosaédre posséde 5 tétraédres inscrits permet
de montrer que le groupe d’isométries d'un de ces tétraeédres, 77 (qui correspond au tétraédre T fixé
dans R? mais normalisé, et pivoté de sorte a Iinscrire dans Iicosaédre), est en fait le stabilisateur de
ce tétraédre dans I'y; cela permet de scinder I'extension en deux :

C(z)
12
C(2)'" = C(fr)

5
C(2)'" =C(f1)

L’extension de degré 12 se raméne au cas non icosaédral, que l'on a résolu; tout le probléme se
concentre alors sur 'extension de degré 5. Aprés calcul du polynéme minimal d’'un générateur du
corps (C(Z)FT/ sur C(f7), on montre que I’équation associée a cette extension est celle que ’'on nomme
la résolvante de Brioschi :

R(X)=X"—10F, ;X + 45F7 | X — Fy;

La résolution de cette extension comporte plusieurs étapes de changements de variables, que 'on
résume en la chaine suivante :
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PRCRRC RO

1
1728(1 — f1)’
(2) : La résolvante de Brioschi s’écrit alors T° — 10W’'T2 4+ 45W'2T — W2 ; on en détermine ensuite une racine, que
I'on note §.

(1) : On pose W' =

~2 ~
3 §
(3) : On pose 7 = WS ; plus facile & manipuler, car contrairement a 3, 7 est un générateur de C(f7/).
1,1

(4) : Comme 7 et frs sont éénérateurs du méme corps, il existe une homographie qui permet de passer de 'un &

Pautre.

Cependant, & ce stade, il manque un important maillon dans cette chaine de résolution : I’étape
(2), ot il nous faut déterminer une racine de la résolvante de Brioschi.

Résolution de ’équation de Brioschi

La méthode de Newton : principe

On veut résoudre R(z) = 0, avec R la résolvante de Brioschi. Cette équation de degré 5 ne saurait
bien sir se résoudre par radicaux. On va alors s’appuyer sur la méthode de Newton, dont voici le
principe général : on cherche a localiser les racines d’une fonction f. Pour ce faire, on choisit un point
to "assez proche" de la racine cherchée, a condition que I'image de ce point par la dérivée de f ne soit
pas nulle; on trace ensuite la tangente a la courbe y = f(z) en ty. Le point ¢; d’intersection entre
cette tangente et ’axe des abscisses vérifie alors t; = tg — J]:,(é%)). Et on recommence le processus.

On voit donc apparaitre une fonction récursive; la fonction F(t) =t — ]{,({t))

signifie appliquer plusieurs fois la fonction récursive F'; on verra donc dans
fonctions de type F*, k € N.

Pour résumer, la méthode de Newton consiste & voir z comme une limite de la fonction récursive
évaluée en un point [y qui approche z.

. Recommencer, cela
a suite apparaitre des

Application & la résolution de I’équation de Brioschi

En se servant de ce principe : on part d’une famille d’équations indexées par W, de la forme :
f(Z) =W (w et z ont été relevés en des indéterminées W et Z); cette famille d’équations, on 'a
rendue rigide, c’est-a-dire que 'on a ramené 1’étude de cette famille & ’étude d’une seule fonction
itérative, uniformisée, modulo changement de variable homographiquelﬂ afin d’obtenir une rigidité
dans la fagon d’obtenir une racine.

En suivant cette idée, on parvient a construire étape par étape un algorithme de résolution de
I’équation de Brioschi; on termine par la mise en oeuvre réelle de ’algorithme, en le faisant tourner
grace au logiciel SAGE.

3. Comme le groupe considéré est un sous-groupe de PSL2(C), le théoréme énoncé au tout début s’applique; on
peut donc bien uniformiser I’équation.
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AVATARS

Ayant effectué ce travail & deux, il était nécessaire de créer un signe distinctif en début de chaque
partie, afin que chacune des parties se voie attribuer clairement une auteure ; aussi nous sommes-nous
attribués les avatars suivants :

\

K4 . . :
@~ . Parties rédigées par Adeline Pedron.

=
£)
: Parties rédigées par Marie Péronnier.
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- Oh!!
- Quoi, t’as trouvé quelque chose ?
- Non rien, je m’entraine pour quand je trouverai un truc...

Fouillologue, "RRRrrrr 1" Alain Chabat
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Chapitre 1

Introduction : I'isomorphisme

SO3(R) ~ PSUy(C)

I.1 Etablissement de I’isomorphisme

La projection stéréographique de la sphére réelle sur le plan complexe est une notion incontournable
en géométrie et en algébre. Elle nous permet d’établir I'’homéomorphisme

S? ~ PL(C).

On peut voir cet homéomorphisme comme une application de la sphére privée du pole Nord sur le
plan réel, que I'on identifie & la droite complexe C; on prolonge ensuite cette application par
continuité en envoyant le pole Nord N sur Uinfini.

L’établissement et la description détaillée de la projection stéréographique est faite en annexe [[.4.1

Cet homéomorphisme a un pendant algébrique, dans le sens ot il se traduit par un isomorphisme de
groupes, que nous allons exploiter dans la suite.

Ce qui va suivre requiert des notions de groupes et d’algébres de Lie; une excellente sourceF_-] pour
revoir, ou découvrir ces notions, est le livre [1].

Proposition 1.1.1. On a l’isomorphisme :

SO3(R) =~ PSU,(C).

Démonstration. On considére le groupe de Lie SU2(C) ; il agit naturellement par conjugaison sur
son algébre de Lie :

suy(C) = {H € My(C); H*=—-H, tr(H) =0}

1. Que les lecteurs ne croient pas que ceci est une tentative d’amadouement du jury...

13
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On remarque que, comme pour tout U € SU3(C), U~! = U*, I’action se fait également par
congruence. On a donc le morphisme induit par I’action :
® : SUL(C) — Aut(sug(C))
U+—s ((;SU : Hr—>UHU*)

Tout d’abord, cela définit bien une action, puisque, pour U € SUs(C), et H € suy(C) :
(UHU*)* = UH*U* = —~UHU*, et : tt(UHU*) = tr(H) = 0 = UHU* € s13(C).

Etudions la dimension de cette algébre de Lie. Prenons M € suy(C); M := ( g g > s, B8,7,0 € C.

En écrivant les égalités

M*=-M
tr(M) =0,
on en déduit que « est imaginaire pur, que § = @, et que vy = —B.

Autrement dit, la matrice M peut s’écrire
ia —b+ic
<b+z'c _ia >’“’b’C€R'

Ainsi, la dimension de sus(C) est égale a 3, et on remarque au passage que c’est une dimension
réelle, contrairement & ce que 'on pouvait croire.

De plus, puisque det(¢y(H)) = det(H), on peut dire que ¢(SU3(C)) est contenu dans O(det), le
groupe d’isotropie de la forme quadratique det.

Quel est le rang de cette forme quadratique ? Pour le savoir, prenons H dans suz(C). On a :

ia —b+ic
det(H) = det ( bitic  —ia )
On voit donc que le déterminant est une forme quadratique non dégénérée, et de rang (maximal) 3.
Ainsi, dans une base orthonormée de sus(C) pour la forme quadratique det, le groupe O(det)
s’identifie & O3(R).

=a?+ b+ 2.

On en déduit que :

Or, SU2(C) est connexe. Donc son image par ® est contenue dans une composante connexe de
O3(R) qui contient 'identité : c¢’est SO3(R).

Etudions maintenant le noyau de ®. On a par définition :

ker(®) = {U € SU,(C); VH € sus(C) : UHU* = H}.

Prenons U := < Z _C_Lb ) € ker(®), avec a,b complexes vérifiant det(U) = 1, i. e. |a|? + [b|> = 1;
a —f . . . :
et prenons H := 5 a € suy(C) (avec a € iR, mais peu importe, pour les calculs qui

suivront, on ne s’en sert pas).
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L’égalité UHU™* = H s’écrit alors :

()G (S 0)=0G )

Comme U € SUy(C), alors on a U* = UL, et donc (U*)~! = U. L’égalité précédente est alors
équivalente a : UH = HU, c’est-a-dire :

()= )0 7))

En développant le calcul matriciel, on tombe sur le systéme d’équations suivant (les inconnues étant
les coefficients de la matrice U) :

ac — b3 = ao — bf3
ba + af = af + ba
—aB —ba = —ba — dB
—bB 4 aa = —bB + aa
L’égalité (1) nous donne :
bg = b3 = bp,

Autrement dit, b3 € R. Et une info de gagnée!
On va poursuivre le raisonnement pour montrer que b ne peut étre que nul. On rappelle que les
inconnues de ce systéme d’équations sont a et b, et que ces égalités doivent étre valables pour tous «

et (.
Ecrivons b := u + v, et 8 := w +it. On a alors :

b8 = (u —iv)(w + it) = vw + vt + i(ut — vw).

Le fait que b3 € R nous donne :
Yw,t; ut —ovw =0

Cette égalité devant étre valable pour tous w,t, on en déduit alors que u = v = 0 (en prenant par
exemple dans 1'égalité d’abord w = ¢, puis w = —t), c’est-a-dire :

b=0

Passons a a. L’égalité (2) nous donne :
ap = ap,
Autrement dit, pour 8 #0,a=a = a € R.

Pour conclure, rappelons-nous que le déterminant de U doit étre égal & 1, c’est-a-dire : |a|? + |b]? = 1.
Comme b = 0, on obtient alors :

la* =1, a € R.
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On en déduit que

a==+1

Finalement, on a montré que

ker(®) = {£Id}.

On en déduit une injection :

SU5(C)/{£1d} =: PSU,(C) < SO3(R).

Reste & montrer la surjectivité. Pour ce faire, on va utiliser le théoréme d’inversion locale.
On considére la différentielle de ® en l'identité :

d®. : sus(C) — so(det) ~ so3(R)
U+ (H v~ UH + HU")

On sait déja que dim(suz(C)) = 3 = dim(so3(R)).
Montrons de plus que le noyau est trivial, ce qui montrera que d®. est injective, et donc bijective
par égalité des dimensions.

a

b _c_zb ) € ker(d®.); a,b complexes, et

Méme raisonnement que précédemment, prenons U := <

H = ( o —f > € suy(C) quelconque, avec «, f complexes également.

8 &
On a alors UH* + HU™* = 0, c’est-a-dire UH* = —HU™.
La matrice U étant dans sug(C), elle vérifie : U* = —U ; ’équation précédente devient alors :
UH = HU

C’est la méme équation que précédemment, sauf que U n’est plus dans SUz(C), mais dans suy(C).
Par le méme raisonnement que celui qui précéde, on trouve

b=0.

0 a

Mais, comme U € suy(C), U doit vérifier I'égalité : U + U* = 0.
On en déduit alors que

) . 0
La matrice U est alors une homothétie : U = < @ >

a=0

Ainsi, U est la matrice nulle, et le noyau de d®, est trivial, comme désiré.
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Ainsi, d’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage V' de 'identité tel que ® soit un
diffeomorphisme de V' dans W, voisinage ouvert de ®(Id).

Cela signifie que Im(®) contient un ouvert. Or, Im(®) est un sous-groupe de SO3(R); il est donc
aussi fermé. C’est donc une composante connexe de SO3(R) contenant l'identité ; autrement dit :
Im(®) = SO3(R), et cela termine la preuve.

Remarque 1.1.2. Au cours de cette preuve, nous avons détaillé le calcul du noyau de

®:U — (gbU H— UHU*) ; ainsi que le noyau de la différentielle d®, : U — (H — UH + HU*).
Les calculs, bien que peu agréables, n’en restent pas pour le moins faisables, car il s’agit de
manipuler des matrices 2 X 2; cependant, ces résultats ont été montrés dans le cas général, en
dimension quelconque ; pour la découvrir, ou la relire pour le plaisir, nous vous invitons & vous
référer a la partie correspondante dans [1] (p.178, prop B.2.2.).
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I.2 Version géométrique

L’isomorphisme exceptionnel établi dans la partie précédente posséde une version géométrique. Nous
allons voir que cet isomorphisme est ’analogue dans le monde des groupes de la projection
stéréographique.

En effet, nous avons un isomorphisme entre deux groupes,

PSU,(C) -2 SO3(R)
une bijection entre deux ensembles :
s? 5 PL(C)
et deux actions naturelles :
SO3(R) ~ S? et PSU,(C) ~ PL(C).
La seconde action provient de I’action de PGLo(C) par homographies sur P!(C) (voir 'annexe [.4.3)).

Nous allons donc montrer que ® et m sont compatibles avec les actions naturelles, c¢’est-a-dire que le
diagramme suivant commute :

PSUs(C) x PLC) — PY(C)
D x 7 l lw
X S?

SO3(R) s2

Idée. La bijection de S? sur P!(C) donnée par la projection stéréographique, conjointement &
Iaction naturelle de SO3(R) sur S?, fournit une action, par transport de structure, de SO3(R) sur
PL(C).
En utilisant un systéme de générateurs de SO3(R), nous allons voir que
1. SO3(R) agit fidélement par homographies sur P'(C) ;
2. Cette action coincide avec celle de PSU3(C) € PGLy(C) sur PY(C);
3. Le morphisme de SO3(C) dans PSU3(C) ainsi défini coincide avec 'isomorphisme ¢ vu
précédemment (on développera ce point dans la partie .

Pour cela, considérons le morphisme suivant :
U: SO3(R) — Bij(PYC))
P = mOopo at
ot Bij(P!(C) est I'ensemble des bijections de P!(C).
Le théoréme qui suit nous permettra d’établir que ¥ est un isomorphisme de SO3(R) dans PSU3(C).

Théoréme 1.2.1. Soit p, o € SO3(R), p := (p1,p2,p3) € S?, a € R un angle.
On définit fpo = V(ppa), et on a :

o 4 .« e 4+ .«

COS — —+ 1p3 sin — —poSin — + 1p1 SIn —

Fro = 2 2 2 2
p,a — e . e [0} . .«
P2 sin — + 1p1 SIn — COS — — 1p3 SIn —

2 2 2 2
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Démonstration. Cette démonstration comporte 4 étapes : on établit la formule pour un point,
puis par rotation et composée de transformations, on arrive & nos fins.
e 1¢ étape : On prend p = N(= (0,0,1)).

On remarque qu'un cercle de S? paralléle au plan complexe est envoyé sur un cercle centré en O du
plan complexe par la projection stréréographique. En d’autres termes, le diagramme suivant
commute :

s2 Mg g2
T |

pi(Cc) ™3 pi

Ainsi, fnq est la rotation de centre O et d’angle a dans PSU»(C) :

ei% 0
fN,C( — [ ia]
0 e "2

e 2¢ étape : On se place dans le cas p = (1,0,0) et « = 5

5
1 0 0 (0,0,1) +— (0,—1,0)
Ona:p(l’om’g: 0 0 —1 (0,1,0) +— (0,0,1)
01 0 (0,0,—1) ~— (0,1,0)

Par correspondance, on a :
+o0 — =1
fl?g : Z — 400

Mais, cela est loin de suffire pour déterminer I’expression compléte de fl,%. Dans ce cas, pas le
choix : on effectue les calculs & la main.
Comme, de méme que précédemment, le diagramme suivant commute :

On a la formule : f(170’0)7g =0 p(1,0,0), © a Ll

Soit alors z 1= z1 + 423 € C. Par les formules établies en on obtient :



20 CHAPITRE I. INTRODUCTION : L'ISOMORPHISME SOs5(R) ~ PSU,(C)

f1,00),2 =m0 pa00),z° 7 (21, 22)

221 229 Z%Jrzg_l)
= T O us ) ’
PO 2 e T 1 24 211 22+ 23+ 1
221
20 .2 41
21+ 25 +1
AR I = T
A E e i
22 +22+1
221
2 +22+41
zf—i—zg—l
T2 .21
229
2242541
:( 271 —2f— 25 +1 )

224224 1—229 224224+ 1— 229
En travaillant un peu cette expression, on voit que fl,g peut s’écrire :

Z+
Vz €C, firz=—i
"2

zZ—1

On note au passage que les points +oo, ¢ et 0 sont envoyés sur les images annoncées précédemment.

Il faut maintenant montrer que le diagramme suivant commute :

SRRLE R
vl |
fr
pi(c) 2 PYC)
En d’autres termes, montrer que flg omT=mo p(l,o,o),%'
x
Soit | y | € S%. On rappelle alors que z2 + 3% + 22 = 1.
z
T 1 0 0 T
D’une part, 7o p(l,(),o),% yl=m10 0 -1 Y
z 01 O z
x
=7|-z
Yy
T —iz
=1=,

2. 1l suffit de développer cette expression, en écrivant z = z1 + iz2, pour retomber sur I’expression qui précéde.
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xT

D’autre part, f, x o7 | y :\Il(x—kzy)
"2 1-=2
Sl
Z-1—27
T+iy .
—1
1—-=2
(1+y—z—iz)(z—ily+2-1))
2?24+ (y+2z—1)?2
2z — 2wz — 2iz + 2i2?
22y —22+2yz
T — Tz , 22—z
= {
l—y—2z+4+yz l—-y—z+yz
Tz
-y
V2 V2
ye o ,ve
. . 2 2
On a alors démontré que f, = =
PTVE V2
= Yz
2 2

e 3¢ étape : On démontre la formule pour f; 4.

Cette étape est une compilation de 1’étape 1 et 2 car on a la relation suivante (voir le lemme |[.4.1))

|
PO = Py g0) T ©POOD . P(1,00),3
Puisque nous avons la relation f = mpmr~!, nous obtenons :

-1
fia = flﬂ ©fNaO f)x.
19 02

On calcule : .
vz V2T ! 2 V2
FLo fyaof 2 7 ez 0 Pl 7
s N,a T = @
15 L5 V2 2 0 €2 [;¥2 2
172 2 2 2
[ 2 2 a 2 V2
2 17y [e”z 0 ] 5 Tty
e}
2 2 —ty /2 V2
_ 2 N& A e M4 V<&
I 2 0 L7 2
- e e a
e12+6712 312+e712
2 2
a et a e!
el 2 —eil 2 el 2 J,»e7l 2
—Y 2
cos% —sin ‘;]
a a
sing  cos§
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On vient ainsi de démontrer la formule pour p = (0, 1,0) et « quelconque.
e 4¢ étape : On travaille maintenant avec les coordonnées sphériques, p = (p1, p2, p3), avec

p1 =sin¢cosf, ps =sin¢sinb, ps = cos ¢.

De la relation géométrique (voir encore une fois le lemme [[.4.1)) :

Prac = P(0,0,1),0 © P(0,1,0). © P0.0,1),0 © P01.0).0 © P(00,1).0°

on en déduit :
-1 -1
fpa =[N0 © fip© [N © fi,go °© fN,e'

On se lance dans le dernier calcul de cette partie qui achévera cette preuve :

2
sin®  cos ¥ —sin$ cos ¥

e .0
15 . 15 . —15
e2 0 [cos 2 _sin T e 2 0 { cos ¥  sin g] e 2 0
0
0 e '2 2 0

;e
e "2
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T ey " o 9 . o
e'2 cos” & +e "2 sin” £ e cos e'2 sin & —e"sin £e” "2 cos §
- i0 g . i0 —ig ) —ig 2
e?cosZe'2sin? —e?sin£e ‘2 cos £ e'2sin“? +e 2 cos* £
2 2 2 2 2 2
ig 1+cos<p 7 l—cosyp 1 1.9 Uy 0 fig .
_ e'2( ) +e” 2( ) ale 2511190 e '2singp)
- e e _
%(e 0 z2 SlIlgO 06—22 smcp) e12(1 cosgo) +e z (1+cos<p)
e ig e e 2 2
2 o 2 _o 12 2 _e” . . .
% + cos === &= (—cosfsinp —icos psinf)
“l,e _a & 2 5 i
2 _e 12 . . . 2 4o 12 2 _e 12
€= (cosfsinp —icospsinb) % — oS PTTg—"
o Ca e w
B COS 5 + 1p3 Sl 5 —p2sin 5 +1p1sin 5
p2sin § + ipy sin § cos § — ip3sin §

Nous pouvons maintenant étudier notre morphisme :
U: SO3(R) — Bij(PYQC))
P = mopo a1
e Injectivité : L’action de SO3(C) sur S? est fidéle et 7 est bijectif donc ¥ est injective.

e Surjectivité : D’aprés le théoréme nous avons :
Im(¥) C PSU,(C).

. —b
A présent, considérons {Z a} € PSU,(C), avec |a]? + b|> =1
Notons a = a1 + ias et b = by 4+ ibs. On va montrer que cette matrice est I'image par ¥ d’un certain

pE SO3(R)

ap = cosg
3 8]
c. as = 3 S1 5 N
En se donnant comme conditions : b — P31 2 on retrouve pepeq, o0l € = £1.
1 = Dp2Sily
_ o Q
by = pising

Or p_p —a = ppo. D’oll la surjectivité.

Remarque 1.2.2. On peut en fait voir la surjectivité de fagon plus abstraite, comme annoncé au
point 3 de l'idée, en identifiant le morphisme 7}, o +— f}, o avec I'isomorphisme ® étudié
précédemment. C’est ce que nous allons développer dans la partie suivante.
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1.3 Version alternative

On a vu, dans la partie 1.2., que ¥ établissait un isomorphisme entre SO3(R) et PSU3(C) via :
SO3(R) — PSU,(C)
Pp,o fp,ou

avec pp o la rotation d’axe porté par p et d’angle o, et f, , la rotation correspondante dans
PSU,(C) via la projection stéréographique, dont la formule a été explicitée dans la proposition

Cependant, dans la premiére partie, nous avions construit un isomorphisme entre PSU(C) et
SO3(R) via la théorie des groupes de Lie :
PSU,(C) -2 SO(su3(C)) ~ SO3(R)
P+——adp: (H~ PHP™)

A ce stade, il est naturel de chercher un lien entre ¥ et ®.

Probléme : L’isomorphisme ¥ est-il bien I’isomorphisme inverse de ® 7 A-t-on bien un
lien cohérent entre ce qui a été fait précédemment, et ce que nous donne la théorie de
Lie?

Tréve de suspenselﬂ :

Proposition 1.3.1. L’application ¥ est l’'isomorphisme réciproque de .

Démonstration. Pour montrer que ® et ¥ sont réciproques 'une de ’autre, on va montrer que,
sur un systéme de générateurs de SO3(R), donné dans ’annexe on a ® oW = Idgo,(r). Comme
® est un isomorphisme, il est en particulier injectif, donc inversible a gauche, et on aura alors

U=

C’est parti pour la preuve. Commengons par noter que ¥ fournit un systéme générateur de SU3(C)
a partir des générateurs de SO3(R).

Pour vérifier que ® est bien I'isomorphisme inverse de W, il suffit donc de vérifier que
V(pN,a) =: fN,a est envoyé sur py o via @, et de méme pour \Il(,olyg) =: fl,g'

On rappelle que fy o = [ 0 61-3], et que fl,g = z% \/725 )

Trouvons une base orthonormée, relativement a la forme quadratique det, de sus(C), et appliquons
fna et fiz & cette base.

3. "Foin de vain suspense", dirait notre ministre Thierry Mandon !
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j -1
La base en question est constituée des matrices I = ( ! Oi ), J = < 0 0 >, et K

e On a alors :

= fya(l) =1
De méme :
Frad) = < os(o) _oi‘sm(a) —Cos(a)ai.sin(a) )
= cos(a).J — sin(a).K
= fnal(J) = cos(a).] —sin(a).K.
Et :

InalK) = ( i.cos(a)0+ sin(c) i'COS(a)O_ e >

= cos(a).K + sin(a).J
= fno(K) = cos(a).K + sin(a).J.

Finalement, en considérant la base (K, J, I), on trouve :

cos(a) —sin(a) O
fNa—= | sin(a) cos(a) 0 | =pna
0 0 1

e En effectuant le méme travail avec fl’%, on trouve :

~
~—
|
|
=
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D’ou
1 0 O
f1,g —| 0 0 -1 |= P,z
01 0
Ainsi, on a montré que ¥ est bien I'isomorphisme réciproque de . o

Remarque 1.3.2. On a établi que @ et ¥ sont des isomorphismes réciproques ; mais en fait, comme
on sait que les automorphismes de SO3(R) sont des automorphismes intérieurs, ® et ¥~! auraient
au pire différé d’un automorphisme intérieur...
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1.4 Annexes

I.4.1 La projection stéréographique

Définition de la projection stéréographique

On se place dans l'espace euclidien R? ot les coordonnées seront notées (z,, z) dans la base
canonique.

La stéréographie est ’art de projeter un solide sur un plan. Dans notre cas, on considére le plan
complexe C dans R3, c’est-a-dire le plan équatorial d’équation z = 0. Notre solide sera S?, la sphére
centrée a l'origine et de rayon 1. On note N le point (0,0, 1), le pdle Nord, et S le point (0,0,—1), le
poble Sud.

On peut maintenant définir la projection stéréographique de péle N comme étant ’application

m:S*\{N} = C

telle que & un point p = (p1, p2, p3) de la sphére on associe le point ¢ = (g1, g2, 0), intersection de la
droite (pN) et du plan équatorial ; on note alors : w(p) = ¢1 + igo.
On prolonge par continuité 7 & S? en posant : 7(N) = oo.

Formules

Soit p = (p1,p2,p3) € S?, on a :

D1 P2 )

7T(pl:p%p:i) = (1 _p3> 1 ~ ps

Cette relation vient de I’application du théoréme de Thales.
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Pour I'application inverse, on se donne un point ¢ = (¢1,g2,0). On trouve facilement :

7['71((]1 q2) — ( QQ1 2CI2 Q%+Q% - 1)
’ G+E+1T G+ +1 @G +¢3+1

Aparté

Nous allons étudier la continuité de 7 étendu a S2.
e La continuité sur S?\{N} est évidente grace a la formule donnée dans la section précédente.
e La continuité en { N} vient du principe de translation et de la continuité de 7 :

Soit U un ouvert dans S?, tel que p € U.

On considére t € SO3(C), la rotation telle que t(p) = N. On note U’ = ¢(U) qui est un ouvert de S?
par continuité de t, contenant N.

On note ¢ le projeté de p par 7 et V = m(U). V est un ouvert de P'(C), par continuité de 7 sur
S2\{N}, et il contient q.

Grace au théoréme , on peut définir ¥(¢) : P1(C) ~ P!(C), la rotation continue de PSUs(C) qui
envoie 'ouvert V sur V/ un ouvert contenant oo.

Ainsi, N est envoyé de facon continue sur oo.
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I.4.2 Systéme générateur de rotations de SO3(R)

Lemme I.4.1. SO3(R) est engendré par les rotations pno, o € R, et 2

Démonstration. Soit p .o € SO3(R), o € R. On veut exprimer p o en fonction de rotations de la

forme pn g, B8 € R, et de p1,z-

Pour ce faire, étudions de prés le schéma suivant :

Fi1GURE I.1 — Rotations génératrices-Passage de N a P

; PN,0
—

On voit alors que : N Loy p P.

On en déduit, en utilisant le lemme qui suit cette preuve, que :

pPa© (PNno © pie) = (PN6© Pip) © PNa

Autrement dit :

p.a=(pnoopis)opnao (pnoopis)

A présent, nous allons exprimer p; 4 en fonction de p1,z et de pn 4.

Pour cela, regardons la figure suivante :
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FI1GURE 1.2 — Rotations génératrices-Passage de ¢ & N
. P, T
On voit alors que : i — N
On a donc : pjg 0 prz = p1,z 0PN

= pip = P1z ©PLE © PNg

Finalement :

= (pna° Py 0 pLz 0 PN.6) 0 PNa© (PN0 0L E © P15 0 pNg)

Ici encore, nous avons utilisé un lemme qu’il convient d’expliciter, et de démontrer :

Lemme 1.4.2. Soit py o, a € S2, o € R, la rotation autour de laxe engendré par a, d’angle o,
orientée par a. Soit r une autre rotation. Alors : 170 pg . © r~! est la rotation Pr(a),a

)
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Démonstration. Posons r’ := 70 p,q0r~1; 7’ est clairement dans SO3(R), puisque celui-ci est un
groupe. Reste donc a déterminer les invariants de 7.

e On ar'(r(a)) =70 paaor t(r(a)) =r(a) : 1 est bien une rotation d’axe engendré par r(a).

e Il reste & montrer que I'angle de la rotation, mettons o/, est égal & o quand ’axe est orienté par

r(a).

Or, on a : tr(r') = 1+ 2cos(a’) d’une part, et tr(r') = tr(r) = 1 4+ 2 cos(a) par invariance de la trace
par conjugaison.

On a donc :

cos(a’) = cos(a).

Il suffit maintenant de prouver que sin(a’) et sin(«) ont méme signe pour avoir égalité entre les
angles.

Or, sgn(sin(a’)) = sgn(< a, z A pg,o(x) >), pour un vecteur quelconque z orthogonal a a.

En effet, supposons que sin(a) > 0. Alors, c’est que 1'on effectue moins d’un demi-tour; et dans ce
cas, © A r(x) "pointe vers le haut", voir figure [[.3]
A contrario, si sin(a) < 0, alors on effectue plus d'un demi-tour, et alors x A r(x) "pointe vers le

bas", voir figure

X A r(X)

r(x)

FIGURE 1.3 — Produit vectoriel - Cas ou sin(a)) > 0
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r(x) a

X A r(X)

FIGURE 1.4 — Produit vectoriel - Cas ou sin(a)) < 0

Comme r, rotation, préserve le produit scalaire, on a :

sgn (< a, T A paa(r) >) = sgn(< r(a), r(x A paa(z)) >)

Y sen(< r(a). (@) A r(paa()) >)
=sgn(< r(a),r(x) Ar'(r(z)) >)
(s

) sgn(sin(a’))

(%) : On a ici utilisé le fait que r est une rotation.
(x%) : Cela provient du fait que r(z) est orthogonal & r(a) : on retombe sur la définition de sgn(sin(a)).

Ainsi, on a montré que 'angle de rotation de r’ est «, comme désiré.
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I1.4.3 Action par homographies

Nous avons GLy(C) qui agit naturellement sur C2 :
GL2 ((C) X C2 — (C2

6=(; 5)0 = a0

De plus, remarquons que C?\{(0,0)} est stabilisé par le groupe GL3(C), lequel envoie une droite
vectorielle sur une droite vectorielle ; on a donc :

GLQ(C)XCQ\{(O,O)}/C* — <c2\{(o,0)}/<c*
(9,C*v) > C*g(v)

Rappel 1. L'espace P!(C) est en bijection avec I'espace quotient C2\{(0, 0)}/@*.

Le noyau de l'action est 'intersection des stabilisateurs des droites vectorielles, c’est donc le groupe
des homothéties, noté Hom(C?).
Ainsi nous avons, aprés avoir quotienté par le noyau, et en notant que

PGLy(C) ~ GLy(C) / Hom(C2) = C* :

PGLy(C) x PY(C)  — PL(C)

( l:z Ccl:| 7@*(2’172’2)) — C* <Z 2) (Zl,ZQ) — (C*(a,zl +022,b2’1 +d22)

Remarque 1.4.3. Les crochets de la matrice de départ se sont bien transformés en des parenthéses
car l'action est indépendante du choix du représentant de la classe.

Maintenant, nous voulons repérer un élément de P*(C).

Pour cela, nous changeons la vision de P!(C) en effectuant une division cellulaire : P*(C) est I'union
de la droite infinie, vue comme la droite d’équation x = 0, et des droites vectorielles, d’équation

T = 2y, ou z parcourt les complexes; autrement dit :

PY(C) = {z = 2y,2 € C}U{z = 0}
———

espace affine point

Voici une vision géométrique qui nous aidera pour la suite :
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Nous voyons qu’il suffit d’un seul point pour caractériser une droite vectorielle ; aussi, la droite
d’équation x = zy peut étre caractérisée par le point intersection entre cette droite et la droite
y = 1; autrement dit, une droite peut étre définie par la valeur de z € C.

21 .. .
Sachant cela, nous avons v = (z1, z2) € C?; on pose z = —. Ainsi, (az1 + czo,bz1 + dzz) devient

22
az1 + czo
bz1 + dzo '
Génériquement, nous avons donc : [Z CCJ (z) = %.

Etudions les différents cas qui se présentent & nous :
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Zji; siz£ooetbz+d#0
[Z 2](2): 00 siz#ooetbz+d=0

7 siz=oc0etb#0

00 siz=o0etb=0

Remarque 1.4.4. La condition bz + d = 0 implique az + ¢ # 0 car z # 0 et seul I’élément 0 est envoyé
sur 0 par l'action de PGL2(C).
La condition b = 0 implique a # 0 car le déterminant d'une matrice de PGLy(C) est non nul.
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Chapitre 11

Les solides platoniciens

II.1 Les solides dans la sphére...

I1.1.1 Introduction : premiéres définitions

Définition I1.1.1. [Solide platonicien] Un solide platonicien est un polyédre convexe régulier,
c’est-a-dire I'intersection compacte d’un nombre fini de semi-espaces de R3, dont les faces sont des
n-gones réguliers, et tel que de chaque sommet part le méme nombre d’arétes.

Cette définition est quelque peu naive, dans le sens ou I’on ne peut pas la généraliser aux cas ot 'on
manipule des objets non convexes, ou en dimension strictement supérieure a 3 (ou la notion de
"polyédre régulier" n’est plus claire du tout).

La définition qu’il convient d’adopter, c’est celle qui fait intervenir le groupe de symétries du
polyédre, qui donne la meilleure description de sa géométrie. Il devient donc naturel d’étudier les
groupes de symétries des solides platoniciens.

Définition I1.1.2. /Drapeau/ Un drapeau d’un polyédre est le triplet (s,a, f), ot s est un sommet,
a est une aréte contenant s, et f est une face contenant a.

Sous cet angle de vue, on peut alors établir une nouvelle définition pour les solides platoniciens :

Définition I1.1.3. [Solide platonicien-Version drapeau/ Un solide platonicien est un polyédre dont
le groupe de symétries agit transitivement sur ses drapeaux (autrement dit : tout drapeau peut étre
envoyé sur n’importe quel autre).

Cette définition force immédiatement un solide platonicien & avoir des n-gones réguliers comme
faces, congruentes, et le méme nombre d’arétes par sommet ; on retrouve notre définition de départ.

Avant de passer & la suite, nous allons calculer le nombre de solides platoniciens ; cette
démonstration est certes bien connue, mais elle mérite toutefois d’étre (briévement) parcourue...

37
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On note m le nombre d’arétes partant de chaque sommet ; et n le nombre d’arétes par face. On
étudie les valeurs possibles pour le couple (m,n).

Nous allons montrer que nous avons cinq possibilités pour le couple (m,n) (et chaque valeur
correspondra alors & un solide platonicien) :

(3,3); (3,4); (4,3); (3,5); (5,3).

Pour ce faire, on utilise la caractéristique d’Euler, qui affirme que, pour les solides platonicienslﬂ :
S—A+F=2, (%)

avec S (resp. A, resp. F') le nombre de sommets (resp. nombre d’arétes, resp. nombre de faces).

Comptons le nombre d’arétes d’un solide platonicien.
Pour ce faire, on va étudier ’ensemble

X ={(a,f);a€ A feF;ac f},

ou A, resp. F, désigne I’ensemble des arétes, resp. des faces, du solide platonicien.

Considérons d’une part I'application projection sur la premiére coordonnée : w4 : (a, f) — a;
I'image réciproque d’une aréte est de cardinal 2, puisque chaque aréte appartient a deux faces. Le
cardinal de X est donc dans ce cas égal a 2A. D’autre part, 'image réciproque d’une face par
I'aplication projection sur la seconde coordonnée : mx : (a, f) — f est de cardinal n, puisque chaque
face contient n arétes. Le cardinal de X est donc ici égal & F.n.

En regroupant ces deux résultats, on en déduit la formule suivante :

Fn=2A.

En procédant de la méme fagon en considérant cette fois I’ensemble
X' ={(s,a); s€S,ac€A; sca},
avec de méme S 'ensemble des sommets, on en déduit la seconde formule :

S.m = 2A.

Ainsi, en remplacant dans (%), on trouve : % — A+ % = 2; on a donc 'égalité :

1+1 1+1()
— — = — — (k%)
m n A 2

De plus, on a que n > 3 (c’est le nombre minimal pour construire une face!) et m > 3.
En outre, sin > 4 et m > 4, alors on aura : % + % = % > % + %, et donc : % < 0, impossible!

Ainsi : m < 4 ou n < 4; autrement dit, comme on avait n > 3 et m > 3 : deux cas se présentent
alors & nous.

1. Cette formule se comprend immédiatement dés lors que 'on considére les solides platoniciens comme étant
homéomorphes & la sphére S2, élément de référence en topologie, dont on sait que la caractéristique est 2...
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. SinzB:(**)devient:%—%:%ém<6:>3§m§5.

Dans ce cas, on obtient les couples (m,n) = (3,3); (4,3); (5,3).
e Sim=3:
De méme on obtient les couples suivants : (m,n) = (3,3); (3,4); (3,5).

Remarque 11.1.4. o [dual/ Le dual C* d’un solide platonicien C' est obtenu en plagant les sommets
sur les centres des faces de la figure d’origine, et en reliant les paires de sommets provenant de faces
adjacentes.

On remarque que le dual a les mémes symétries que le solide d’origine, et que les drapeaux de C*
sont en bijection avec ceux de C.

Le dual d’un solide platonicien est donc un solide platonicien! Il suffit juste de remplacer le couple
(m,n) par (n,m).

e On admet qu’il existe un unique solide pour chaque couple ; c’est une partie pénible & montrer,
alors, on va sortir notre joker...Merci Platon !

F1GURE II.1 — Solides platoniciens
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I1.1.2 Présentation des solides, groupes d’isométries positives

Le tétraédre

Le tétraédre correspond au couple (3,3). On le notera dorénavant T.

FiGURE I1.2 — Le tétraédre

On note I'r = Iso™ (T'), le groupe d’isométries positives de T, et Is(T) le groupe d’isométries de T.
Le groupe Is(T) agit sur les quatres sommets. L’action est fidéle, car si g € Is(T") est dans le noyau
du morphisme associé a l'action, g stabilise un repére affine (les 4 sommets), donc g = Id. On
montre de plus que les transpositions sont atteintes, et donc Is(7") est en bijection avec Gy.

Enfin, Iso™(T) = I'r est d’indice 2 dans Is(T) = &, ; comme le seul sous-groupe d’indice 2 dans &y,

on a la bijection :

Décrivons les éléments de 'y : il contient 'identité, 8 rotations d’ordre 3 (il y a 2 rotations d’angle

%” autour de chaque sommet) et 3 rotations d’ordre 2 (rotations autour des 3 médianes joignant les

milieux de 2 arétes opposées).

Le cube

Le cube correspond au couple (3,4). On note C le cube et I'c son groupe d’isométries positives.



!
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FiGure I1.3 — Le cube

On représente le cube par un graphe bipartite, ceci signifie qu’a chaque sommet on attribue un signe
-+ ou - de fagon alternée et qui permet de faire apparaitre deux tétraédres a l'intérieur du cube :

FIGURE I1.4 — Cube bipartite

Si g € I'c envoie un + sur un + alors tous les + iront sur un + car une isométrie envoie une aréte
sur une aréte.
On a ainsi la suite exacte :

1 —Trp~A — Do {-1,1} — 1
oue:gr—1sigenvoieun + sur un + et € : g — —1 si g envoie un + sur un -.
On a donc la bijection : T'c >~ I'p x {£1} = Ay x {£1} ~ &4, par dévissage. Ainsi,

Décrivons maintenant géomériquement ce groupe d’isométries.

On liste d’abord les axes de rotations du cube : 3 passant par les milieux de faces opposées (2
rotations d’ordre 4 et une d’ordre 2 par axe), 4 passant par des sommets opposés (2 rotations
d’ordre 3 par axe) et 6 passant par les milieux d’arétes opposées (1 rotation d’ordre 2 par axe).
Ainsi, I est composé de 24 rotations (I'identité, 6 quarts de tour, 8 tiers de tour, 9 demi-tours).

L’octaédre

L’octaedre, qui correspond au couple (4,3), est le dual du cube, il a donc le méme groupe

d’isométries positives :
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Fas
<[ Z >

FIGURE II.5 — Un octaédre dans un cube
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3‘ L’icosaédre

L’icosaédre, que 'on désignera dans la suite par la lettre I, correspond au couple (m,n) = (5, 3).

FIGURE I1.6 — Icosaédre

CONSTRUCTION

Sa construction se fait astucieusement a l’aide de trois rectangles, de longueur 1, et de largeur notée
g; ol g est la racine positive de 'équation 22 + 2 — 1 = 0.

On configure ces trois rectangles comme suit, et on appellera par la suite cette configuration la
configuration d ’OTH:

F1GURE I1.7 — Configuration d’or

2. L’appellation provenant du fait que la racine g n’est pas loin du nombre d’or.
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Calculons la distance d (segment rouge sur la figure [I1.1.2)) entre x et son voisin v ; on voit
facilement, en utilisant ce bon vieux théoréme de Pythagore, qu’elle est égale &

@ =P+ 57+ (S0

2 2

FIGURE I1.8 — Configuration d’or - Calcul de la distance d(x, v)

Or, comme g est solution (positive) de I’équation x2 + x — 1, en développant I'expression ci-dessus,
on trouve que d? = g2. Autrement dit, la distance entre = et v d’une part, et entre v et v’ d’autre
part, sont égales.

De méme, si l'on calcule la distance entre x et le point de coordonnée (g, 0, 1), on trouve que cette
distance est également g. Ce point, ainsi que = et v forment alors un triangle équilatéral.

En se basant sur ce résultat, on construit alors notre icosaédre :



IL1. LES SOLIDES DANS LA SPHERE... 45

F1GURE I1.9 — Construction de l'icosaédre & partir d’une configuration d’or

Dans toute la suite, pour des raisons de commodité et dans un souci de simplifier les calculs, on
choisira de doubler les dimensions des rectangles : leur largeur sera désormais de 2g et leur longueur
de 2; cela ne change rien au raisonnement, et on évite I’apparition de fractions dans les calculs de
coordonnées et de distance...

COORDONNEES DES SOMMETS DE L’ICOSAEDRE

Dans ce cas, on voit facilement que les sommets de I’icosaédre ont pour coordonnées :

(+£g,=£1,0); (£1,0,=£g), (0,+g,+1.)

La construction de 'icosaédre a été effectuée. A présent, calculons le groupe d’isométries de 1.

GROUPE D’ISOMETRIES
On note I'y = Iso™ (I). Montrons que Iso™ (1) ~ 2As.

1. Calcul de cardinaux

o Premiere étape : Montrons que 2y agit transitivement sur les sommets de ['icosaédre.

A présent, étudions de plus prés le stabilisateur d’une configuration d’or. Une premiére
remarque, utile pour la visualisation : stabiliser une configuration d’or revient & stabiliser les
trois axes de R3.
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Pour déterminer le stabilisateur d’une configuration d’or, on va associer a celle-ci des points,
de coordonnées normalisées, de telle sorte a ce que le produit des coordonnées soit constant,
égal & 1; autrement dit, & chaque configuration d’or on associe un ensemble de points
(1,2, 23), tels que |z;| < 1, et zyzoxs = 1.

On trouve quatre points candidats :

(+17 +17 +1)a (+17 _17 _1)7 (_17 +17 _1)7 (_17 _17 +1)

On place alors ces points sur la figure :

On voit alors apparaitre un tétraédre! Ainsi, le stabilisateur d’une configuration d’or, qui
est un sous-groupe de l'icosaeédre construit par le procédé expliqué ci-dessus, est le groupe
d’isométries positives du tétraédre, soit : 4. On peut donc dire que :

I'; contient Q4.

On peut rapidement vérifier que I’on peut visualiser facilement les 12 éléments de 2{4 sur la
figure, en cherchant les éléments qui stabilisent les 3 axes : on reconnait des rotations
d’ordre 2, correspondant aux rotations d’angle 7 et d’axes les trois axes de R3; il y a donc 3
telles rotations. De méme, on a les rotations d’ordre 3, d’axes (+1,£1,+1);ilya2x4=8
telles rotations. Et bien siir, on n’oublie pas l'identité.

A présent, considérons le point v = (1, —g,0) (voir la figure [[I.1.2).

On sait que I'; va agir transitivement sur les sommets (on peut toujours trouver un élément
de T'; qui envoie un sommet sur un autre). On étudie dés lors I'application ® : I'; — I'j.v;
I';.v désigne alors ’ensemble des sommets.

On remarque que Stab(v) N2A4 = {Id}. En effet, dans I'y, les éléments qui stabilisent v sont
soit Id, soit d’ordre 5, et dans 2l4, de tels éléments n’existent pas, par le théoréme de
Lagrange.

Ainsi, on obtient une injection : @y, : Ay — T'1.v.

Par égalité des cardinaux ( #24 = 12, et on a 12 sommets), on obtient une bijection :

914 ~ F[.U.
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Finalement : on a bien que 2l4 agit simplement transitivement sur les sommets.

Ce premier résultat nous donne une information sur le cardinal de I';. En effet, on a :

Ay ~ .0 ~T/Stab(v).
D’ou :

#T'; = #Stab(v).#:y.

e Deuxieme étape : Action transitive sur les drapeaux

Rappelons qu’un drapeau désigne le triplet (s, a, f), ol s est un sommet du solide
platonicien, a est une aréte, et f une face, avec s C a C f. On peut aussi ’écrire comme
suit : (x, 2y, zyz), ou z, y et z désignent trois sommets de l'icosaédre ; zy est donc l'aréte
formée des sommets x et y, et xyz la face formée des trois sommets.

Combien y a-t-il de drapeaux dans l'icosaédre ? Comptons le nombre de possibilités pour
choisir un drapeau : pour le premier élément du triplet, le sommet, on a 12 choix possibles;
pour le second, il faut choisir une aréte ayant comme sommet celui que l'on a choisi
précédemment, cela fait 5 possibilités. Et enfin, il faut choisir une face contenant le sommet
et I'aréte choisis : 2 possibilités.

Cela fait en tout : 12 x 5 x 2 = 120 drapeaux. Premier résultat.

Le second résultat important, c’est que ’on voit tout de suite que, quand le groupe
d’isométries Iso(I) agit sur I, il agit sur Fr, 'ensemble des drapeaux; et de maniére
simplement transitive : tous les stabilisateurs des drapeaux sont triviaux (il n’y a que
I'identité pour fixer a la fois un sommet, une aréte contenant ce sommet, et une face
contenant cette aréte).

Cela nous donne 'injection suivante :

Iso() — Fr
On a donc :

#Iso(I) <120 (1)

Or, on avait que, pour s un sommet de I, Stab(s)r, D Z/5Z (les éléments stabilisant un
sommet sont 'identité, et des éléments d’ordre 5).
Comme on avait vu précédemment que #I'; = #Stab(s).#2l4, alors on en déduit que :

#U1 > #UAs#7Z/57 = 12 x 5 = 60,
Et donc :
#Iso(I) = 2.#'r > 120. (2)

En regroupant (1) et (2), on en déduit alors que :
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#Iso(I) = 120; #I'; = 60.

On a montré dans la méme foulée que Iso(I) agit transitivement sur ’ensemble des
drapeaux Fi.

2. Groupe d’isométries positives : I'; ~ 25

Bon, il est maintenant temps de déterminer le groupe d’isométries positives de cet icosaédre !

Commencgons par décrire les 60 éléments de I';y.
e Il y a bien str Id;

e On a également 4 x 12 = 24 rotations d’ordre 5 (il y a 12 sommets, depuis chaque sommet

2
on peut effectuer une rotation d’angle %TW, 1 <k <5; et chaque paire de sommets opposés
définissent la méme rotation);

e Viennent ensuite 2 x % = 20 rotations d’ordre 3 (on a 20 faces, et chaque centre de face
correspond & un azxe de rotation d’angle %Tﬂ’ 1 <k < 3; et chaque paire de faces opposées
engendre la méme rotation) ;

e Enfin, il y a % = 15 rotations d’ordre 2 (ce sont les rotations d’angle +m, et d’azes les

droites passant par les milieuzx des paires d’arétes opposées; comme il y a 30 arétes...).

Revenons & présent sur notre configuration d’or. La premiére chose a noter, c’est qu’il y a
plusieurs fagons de construire ces rectangles de fagon a les inscrire dans l'icosaédre. Combien
exactement ? Il suffit d’observer le dessin pour voir que chaque configuration d’or nous fournit
6 arétes de l'icosaédre ; comme il y a 30 arétes, on a alors 5 configurations d’or dans 1.

Le but de ce qui va suivre, c’est de montrer que I'; s’injecte dans le groupe de permutations

#65

G5 ; comme son cardinal est 60 = , on en déduira que I'y ~ As.

Pour cela, il faut montrer que I'; agit fidéelement sur 5 "trucs". On comprend aisément que ces
"trucs", ce seront les configurations d’or.

L’action de I'; sur les configurations d’or est une conséquence immeédiate du fait que I'; agit
sur les arétes (car il agit sur les drapeaux). Cette action est transitive; en effet, cela provient
du fait que I'; agit transitivement sur les drapeaux, comment cela a été prouvé précédemment,
donc I'; agit transitivement sur les arétes. Or, une configuration d’or est caractérisée par une
de ses arétes (la donnée d’'une aréte de sommet s nous permet de reconstruire, en envoyant
cette aréte sur une autre aréte via I'y et en respectant la distance entre s et les sommets
images, la configuration d’or entiére).

On en déduit que I'; agit transitivement sur les 5 configurations d’or.

Pour montrer que 'action est fidéle, il faut s’intéresser aux stabilisateurs des configurations
d’or, et montrer que leur intersection est triviale.

Tout d’abord, le cardinal du stabilisateur d’une configuration d’or, notée dans la suite G.C.,

est :

#Stab(G.C.) = ? = 12.
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De plus, on a que
Stab(G.C.) ={Id; ¢;, 1 <i<8; hj,1<j <3| ord(g;) =3Vi; ord(hj) =2 Vj}

On va maintenant regarder le nombre d’éléments dans 'intersection des stabilisateurs des 5
configurations d’or (on veut qu’il soit restreint a l'identité).

Pour ce faire, on va prendre chaque élément dans un des stabilisateurs, et étudier le nombre de
configurations d’or qu’il stabilise.

Commengons par prendre un élément g d’ordre 2; c’est donc une rotation d’angle m autour
d'un des 3 axes de R?. On remarque qu'il existe 3 telles rotations par configuration d’or
(puisqu’il y a 3 axes!), 15 telles rotations dans I'y, et 5 configurations d’or.

On en déduit donc que g stabilise une et une seule configuration d’or (elle ne peut pas étre
dans deux stabilisateurs a la fois).

Prenons maintenant une rotation h d’ordre 3. Il y a 8 telles rotations par configuration d’or,
20 telles rotations dans I'7, et 5 configurations. En notant k le nombre de configurations que A
stabilise, on voit que k vérifie : 8 x 5 = 20k ; et donc k = 2. Donc h stabilise 2 configurations
d’or.

Concluons cette partie. L’étude précédente nous permet de dire que le noyau du morphisme
induit par 'action, qui est égal a l'intersection des stabilisateurs des configurations d’or, est
trivial, et donc l'action est fidéle.

On a ainsi, par 'action de I'; sur les 5 configurations d’or, que I'; — &5, et #1'; = 60. On en
déduit que

N
e Le dodécaédre
Ko
[ W

Le dodécaedre, qui correspond au couple (3,5), est le dual de 'isocaédre, il a donc le méme groupe

d’isométries positives :
FD >~ Ql5
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FIGURE II.10 — Un isocaédre dans un dodécaédre

I1.1.3 Les solides vus dans la sphére

Maintenant que les présentations sont faites, on va pouvoir introduire la notion de normalisation des
solides platoniciens.

Cette notion décrit le processus de transformation des solides tels qu’on les connait, dans R3, aux
solides dans la sphére S2. Dans ce dernier cas, chaque sommet se retrouve donc sur la sphére (jusque
la...), mais, et c’est 1a que ce processus est quelque peu perturbant, on normalise également les
arétes, et les faces, de sorte & ce que chaque face du solide considéré ait la forme d’un "morceau" de
sphére...Et 1a se pose la question :

Quid des groupes d’isométries des solides platoniciens ?

Eh oui : est-ce qu’en normalisant un solide platonicien, on a modifié son groupe d’isométries ?
Heureusement pour nous, non; et argument clef, c’est le résultat suivant :

Proposition II.1.5. L’action de SO3(R) sur les points de la sphére commute avec la normalisation.

Démonstration. SO3(R) agit naturellement sur R3\{0} :

SO3(R) x R*\{0} — R*\{0}
(r,x) — r(x)
Soit = € R3\{0}. Posons y := i, le normalisé de x.
x

On a alors d’une part,

puisque y est normé, donc son image r(y) l'est aussi.
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D’autre part,

On voit donc alors que

r(

)= =@ = @

|||

ce qui prouve que I'action de SO3(R) sur R3\{0} commute avec la normalisation.

Grace a ce résultat, on peut voir les solides platoniciens sur la sphére, tout en retrouvant 'action de
SO3(R) ; autrement dit, leur groupe d’isométries est inchangé!

"n

Notations. Dorénavant, on affublera d’un signe "~" tout solide platonicien normalisé.

On peut résumer le processus décrit par le schéma qui suit, en prenant 'exemple du tétraedre, noté
T (T désigne alors le tétraédre normalisé).

(Iso™(T) =T, T)

i

(Tr. T)

Mais on ne va pas s’arréter la! Dans la suite, on va passer, via la projection stéréographique 7, au
projectif. On peut donc compléter le schéma :

(Iso™(T) =T, T)

|

(I, T)

(¥(Tr), w(T))

ot, on le rappelle, 7 désigne I'application bijective entre la sphére S? et la droite projective P*(C),
voir 'annexe et ¥ : SO3(R) — PSU,(C) vu en

Notations. Dans toute la suite, par abus de langage, on désignera encore par T' I'image par 7 du
tétraédre normalisé, 7w(T"). Idem pour les autres solides platoniciens.
De méme, on parlera toujours de I' en projectif pour désigner en fait WU(T").

Dans toute la suite, on suppose avoir normalisé tous les solides platoniciens, avant de les projeter
sur le plan par la projection stéréographique. On veut étudier alors leur groupe d’isométries en
projectif.
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I1.2 ...Et en projectif

Le tétraédre

Normalisation du tétraédre

Construction du tétraédre projeté

»

FI1GURE II.11 — Projection stéréographique du tétraédre

Nous obtenons ainsi :

FI1GURE I1.12 — Tétraédre en projectif
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Description du groupe 'y en projectif

On cherche un systéme de générateurs de I'p.

On rappelle que I'p contient : I'identité, 8 rotations d’ordre 3 (il y a 2 rotation d’angle %’r autour de
chaque sommet) et 3 rotations d’ordre 2 (rotations autour des 3 médianes joignant les milieux de 2
arétes opposées).

L’idée est donc de considérer dans SO3(R) une rotation d’ordre 3 et une rotation d’ordre 2, les
exprimer dans PSUy(C) grace au théoréme et démontrer qu’elles forment un systéme
générateur de I'r.

e Rotation d’ordre 3 :
On considére p 1 or la rotation d’ordre 3 dans SO3(R).
%(17171)7?

On note t7:=¥(p 1 2r ) cette méme rotation dans PSU,(C).

(171’1)7
3 3
Grace au théoréme\@ cette rotation s’écrit matriciellement ainsi :
i Ty dgin®T _—LlginT 4 tgn®T
b= cosi,)—i—\/gsm3 \/gsm?)—i—\/gsm:g
| LginT 4+ tgink® T ignT
_\/5811r13—|—\/§s1n3 cosy — zSing
[ 14 i v3 _1V3 . i3
_ 27T /32 V32 T 32
A V34 i V3 1_ i yv8
V32 T 32 27 /32
1+ -1+
2 14+i 1
zZ+1
Donc tp : z — -,
zZ—1

e Rotation d’ordre 2 :

On considére p(g 1), la rotation d’ordre 2 dans SO3(R).

On la note st := ¥(p(g0,1),x) dans PSU(C).
Et elle s’écrit matriciellement ainsi :
7 0
e [0 —z}

Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante :
Proposition I1.2.1. sy et tp engendrent le groupe I'p.
Rappel 2. On a Ay >~ Vi % Z/3Z.

Démonstration. On a déja que : | I'r |= 12, ord(sp)= 2 et ord(t7)= 3.

De plus on vérifie, par simples calculs de matrices, que t;lsTtT # sp. On a donc aussi

tp2srt2 # tot syt

Nous obtenons ainsi trois symétries différentes : s, t}lsTtT et t;QsTﬂT, donc 4| | < sp,tp > | et
3 | | < s, tr > | Donc 12 ‘ | < s7,tr > ‘

De plus, on en déduit également que 'action par conjugaison de < tg >~ Z/3Z sur sy n’est donc
pas triviale. Le stabilisateur de sp n’est pas Z/3Z, c’est donc l'identité.

Ces trois symétries et 'identité forment le groupe de Klein V4. Donc Vi C< s, tp >C y.



54 CHAPITRE II. LES SOLIDES PLATONICIENS

On a donc | < sp,tr > | =12, et alors :

Alors < sp,tp >~ y.

Le cube et son dual ’octaédre

Apreés avoir normalisé le cube et 'octaédre et aprés projection stéréographique, nous obtenons :

“

&

FIGURE I1.13 — Cube (en bleu) et octa¢dre (en vert) projectivisés

Description du groupe I'¢c en projectif

Pour cela, suivons le raisonnement utilisé pour décrire I'p.

Le groupe I'c est composé de 24 rotations : l'identité, 6 quarts de tour, 8 tiers de tour, 9 demi-tours.
Nous allons donc considérer dans SO3(R) une rotation d’ordre 4 et une rotation d’ordre 3, les
exprimer dans PSU,(C) grace au théoréme et démontrer qu’elles forment un systéme
générateur de I'c.

e Rotation d’ordre 4 :

On considére p(,0,1),z € SO3(R).

On note : s¢ := ¥(p(o,0,1),z) € PSU2(C) la rotation associée.
Par le théoréme [[.2.7] on a :

o 1 |/14+7 0
C_\/i 0 1—4|°
On remarque que s¢ ¢ I'r.

e Rotation d’ordre 3 : Nous avons vu grace a la figure [[T.4] que nous pouvons faire apparaitre deux
tétraédres dans un cube.

En visualisant les rotations d’ordre 3 sur cette méme figure, on voit que, une rotation d’ordre 3 du
cube et une rotation d’ordre 3 du tétraédre, c’est du pareil au méme ; on considére donc

tc = ir
1140 —1+i
21142 1—12
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Proposition I1.2.2. < s¢,tc > engendre I'c.

Démonstration. Nous avons s¢ ¢ I'r et 3% = Sp.
De plus, tc = tp € I'p. Donc : < sp,tp >C< s¢,tc >C &4.
Or, d’aprés la proposition I'p ~<tp, sp > et nous savons que I'p ~ Ry, donc :
Ay C< so,tr >C B4,
D’ou :
< so,to >~ Gy.
O

Puisque le cube et 'octaédre sont duaux, ce qui est vrai pour le cube est vrai pour 'octaédre. Ainsi :

T'o~G,4.
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L’icosaédre

PIVOTER LA CONFIGURATION D’OR

Tout d’abord, notons que, dans le groupe de l'icosaédre, il y a, entre autres, des rotations d’ordre 5.
On les visualise aisément sur le solide, mais une fois effectuée la construction d’origine de
l'icosaédre, avec les rectangles d’or et les axes positionnés comme sur la figure [[I.1.2] on se rend
compte que ces rotations vont étre dures a expliciter. Qu’a cela ne tienne! On va tourner l'icosaédre,
de sorte a simplifier 'expression de ces éléments d’ordre 5 : ramenons l'axe (1,1,1) sur le point co
(puis on normalisera, pour rester sur la sphére, voir la figure [[I.2]). Pourquoi l'infini ? Parce que 'on
voit & travers la preuve du théoréme que les matrices aux expressions les plus simples
(diagonales!) sont celles de la premiére étape, o l'on considérait les rotations d’axe N.

La situation est la suivante : on se place dans le plan (zOz), et I'on regarde la rotation que va subir
le rectangle d’or présent dans ce plan (on rappelle que I'on a choisi des rectangles d’or de largeur 2g,
et de longueur 2) :

(0,0,1)=A A

FIGURE II.14 — Et on pivote les rectangles...

Il s’agit & présent de calculer cet angle de rotation, a.
Pour ce faire, les bonnes vieilles relations de trigonométries suffisent a notre bonheur :

D’une part, tan(e) = 58 = ¢ = g; d’autre part, tan(a) = S8 = ¢ = g.

Ainsi, en prenant

a = arctan(g),
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on place le point D sur 'axe des z, et en normalisant, on le place sur le pole Nord de la sphére,
c’est-a-dire le point oo : gagné!

Dorénavant, on appellera p la rotation que I'on a construite : p := p,_1,0).a-

CONSTRUCTION DE L’ICOSAEDRE ET DU DODECAEDRE PROJETES

La situation est a présent la suivante :

S

FIGURE I1.15 — Icosaédre pivoté inscrit dans la sphére

I1 suffit alors de projeter chaque sommet de l'icosaédre, comme illustré sur la figure pour
finalement arriver & la projection du solide projectivisé :
Il faut imaginer que les "antennes" se rejoignent en un seul point : le point oo, pour former une face.
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FI1GURE I1.16 — Icosaédre projectivisé

Voici, au passage, la projection de son dual, le dodécaédre (on omet de dessiner la face co) :

FiGuRre I1.17 — Dodécaédre projectivisé
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DESCRIPTION DU GROUPE I'; EN PROJECTIF

Nous allons ici nous pencher sur I'étude dans PSU3(C) des rotations d’ordre 5 d’une part, puis celles
d’ordre 2 d’autre part ; nous verrons par la suite que cette étude suffit & décrire le groupe de
Iicosaédre projectivisé, car de tels éléments sont générateurs de I'y, voir [[1.2.3]

e Rotation d’ordre 5 :

Dans R3, la rotation d’ordre 5 est notée Poo 2= - La méme rotation en projectif est alors, d’apres la
75

proposition et en nommant cette rotation sy :

31::f0072% 2z (52

sp = e 0 _[Cm 0]
0 e 5 0 Cfol'

Matriciellement, on aura :

e Rotation d’ordre 2 :

Quand nous avons effectué une rotation d’angle « sur les rectangles d’or, nous avons simplifié
I’écriture de la rotation d’ordre 5, mais légérement compliqué celle d’ordre 2 : 'axe de rotation, au
lieu d’étre vertical, est désormais tourné d’un angle «. Sur la figure le nouvel axe de rotation
est alors (AO); on fait donc une rotation selon 1’axe porté par le point (—g,0,1). Pour rester sur la
sphére, on normalise, et on trouve le point

1
pi=
[1(=9,0, 1)

Or, ||(—g,0,1)|| = /g% + 1 = /2 — g, puisque g est solution de I’équation ¢g> + g — 1 = 0.

: (_ga 0, 1)

On a alors, toujours d’apreés la formule I’expression de la rotation d’ordre 2 en projectif, que
I’on nomme % :

b = 1 7 —1ig
L= T 2—g \ —ig —i

i -1 g
CV2—g\ g 1

Ainsi, t; est la rotation définie par

—1 -1 g ;z|_>g—z
2—g\ g9 1 gz+1

Nous allons ici montrer, comme annoncé précédemment, que les deux rotations décrites ci-dessus
engendrent le groupe de l'icosaédre projectivisé, I'y.
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Proposition I1.2.3. s; et t; engendrent I';.

Démonstration. On veut montrer que < sy,t; >~ 5. On a déja une inclusion.
De plus, comme s est d’ordre 5, alors

51 | <sptr>|.
De méme, t; est d’ordre 2, donc :
2 | | <sptr>|.
Nous allons a présent calculer ’ordre de 1’élément ¢; - s;. On va montrer qu’il est d’ordre 3.

Pour ce faire, on pourrait calculer les puissances de la matrice t7 - sy, et finir par tomber sur
I'identité...Mais, on est entre gens raffinés et élégants, alors, on va opter pour une autre méthode.

—1

V2—g

A:<_1 9>_<C10 0 >:<—C10 g<;01>
g 1 0 (i 9C0 (oo

On remarque alors que \ := tr(A4) = (;5 — Ci0, et que det(A) = —1—g?> =g — 2.

Notons A la matrice (t7s7) (on omet le facteur dans ’expression de t7, les calculs reviennent

au méme) :

Or, il se trouve que l'on peut écrire g en fonction de (5. On va le voir a travers un calcul pas trés
funky, mais nécessaire pour arriver & nos fins...

_ 145,

On sait que cos(¥) = ~5**; et, par une relation classique de trigonométrie, on a :
COS(Q%):Q'COS(%)2—1:2-%—1:3%4\/5—1:_1%\/5:%.

Ainsi, on en déduit que :

2 _
922'005(?)=C5+C51~

Revenons & nos moutons. On a donc

A= tI‘(A) = Cl_()l — CIO
det(A) = (s + (51 — 2

On en déduit que
A% = det(A).
Le polynéme caractéristique de A, de degré 2, est donc de la forme
YA = X2 - AX + )\

Or, on remarque que ce polynéme divise X6 — X6,
En effet, pour le voir, on utilise la décomposition en polynoémes cyclotomiques de X% — 1. On a
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X0—1=J[®a= X -DEX +D)(X*+ X +1)(X> - X +1)
a6
On a donc
X020 = (X = (X + AN (X% HAX +AD)(X2 - AX + 22

De cette observation, on en déduit que A% = Id dans PSUy(C). Donc A est d’ordre 1,2,3 ou 6.

e A d’ordre 17 On voit bien que non.

e A d’ordre 67 On rappelle que t7s; € s, groupe qui ne contient pas d’élément d’ordre 6, donc

lordre de t;sy, qui divise 'ordre de 25 par Lagrange, ne peut pas étre 6.

e A d’ordre 27 Dans ce cas, on a A% = 0, et en reprenant le polynéme caractéristique de A, on a
alors

Xa(A) =0= A+ I\ =0
= AN—-A+Ad)=0
= A =0, car A # AId : Absurde

Finalement, A est bien d’ordre 3 : victoire!

Regroupons tous ces résultats. On avait déja b | | < sp,tr > |, et 2 | | < sr,tr > |; I'étude qui
précéde a mis en évidence un élément d’ordre 3; autrement dit, on a également

3 ‘ ’<S],t1>‘

On en déduit que
30 = ppCHl(2, 37 5) | ‘ < sp,tr > |
Or, comme < sy, tr > est un sous-groupe de 25, on a que

‘<S[,t]>| ‘ |Ql5|:60

En regroupant ces deux relations, on obtient
30 ’ ‘ < sty > | ‘ 60
Ainsi, | < sy, tr > | = 30 ou 60.

Or, si | < sp,tr > | = 30, alors cela signifie que < sy, t; > est distingué (car d’indice 2) dans 25, qui
est simple : absurde!

Finalement, | < s7,t; > | = 60, et alors

< sp,tp >~ 2As
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Chapitre 111

Recherche d’invariants

I1I.1 Etude des I'-orbites sur la sphére

Prenons un sous-groupe I' de SO3(R) ; il agit naturellement sur la sphére en dimension 3. C’est cette
action que nous allons étudier plus en profondeur ; nous allons voir qu’elle introduit une notion clef
pour tout ce qui va suivre : la dégénérescence des orbites.

INTRODUCTION DE LA NOTION DE DEGENERESCENCE DES ORBITES

On considére le morphisme induit par ’action décrite plus haut :

®: T — Aut(S?)
g— @y :p—g.p=g(p)

On prend un point p sur la sphére, et I'on cherche & déterminer son stabilisateur, I',. On met alors
en évidence deux types de points sur la sphére : dans le résultat qui suit, on montre effectivement
qu’il existe un nombre fini de points qui sont de stabilisateur trivial ; les stabilisateurs des autres
points étant donc de cardinal strictement inférieur a |T'|.

Dans le langage des groupes, cela se traduit par le résultat suivant :

Proposition II1.1.1. [l existe un ensemble fini P de points de la sphere, tel que I' agit librement
sur la sphére S? privée de cet ensemble.

Démonstration. Soit p un point de S?, pour I'instant quelconque, et soit g dans le stabilisateur de
p. On a donc g.p = p : p est alors un vecteur propre pour la valeur propre 1 de g (tout point de la
sphére peut étre vu comme un vecteur, de droite directrice (Op)).

Or, g posséde trois valeurs propres, que ’on note Aj, A2 et A3. Comme g est dans SO3(R), son
déterminant est égal a 1, et comme le déterminant d’un endormorphisme est le produit de ses
valeurs propres, on a la premiére égalité :

Mz =1 (1)

De plus, g est a fortiori dans O3(R), donc ses valeurs propres sont toutes de module égal a 1,
autrement dit :

63
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Ml =1V (2)

On sait déja qu'une des valeurs propres de g est 1, mettons A\; = 1.
Comme g est réel, alors les deux autres valeurs propres Ao et Az vérifient forcément :

/\2:):3
ou Az, A3 €R

Etudions les deux cas.

Premier cas : Ay = A3
Dans ce cas, grace & (1), on en déduit que

(A1, A2, Az) = (1,¢,e7%)
Second cas : Ao, A3 € R
On a alors
Ao =+1
A3 ==+1
Dans ce cas-1a, pour p fixé sur la sphére, et g € I';,, on a deux choix possibles pour les valeurs de
(A1, A2,A3) ¢

()\17)‘25)\3) = (]-a]-a]-)
ou ()\1,)\2,)\3) = (1, —1,—1)

Ainsi, que ce soit dans le premier comme dans le second cas, on voit qu’un élément de I' non trivial
ne posséde qu’'une seule valeur propre égale a 1; autrement dit, on a le lemme suivant :

Lemme II1.1.2. Si g # 1d, alors g ne posséde qu’une seule droite fixe : l’aze de rotation.

Tragons I'axe de rotation d’un certain g dans SO3(R) dans la sphére :
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F1GURE III.1 — Axe de rotation dans la sphére : apparition de points antipodaux

On voit alors que le lemme se traduit par : si g # Id, alors g fixe deux points sur la sphére, et
ces points sont antipodaux.

Comme il n’y a qu'un nombre fini d’éléments dans le groupe I' (hey, ¢’est un groupe fini!), alors on
va pouvoir compter le nombre de points sur la sphére qui sont fixés par une rotation de I'; ce
nombre est borné par

2(IT - 1),

puisque chaque élément de I', exceptée I'identité, fixe deux points.

C’est ici qu’apparaissent les notions d’orbites dégénérées, et non dégénérées. En effet, on sait que
l’on a la bijection

O, ~T'/T),

ou O, désigne l'orbite du point p sous I'action du groupe I', et I', désigne le stabilisateur de p,
comme ci-dessus.

On a donc deux cas qui se présentent & nous :
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e Si I'on considére les points appartenant & I’ensemble S? \ P, alors, on 'a vu, leur stabilisateur
est trivial, quelque soit le point choisi, et on a donc :

Op,~T
Autrement dit,
|Op| = [T
Dans ce cas, on parlera d’orbites non dégénérées.

e Sil'on se place dans I'ensemble P, alors dans ce cas, le stabilisateur des points ne sont pas
triviaux, et alors on a

Op| < [T

Ici, on parlera alors d’orbites dégénérées.

Remarque 111.1.3. On a considéré 'action des sous-groupes de SO3(R) sur la sphére, mais 1'on
rappelle que lors du chapitre [[] et de ’étude des solides platoniciens, on avait inscrit ces
derniers...dans la sphére! Ainsi, on comprend aisément que dans la suite, on ne prendra pas
n’importe quel sous-groupe de SO3(R) mais des groupes de solides platoniciens, et au lieu de
considérer I'action de ce groupe sur la sphére toute entiére, on se bornera a ’étudier dans le solide
en question, en se rappelant que les groupes d’isométries positives d’'un solide et de son normalisé
coincident ; le groupe I' désignera désormais le groupe d’isométries positives du solide platonicien
considéré, mais normalisé, sur la sphére.

Dans ce qui va suivre, on va s’intéresser aux orbites dites dégénérées.

ETUDE D’UN EXEMPLE : LE CUBE

Commengons par détailler un exemple illustrant la notion d’orbites dégénérées, celui du cube.

Ezxemple 111.1.4. Le cube
Rappelons que, dans le cas du cube, on a I' = &4, d’aprés la section [[I.1.2]

Orbites non dégénérées : Un point générique de la sphére a une I'-orbite de cardinal |&4] = 24.

Orbites non dégénérées : Pour décrire les orbites dégénérées, il faut repérer les points qui sont sur
un axe de rotation d’éléments non triviaux du groupe I.

Commengons donc par décrire les éléments du groupe d’isométries positives du cube, Gy.
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e Il y a les rotations d’ordre 3, qui ont pour axe les grandes diagonales du cube :

FIGURE II1.2 — Axes des rotations d’ordre 3 du cube

e On a les rotations d’ordre 4, qui ont pour axe les droites passant par les faces du cube :

FIGURE II1.3 — Axes des rotations d’ordre 4 du cube

e Enfin, il y a les rotations d’ordre 2, qui ont pour axe les droites passant par les milieux des
arétes opposées :
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FIGURE II1.4 — Axes des rotations d’ordre 2 du cube

Finalement, en regroupant tous ces résultats, on voit que I’on peut classer les orbites dégénérées en
trois types :
e [’orbite des sommets; elle est d’ordre 8, et tous les stabilisateurs des points sont d’ordre 3;
e L’orbite des centres de faces; elle est d’ordre 6, et tous les stabilisateurs des points sont
d’ordre 4 ;
e L’orbite des milieux des arétes; elle est d’ordre 12, et tous les stabilisateurs des points sont
d’ordre 2.

NOMBRE D’ORBITES DEGENEREES DES SOLIDES PLATONICIENS

L’exemple a montré que 'action de &4 sur le cube nous donnait trois orbites dégénérées.
Qu’en est-il des autres solides platoniciens ?

Théoréme II1.1.5. Soit I' C SO3(R) un groupe fini. Alors T agit sur la sphére avec deuzx ou trois
orbites dégénérées.

Démonstration. On rappelle que P désigne I’ensemble des points de la sphére qui sont fixés par
une rotation du groupe I'; autrement dit, 7 est 'ensemble des points sur la sphére S? qui sont sur
I’axe de rotation d’un élément non trivial de I'.

La démonstration va s’effectuer en plusieurs étapes.
o ' agit naturellement sur P :

Prenons p € P, et g € I'. Montrons que g.p := g(p) € P.

Comme p est dans P, alors p est sur 'axe de rotation d'un certain h, # e, h, € I'.

Montrons que, dans ce cas, g(p) est sur 'axe de rotation de I’élément ghpg_1 de I', non trivial
puisque h, # e.

On a égalite (ghpg~")(9(p)) = g(hp(p)) = 9(p).

Ainsi, on a bien que g(p) est fixé par gh,g~! € T, gh,g~! # e; donc g(p) appartient bien a P;
autrement dit :
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I" agit bien sur P.

e A présent, on va considérer 'application suivante :

o:I' — §?
g— axe de gNS?  (modulo antipodie)

Prenons alors {p, —p} une paire de points antipodaux de S?, et regardons son antécédent par
l'application ¢ : tous les éléments dans I" qui fixent une paire de points fixés {p, —p} sont les
éléments appartenant au stabilisateur de ladite paire sous I'action naturelle du groupe I' sur
P;onadonc )=t ({p, —p}).

Or, un point et son antipodal ont méme stabilisateur, donc I', =1T"_,,.

Résumons les derniéres observations effectuées : on prend un point p de la sphére. On
considére son stabilisateur I', \ {e} (on enléve l'identité, puisqu’on a vu qu'il correspondait au
seul élément de T qui posséde plus d’un axe fixe) ; les stabilisateurs de p et de —p coincident.
Si I'on somme sur tout I’ensemble P, on voit que 'on peut recouvrir 'ensemble I'\ {e}, pour
aboutir a la formule suivante :

Tl=1= 33 (nl 1)

peEP

Maintenant, on va jouer un peu avec cette formule. On sait que l'on a la bijection

O, ~T'/T).
r
Autrement dit, on peut remplacer |I',| par |’(9’] dans la formule précédente ; on obtient
P
1 T
Tl -1=3 (W -1
peEP p

Maintenant, au lieu de sommer sur tous les p € P en vrac, on va sommer "par paquets" sur
tous les p € P par orbites; par définition de P, cela revient & sommer sur toutes les orbites
dégénérées, celles qui sont de cardinal strictement inférieur a celui de I'. Cela donne

\F\
m-1-5 > 2. (i
\O\<\F\p€(9
La formule ne dépendant pas de p, la seconde somme nous donne
2(|0 —1) = O m
|O1<|T

c’est-a-dire

20 -1)= > (IF-10l), ()

|O]<IT
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r
A présent, notons pour simplifier np := |I'| ( = H), pour p € O; ne ne dépend pas du p
pris dans l'orbite O.
Comme on considére des orbites dégénérées, le stabilisateur est de cardinal strictement

supérieur a 1; on a donc

2<np <" (%)

En notant enfin &k le nombre d’orbites dégénérées, et en divisant de chaque coté par |T'|, on
obtient ’égalité, pour (%) :
1 1
21— =) =k— —  (kx %)
(=) > e
lOI<|T|
Et maintenant, on utilise la suite d’inégalités (xx), on effectue les opérations nécessaires pour

. 1 .
faire apparaitre le terme k — g —, et 'on trouve ’encadrement suivant
no
lOI<|T|

k 1 1
kE——=<k-— — <k-k —
2~ 2 no ~ T
OI<|T
On modifie cet encadrement, en utilisant notamment 1’égalité (x % %)

k 1 1
—<2(1—- =) <k(l-—=
5 = ( \F\)_ ( ]F])

On a alors
2 <k,
t k<4(1 ! ) <4
et k< _
Iy
Autrement dit,
’k:Q, ouk:?).‘

Remarque 111.1.6. Avant de continuer, et en parlant de dégénérescence, rappelons un fait important,
et qui glorifie encore ’étude des solides platoniciens : les groupes de rotations des polyédres réguliers
fournissent tous les sous-groupes finis non dégénérés de SO3(R).

Nlustrons ce beau théoréme [[II.1.5] par quelques exemples simples.

Ezxemples 111.1.7.
1. |Cas cyclique‘

Prenons un n-gone, que 'on considére dans la sphére :
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Fi1GURE III.5 — n-gone inscrit dans la sphére

On voit alors que les deux seules orbites dégénérées sont les singletons { N} et {S}.

On a donc

2. | Cas diédral

Prenons maintenant ’exemple du groupe diédral, D,. On considére que c’est le groupe
d’isométrie du "diamant", c’est-a-dire du solide que ’on pourrait décrire comme étant deux
pyramides dont les bases sont des n-gones que ’on aurait collés ensemble...un diamant, quoi.

On a
D, = C, UsC,,
1 0 0
ou s désigne l'inversion des poles dans la sphére; s=| 0 —1 0
0 0 -1

e On a déja une premiére orbite dégénérée : {N, S}.

e Pour observer les autres orbites dégénérées, penchons-nous sur ce dessin, situé dans le plan
équatorial de la sphére :
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FI1GURE III1.6 — Orbites dégénérées-Cas diédral

On voit que 'on a deux types de rotations : celles dont I'axe de rotation passent par les
sommets diamétralement opposés, et celles dont I'axe coupent les arétes opposées en leur
milieu. Cela définit deux autres orbites dégénérées : I'orbite des sommets, et 'orbites des
milieux d’arétes.

Par conséquent :

Finalement, on voit a travers ces exemples que les trois orbites dégénérées vont
correspondre a I’ensemble des sommets, ’ensemble des milieux d’arétes, et I’ensemble
des milieux de faces[]]!

On va pouvoir décrire les orbites dégénérées de tous les solides platoniciens.

e En effet, en dimension 2, on a k = 2, donc deux orbites dégénérées : O1 et Os; ny et ny désignent
donc, on le rappelle, le cardinal du stabilisateur d’un point de 1'orbite Oy, resp. Os. De 1’égalité
(% % %), on tire alors :

1 1 1
21— —=)=2—(— + —),
( |F|) Gt )
c’est-a-dire
2 1 1

1. Orbite qui n’existe pas en dimension 2...



III.1. ETUDE DES I'-ORBITES SUR LA SPHERE 73

e De méme, pour k£ = 3, on a trois orbites dégénérées, et ’on obtient :

2 1 1 1
1+ o= — 4 — + —
Tl ni n2 n3

De ces deux égalités, on tire un nombre fini de valeurs possibles pour ni, ne et ng; on ne se lancera
pas dans cette étude, jugée trop longue, mais ’on va résumer les résultats dans le tableau suivant :

ny | ng | ng | I ] |01 | [Os] | |Os]
D, n | 2 2 | 2n 2 n n
Tétragdre | 3 | 3 | 2 | 12 4 4 6
Octaédre 4 3 2 | 24 6 8 12
Icosaédre | 5 3 2 | 60 12 20 30

ou O désigne 'orbite des sommets, Oy celle des centres de faces, et O3 celle des arétes.
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I11.2 Fonctions invariantes

I11.2.1 Présentation du probléme

Faisons le point sur ce que I'on a découvert dans la partie précédente : on a I' C SO3(R) qui agit sur
la sphére S? et qui crée des orbites non dégénérées (|O,| = |T|) et dégénérées (|O,| < |T)).

Le but de la premiére partie de ce mémoire était de montrer que chaque sous-groupe de SO3(R) qui
agit sur S? peut étre vu comme un sous-groupe de PSUs(C) qui agit sur P*(C).

Ainsi, nous avons maintenant I' € PSU3(C) qui construit des orbites dans P!(C).

Idée. Le groupe I' construit des orbites dans P!(C), il faut maintenant :
1. Trouver de bonnes étiquettes pour ces orbites;

2. A partir d'une étiquette, retrouver ’orbite associée.

Qu’est ce qui se cache sous ce concept d’« étiquette » ?

Ilustrons cela par un exemple dans R? : soit (e_f, ?2) un repére orthonormé et ¥ un vecteur.
Etiqueter ce vecteur consiste a donner ses coordonnées en utilisant les fonctions coordonnées
et (x,y) = x et el : (z,y) — y comme suit : ¥ — (e3(T),e3(7)).

Dans le sens inverse, a chaque couple (z,y) on associe un seul vecteur dans R2.

Ainsi, les fonctions coordonnées donnent une étiquettes aux vecteurs.

Revenons & notre probléme, nous avons une I'-orbite qui forme une famille de points et on veut
trouver des fonctions rationnelles en z "aussi bonnes que possible" pour étiqueter cette famille.
Inversement, a partir de ’étiquette, on veut retrouver la famille. Pour cela, nous allons étudier les
fonctions dites I'-invariantes.

Définition II1.2.1. Soit f € C(z). La fonction f est dite I'-invariante si, Vy € ', foy = f.
On note : C(2)l' = {f € C(2) telle que : Vy €T, foy = f}

Remarque 111.2.2. C(2)'" est un corps.

Ezxemple 111.2.3. Fonctions I'-invariantes dans le cas C, :

e N I
F—{{O Gk ,ou(, =e .
Soit v : 2z > (k2 € T.

La fonction f : z — 2™ est I-invariante, car : (f o vx)(2) = f(¢F2)
= (Gh2)"
= Zn
= f(2).
Ainsi, nous avons trouvé toute une famille de fonctions I'-invariantes : le sous-corps de C(z)
P(z")
Q(z")

Nous verrons dans la partie II1.3 que cela suffit a obtenir toutes les fonctions I'-invariantes.

engendré par z" et C, c’est-a-dire les fonctions de la forme
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Lien entre f et les I'-orbites

On considére 'orbite du point 0 : I'.0 = {0, ...,0} et on remarque que : (z —0)...(z — 0) = 2" ; ainsi
« enlever » 'orbite dégénérée donne la fonction trouvée.
Si 'on avait pris une autre orbite d’'un point dans C, on aurait obtenu :

(z=1)(z=Cn)n(z = H =2"—1

(z —a)(z — Cua)...(z — (" ta) = 2" — a", pour a € C
Mais nous voila confrontés a un probléme : on ne peut pas appliquer cette méthode avec le point oo.
Nous avons donc besoin de relever le probléme dans C2\{(0,0)}. Voyons comment passer de I'un &
I’autre.

Relévement dans (CQ\{(O,O }

On rappelle que P*(C) = {[z (21,22) € C\{(0,0)}} et que VA € C, [Az1, Azg] = [21, 22].
On définit alors : (C2\{( , } — P(C)
x
— siy#0
(z,y) — Y
oo siy=0
(z,1) i z
Et on note : p: SLs(C) —  PSLy(C)

S C O NN e ¢
T\ 4 T b al
On a : Ker(p) = {AId, A\Id € SLy(C)} = {Id, —1d}.

On pose alors :

I =p~ (D), |I'| =2T].

Nous pouvons maintenant relever le probléme dans C?\{(0,0)}.

Relévement de f

Maintenant que nous avons relevé notre probléme dans (CZ\{(O, O)}, que devient f7?
Nous allons lui associer deux polynémes homogeénes G et H. Traduisons cela par un diagramme :

cz\{io,m} 2 CQ\{io,m} G e\ ((0,0))

P1(C) - P(C) REAN P(C)

Rappel 3. Un polynéome G € C[Z;, Zs] est homogeéne si tous ses termes sont de méme degré,
autrement dit, GG s’écrit sous la forme :

G(Zy,Z5) = Z a; 21237
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Définition I11.2.4. Soit f : P}(C) — P!(C), T-invariante.
On lui associe deux polynéme G et H homogenes, de méme degré, premiers entre eux (ils n’ont pas
G(Z1,2Z2)  ,,Z1

H(Zy,Zs) (72)

de racine commune) et qui vérifient :

Proposition I11.2.5. A chaque f : P}(C) — PY(C) correspond un unique couple (G,H) & un
scalaire prés; autrement dit :
Si (G,H) et (G1,Hy) sont associés a la méme fonction f alors IN € C; G1 = A\G et H] = \H.

Démonstration. Puisque C[Z;, Z5] est factoriel, on applique le lemme de Gauss :

G G
E:—iéGleGlH

:>H1‘H et Gl’G
:>H|H1 et G|G1
:>H:)\H1 etG:,uGl

= A=u

Remarque 111.2.6. On peut en réalité voir qu’a f on associe la droite [G : H] qui est unique.

Relévement des orbites

Nous avons 'application : z — [z : 1] et oo+ [1: 0].
De cette facon, & un élément p d’une orbite on associe une droite D; de C? et ainsi, & une orbite O
on associe une union de droites U;D;.

Lien entre les polynoémes et les droites

Maintenant qu’on sait associer & f un couple de polynémes (G, H) et & une orbite une union de
droites, comment tout relier ensemble ?
Voyons pour cela, quelques propriétés.

Proposition I11.2.7. Tout polynéme homogéne dans C[Zy, Z3] se factorise en produit de formes
linéaires.

Démonstration. Soit P un polynéme homogéne dans C[Z1, Z3].
P(Zy,2Z,) = Z Uy no 21" Z5%,  avec ni+ng =n

(n1,m2)

_ n niyry—ni
= Zy § Uny a2y Ly

(n1,m2)

Z1\™m
=2y Z a’"ly”*”l(?l)

(n1,n—n1)
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— n n
- Z2 E Any,n—n1 % !

(n1,m—n1)

=77 (H iz + Ni)7 d’aprés le théoréme de d’Alembert—Gauss avec
i=1
= [[Z1 + pio)
i=1

Grace & cette expression, la recherche des zéros du polynéme est plus facile.
Notations. Soit P € C[Z;,Z5]. On note Z(P) I'’ensemble des zéros de P avec leur multiplicité.

Proposition II1.2.8. Si P € C[Zy, Zs] est un polynéme homogéne, Z(P) est une union de droites
avec multiplicités.

Réciproquement, si l'on se donne une union de droites U;D; = U;[\; @ p;), de multiplicités n;, il
existe un polynéme, unique G un scalaire pres, tel que Z(P) = U;D;.

Démonstration. Soit P € C[Z}, Z3], homogéne. Par la proposition [I11.2.7 précédente, P s’écrit
comme un produit de polynémes homogénes de degré 1 :

n

P(Z1,Zy) = [ [(\iZ1 + pi Zo).
=1

On considére alors 'application ®, qui & P associe I’ensemble des [u; : —A;] ; cette application est la
composée de @, qui a P associe la famille des [A; : p;], et de ¢ @ [A; = ] = [ps + =N

La fonction ¢ est bien définie puisque, dans la décomposition de P en polynémes homogénes de
degré 1, de la forme (\;Z1 + u; Z2), les coefficients A; et u; sont uniques & scalaire multiplicatif pres,
par factorialité de 'anneau C[Z], Z»]. La fonction ¢ est, de méme, clairement bien définie.

On a donc défini une application ¢ qui va de C[Z;, Zs] / C* dans I'ensemble des droites de C?,
comptées avec multiplicités; c’est la fonction qui & un polyndéme P associe ’ensemble de ses zéros,
Z(P), et on a vu que cet ensemble s’écrit comme une union de droites : ([y; : —)\,-])i. La premiére
assertion de la proposition est démontrée.

Pour la réciproque, considérons 1’application 1, qui & une union de droites de C?, notée ([,ul : f)\i})i,
associe le polynéme P := k[[(\iZ1 + uiZ2), pour k € C*.

La fonction v est la réciproque de ¢, et par définition, elle associe, & une famille de droites, un
polynéme, unique & scalaire prés, qui posséde pour zéros exactement cette union de droites.

Remarque 111.2.9. On déduit le résultat suivant : soit @ € C[Z;, Z3] un autre polynéme homogeéne.
Si Z(P) = 2(Q) alors 3\ |P = \Q.

2. En effet, d’aprés le théoréme de d’Alembert, tout polyndéme non constant a coefficients dans C admet une racine
dans C; a fortiori, toutes ses racines sont dans C. On peut donc factoriser ledit polynéme en produit de polynémes de
degré 1.



78 CHAPITRE II1. RECHERCHE D’INVARIANTS

Lien entre étiquette et orbite

Nous voila préts a mettre des étiquettes sur nos orbites et a les retrouver en partant de I’étiquette!

orbite = U;D; +— P le polyndéme qui admet U; D; comme zéros
orbite = U; D) correspondant aux zéros de Q <+ @Q

Ewemples 111.2.10.
On a deux orbites dégénérées {oco} et {0}, toutes les deux de multiplicité n.

Etiquette de {oo} :
00 5 [1:0] 5 Pao(Z1,Z0) = 0 x Zy + 1 % Zy = Zo.

Donc I''oo — Zy X Zg X ... X Zg = Z¥.

Etiquette de {0} :
0= [0:1) = Py(Z1,22) =1 X Z1 +0x Zy = Z.

Donc : I'.0 = Z7'.

On a trois orbites dégénérées : {0,000}, d’ordre 2 et de multiplicité n, {sommets} d’ordre n et de
multiplicité 2 et {milieux d’arétes} d’ordre n et de multiplicité n.
Etiquette de {0,00} : D’aprés ce qui a été fait précédemment :

r.0=2"25.
Etiquette des sommets : {sommets}= {1,¢,, 2, ..., 1}
1*—)[121]*—>Z1*ZQ
o= [Gn s 1] = 21 = Gn 2y

nle G e 2o - G 2

Donc I.1 ((21 — Z)(Z1 — Cu o) (Z1 — g;;—lzg))Q = (Zp — 73>

Maintenant que nous avons la technique pour créer des fonctions qui étiquettent correctement les
orbites, voyons comment, & partir de ces fonctions, obtenir des fonctions I'-invariantes.
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S

. I11.2.2 Construction de fonctions ['-invariantes
£
Semi-invariance et caractéres

INTRODUCTION DES NOTIONS

Résumons la situation : ce que 'on veut, c’est construire des fonctions I'-invariantes, c’est-a-dire les
fonctions de P*(C) dans P!(C) vérifiant

Vyel, foy=1/,
avec I' € PSU,(C).

vy el %O"}/ = % (%)

Cependant, on voit que cette égalité ne revient pas a résoudre

Gov' =G
Hov'=H

En effet, il suffit que G et H vérifient

Gor' =X\/G
Ho~ =X/H

pour un certain A\, dépendant de 4" pour vérifier I’égalité (*)ﬂ

Ainsi apparait la notion de fonctions semi-invariantes.

Définition III.2.11. On dit qu'une fonction F' € C[Z1, Zs] est semi-invariante si

Vv el', 3\, € C; Foq' =M, F.

CONSTRUCTION DE FONCTIONS SEMI-INVARIANTES. EXEMPLES
Notre but, dés lors, est de construire des fonctions semi-invariantes.
Commengons par un lemme.

Lemme I11.2.12. L’application

p: I/ — C*
’y”—)A,y/

3. Nous verrons grace au théoréme [[11.2.22| que c’est une condition nécessaire, c’est-a-dire que la construction des
fonctions invariantes se fait & partir de fonctions que l'on qualifie dans la suite de semi-invariantes, et uniquement &
I'aide de telles fonctions.
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est un morphisme de groupes. L’application p est donc une représentation de degré 1 de I,
autrement dit, un caractére.

10

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tous 7/, v" € IV, p(v'7") = p(v') - p(7").

I 0

D’une part, on a p(y'y") = Ay, qui vérifie
Fo~'y" =\, F,
pour F une fonction I'V-semi-invariante.
D’autre part, p(7') - p(7") = Ay - Ay vérifie
Ay Ay F =X - (AyF) = (Foy')oy" =Fo(yy")
D’ou I’égalité recherchée :

Ayttt = Ayt = Ay

A présent, donnons une condition nécessaire et suffisante pour construire une fonction
I"’-semi-invariante.

Proposition I11.2.13. F est I'-semi-invariante si et seulement si Z(F') est une union de
I-orbites, avec multiplicités.

Remarque 111.2.14. On rappelle que Z(F), voir [I11.2.1} désigne ’ensemble des zéros de la fonction F'.

Démonstration. Si F' est I-semi-invariante, alors, par définition, pour tous 7/ € I, il existe
un complexe A,/ vérifiant

Foy =\/F.

Done, z € Z(F) < +/(2) € Z(F). Ainsi, Z(F) est stable sous l'action de I'". Cela signifie que, pour
tout z € Z(F'), l'orbite de z sera également dans Z(F).

Ainsi,

Z(F) est une union de I'"-orbites.
De plus, on a vu qu'a z := [\ : p] € Z(F), on associait la forme linéaire dans C[Z1, Zs] :
Y = MZI - )\ZQ.

Ainsi, si z est de multiplicité m, c’est-a-dire ™ divise F, et v/ = ( Z ; ), alors

"o = (u(aZy + cZy) — A(bZy + dZ2))m | Fon' = \/F

On en déduit que
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L’orbite de z est dans Z(F'), et avec multiplicité.

Réciproquement, si Z(F') est une union de I'-orbites avec multiplicités, alors on a
Z(Foy)=Z(F).
Ainsi, F et F o+ ont les mémes racines. D’aprés la remarque [[I1.2.9] on en déduit que

E])‘W' e G FO’}/ = )"Y'F'

On va illustrer cette construction de fonctions semi-invariantes sur une série d’exemples simples.

Ezemple 111.2.15. ‘Le cas cyclique‘

On a vu, dans I'exemple [[11.2.3} que le groupe I'c,, vu dans PSU3(C) est engendré par I’élément

CQn 0
0 &Gt

Pour établir cette formule, il suffit d’exprimer, d’abord dans S?, une rotation d’axe N, et d’angle

2
1, puis, grace a la proposition |[.2.1] de 'exprimer dans PSU3(C).
n

On rappelle également que tout élément v € I'c, va agir sur un élément de P*(C) comme suit :

v = el iz = 2
|: 0 CQn ank "

Le groupe I'¢, relevé dans C2\ {(0,0)}, T C,,» aura pour générateur

< g?n 0 >
0 &
Description des orbites : (cas cyclique)
e On avait trouvé dans 'exemple deux orbites dégénérées :

Oy : {oo} ={[1:0]}
Oy : {0} ={[0:1]}
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e Mais ce n’est pas tout, il reste & définir les orbites non dégénérées.

Prenons z € P}(C) un point quelconque, autre que oo et 0, et calculons son orbite.

On sait que, par définition de l'action I'¢, rappelée ci-dessus, les points de l'orbite de z sont
de la forme ¢ - z. En relevant dans C?, puis en homogénéisant, comme expliqué dans la partie
on trouve que les points de l'orbite de z := (z1, 22) sont de la forme :

k —k
[<2n TRL C2n ’ 22]'
Ainsi, les orbites non dégénérées sont du type :

O+ {[Gn21 ¢ o 22], (21,22) € C*\{(0,0)}}

Calcul des fonctions semi-invariantes : (cas cyclique)

Ces calculs ont déja été effectués dans exemple [[I1.2.10] mais il est peut-étre bon de rappeler le
principe. Pour construire les fonctions semi-invariantes associées aux orbites décrites précédemment,
on utilise la proposition : pour une union de droites | J; D; := [A; : ;] ; la fonction
semi-invariante associée est celle qui admet pour zéros cette union de droites : c¢’est le polyndéme de
ClZ1, Zo], 11;(1iZ1 — XiZ2). On remarque en passant que le lien entre 'union de droites et le
polynéme est la dualité donnée par 'orthogonalité. En effet, on passe de C? & son dual (C?)* par
orthogonalité, et ce dernier espace s’identifie a ’espace des formes linéaires en deux variables.

Ici, on en déduit que :
e Pour l'orbite O1, on dualise la droite infinie, identifiée a la droite [1 : 0] = [—1 : 0] ; la fonction
semi-invariante associée est alors :

(Zl,ZQ) — 0 - Zl —1- (—ZQ) = Z2

e Pour O,, de la méme maniére, on trouve la fonction :

(Zl, ZQ) —> Z1

e Enfin, pour les orbites de type non dégénérées, on trouve les fonctions

n—1

(21, Z2) = [ Calz2- 21— GBpor - Za) = 25 - 27 — 27 - 23,
k=1

pour (21, z2) variant parmi les points non dégénérés dans C2.

Calcul des caractéres : (cas cyclique)
On cherche & présent a calculer les caractéres associés a chaque fonction semi-invariante, c¢’est-a-dire
le complexe A\, tel que F o+ = A/ F, pour F fonction semi-invariante associée & chacune des

0 .

Gn 1 >, il suffit, dans les
0 C2n

calculs, de prendre pour 7/Cn € F’On cet élément générateur. C’est ce que l'on fera dans toute la suite.

orbites. On remarque que, comme I"Cn est engendré par 1’élément <
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e Pour Oy, on a, pour tout 7, €'y, -

/ _ Fo, _
(Z1,Z2) % (ConZ1, Copt Zo) V' (o Zo
Ainsi, le caractére associé a l'orbite Oy est
)\(91 IV = C*

7/ — C2_nl

e Un travail similaire nous donne pour 'orbite O le caractére :
)\@2 IV — C*

’Y/ — Con

e Détaillons enfin le calcul du caractére associé a Os. Pour %Jn € F’Cn, et (21,20) € C?:

(FO3 07/)(Z17Z2) = (Z;L : Z{L - Z? : Z;l) 0'7/
= Zgggbn ' Z{Z - Z?an : Zg
= —(25 - 27 — 21 - Z3)

—Fo,(Z1, Z5)

Ainsi, le caractére de cette orbite est
)\(93 IV = C*
v — =1

Ezxemple 111.2.16. ‘Le cas diédral‘
Effectuons le méme calcul pour le cas du groupe D,,.

Description des orbites :(cas diédral)
On a vu dans 'exemple que, dans ce cas, on avait trois orbites dégénérées ; tout d’abord,

01 : {0, OO},

On a de plus une orbite Oy, resp. O3, correspondant aux sommets, resp. aux milieux d’arétes, du
n-gone dessiné dans le plan équatorial, voir la figure
En se basant sur ce dessin, Qs va donc correspondre a 'orbite du point 1; autrement dit

Oy: {¢F, 0<k<n-—1},
tandis que O3 va correspondre a ’orbite du point (o, ; autrement dit

O3 : {GF1 0<k<n—1}.

On a encore les orbites non dégénérées, que nous ne détaillerons pas ici.

Calcul des fonctions semi-invariantes : (cas diédral)
Encore une fois, 'exemple [[T[.2.10] traitait déja ce cas...
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e La fonction semi-invariante associée & la premiére orbite, O, est celle dont les zéros sont les
points 0 et oo : il s’agit donc de la fonction

(Zl, Z2) — Z1 . Z2

e Quant & O, on sait qu’il s’agit de 'orbite du point 1. En appliquant le méme raisonnement
que dans 'exemple précédent, avec cette fois z = 1, on trouve la fonction

(Z1,Z9) — Z1 — Z3

e Le raisonnement pour Oz est similaire & I’exemple avec cette fois z = (9,,. Par
principe de relévement et d’homogénéisation, on voit que l'orbite que ’on considére est formée
inta -1
des points de la forme [(4p : (4, ]
La fonction semi-invariante associée est alors

2n—1
(21, Z2) — || (k21 = (5 22) = 27 + Z3
k=1

Calcul des caractéres : (cas diédral)

La différence avec I’exemple du cas cyclique, c’est qu’il ne suffit pas d’effectuer les calculs avec

CQ?’L 0
0 (o

1

0

I’élément v = < ) ; le groupe diédral posséde en effet un second générateur, qui est

. . 0 .
I'inversion ¢ = ( X . On va donc devoir effectuer les calculs pour ces deux valeurs.
i

e Pour la premiére orbite, on a
Y —1,\ fau —1
(Z1, Z2) ¥ (ConZ1,Coyy Z2) = Conlay, Z1 - Zo = Z1 - Zo
Ensuite,
L . . Fol
(Z1,Z2) = (i21,i22) — —Z1Z2
Ainsi, le caractére correspondant est

I — C*

’y'b—>1

t— —1

e Pour 0o,
/ F
(Z1, Z9) & (CanZ, G Zo) ¥ (ConZy)™ — (G Zo)" = — (27 — Z3)
Et

F
(Z1, Za) ¥ (121, Z2) % (iZ1)" — (iZ2)" = i"(Z} — 73)
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Ainsi, le caractére associé est

I — C*
v — =1
L — 3"

e De méme, on trouve dans le cas de 'orbite O3 que le caractére est

I — C*
v — -1
L — 1"

FORMES PLEINES ORBITALES. DEFINITION, EXEMPLES

A ce stade, on sait calculer des fonctions I”- semi-invariantes. Rappelons que, ce que 'on veut
obtenir & la fin, ce sont des fonctions I-invariantes dans P!(C). Ces fonctions, on I’a vu dans la
proposition et rappelé en début de cette partie, peuvent s’écrire comme quotient de deux
fonctions homogeénes de C[Z7, Z3] :

Vf:PYC) - PYC), 3G, H € C[Zy, Z); f = —.

On a commencé par chercher des fonctions G et H qui sont I['-semi-invariantes. Mais, est-ce que
cela suffit pour retomber sur des fonctions f qui sont I'-invariantes 7 Non! En effet, reprenons
I'exemple [[T[.2.T5] précédent, et prenons

GI (Zl,ZQ) — Zl
H: (Zl,Zg) — ZQ

Alors, la fonction f associée a G et H vérifie, pour tous ' € T :

o~N(Zy, 7
fov (21, %2) = Hoy Cz

= Cnoy <Z17Z2) = Cuf(Z1, Z) !

85

On a un probléme! Et pourquoi? Parce que G et H n’avaient pas le méme caractére pour pouvoir

simplifier en quotientant.

Ainsi, on voit qu’il ne suffit pas juste de calculer des polynémes homogénes G, H semi-invariants :

faut aussi qu’ils aient le méme caractére.

C’est 1a qu’apparait la notion de formes pleines orbitales.

il

Définition II1.2.17. Une forme orbitale pleine F est une forme de degré |F|E|telle que Z(F') est

une unique orbite avec multiplicités.

4. Attention, |T'|, et pas |IV|!
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Continuons les exemples [[T[.2.15] et [[T1.2.76] :

Exemples 111.2.18.

1. |Le cas cyclique‘

Calcul des formes pleines orbitales, et calcul des caractéres : (cas cyclique)

En fait, il suffit de compter chacun des zéros des fonctions semi-invariantes associées avec leur
multiplicité : la forme orbitale pleine est tout simplement la fonction semi-invariante mise a la
puissance de ces multiplicitéslﬂ

e Dans le cas de l'orbite O; par exemple, la multiplicité de oo était n, puisqu’il appartient a

I’axe de rotation de chacun des n éléments de C,,, et la fonction semi-invariante associée
était

(Zl, Zg) — Z2
On en déduit alors que la forme orbitale pleine correspondante est

(Zy,Z2) —> Z3.

Dans ce cas, on peut calculer le caractére associée a cette forme orbitale pleine . Comme on
avait \p, = C;nl, alors le nouveau caractére est

I — C*
v ()" = -1

De méme pour la deuxiéme orbite : 0 a également pour multiplicité n, donc la forme
orbitale pleine est

(Zl, ZQ) — Zin,
Et le caractére associé
' — C*
7/ — an =-1
Enfin, on voit que, pour chaque orbite non dégénérée, tout point de ladite orbite a pour

multiplicité 1 : il n’appartient qu’a une seule rotation de C,, ; la forme orbitale pleine
correspondante est donc inchangée :

n—1

(Z1,Z2) = [[ (Gt 22+ 21— GBozr - Z0) = 25 27 — 27 - 23,
k=1

pour (21, z2) variant parmi les points non dégénérés dans C2.

5. Cette remarque étant d’ailleurs valable en toute généralité.
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Vous ne remarquez rien 7 Eh si! Cette fois, les caractéres sont tous égaux!! Est-ce qu’on a eu
de la chance parce qu’on est dans C,,, et que dans C,,, tout va bien en général ? Ok, regardons
le cas diédral.

2. Le cas diédral

Calcul des formes pleines orbitales, et calcul des caractéres : (cas diédral)

e On l'a dit, 0 et 0o sont de multiplicité n, donc la forme orbitale pleine est
(Z1, Zo) — (Z1Z2)"
On calcule ensuite les caractéres, pour 7 et ¢ définis dans I’exemple et on trouve :
I — C*

V1" =1

n

t— (—1)

e De méme pour Oy : chaque sommet va appartenir & deux rotations (d’angle opposé), on a
donc pour forme orbitale pleine la fonction

(21, Zo) — (27 — Z5)?
On calcule les caractéres :
I' — C*

v (-1)*=1

L ()2 = (1)

e Enfin, comme les milieux d’arétes sont également de multiplicité 2, on aura
(21, Z2) — (27 + Z3)°
Et le caractére

I' — C*
!

7 (1) =1

v (i) = (-1)"

Remarque 111.2.19. On remarque & travers notre exemple que les fonctions pleines orbitales associées
aux orbites se retrouvent avec le méme degré (homogéne).
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LIEN ENTRE FORMES ORBITALES PLEINES ET FONCTIONS INVARIANTES

Résumons un peu la situation.

Soit p = (p1,p2) € C*\{(0,0)}, et o' € I", avec /' (p1,p2) = (7' (p1), 7 (p2)) € C*. Pour ce p, et donc
pour l'orbite de p, on sait construire des fonctions I''-semi-invariantes, en construisant des
polynémes homogeénes dans C[Z7, Zs] de la forme

F= I (@2 -1p)2)
Vel J{£1d}~T

(on consideére le produit sur I'V/{£Id} =T car sinon, chaque facteur est compté deux fois).

F, est donc une fonction I"-semi-invariante, de degré |T'|.

Réciproquement, on a vu que toute fonction I''- semi-invariante de degré |T'| est de cette forme.
Autrement dit : il existe une constante telle que : Vo', Fj, 0 v = Ay , F),.
De plus,
Xrp: 1l — C*
V= Ay

est un caractére.

A ce stade, une question qui vient naturellement est la suivante : le caractére dépend-il vraiment du
point p considéré ? Suspense...

Proposition II1.2.20. Le caractére ' — X1, ne dépend pas du choiz de p € C?\ {(0,0)}.

Démonstration. On sait que I' est un groupe fini. Donc, pour «/ fixé, on a, pour tout p, comme
est un caractere :
r/ T/
X (N = X0, (V) = X (e) = 1.
Ainsi, xr,(I") est une racine |I”|-iéme de I'unité.
On appelle Ujr| ensemble de ces racines.

On va montrer que

C*\{(0,0)} — Ujr
p— Xxr,(7)

est continue. Cela prouvera la proposition, puisque C2\ {(0,0)} est connexe, et Ujr| est discret ; or,
une application continue d’un connexe sur un discret est nécessairement constante; on aura alors
montré que xr,(7") ne dépend pas du choix de p.

Montrons donc cette continuité. On fixe p € C2\ {(0,0)}. On veut montrer que p — xr,(7’) est
continue en p.
Soit K un voisinage compact de p. On pose K’ :=I"(K).
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FIGURE II1.7 — Point p et son orbite-Voisinage K-K'

On choisit un ¢ € C2, g # (0,0) et ¢ pris en dehors de I'orbite I'” - K (cf figure ci-dessus), et pour
tout p’ € K, on écrit xr.,, comme le quotient :

_ (Fy o))
X T T )

C’est bien défini, puisque 'on sait que les zéros de la fonction Fj, est 'orbite de p/, c’est-a-dire

lorbite de p; et nous avons justement pris g en dehors de IV - K, pour K voisinage compact de p;
donc F(q) # 0.

Ainsi, on voit que 'on peut exprimer, pour tout p, xr, comme fraction rationnelle de fonctions
continues. C’est ce que 'on désirait.

Remarque 111.2.21. On avait bien noté dans Pexemple [[IT.2.18] que les caractéres des formes orbitales
pleines dégénérées sont effectivement égaux.

Ainsi, toute forme orbitale pleine est semi-invariante, avec un caractére fixé qui ne
dépend que de T.

Observons a présent le théoréme fondamental suivant :

Théoréme II1.2.22. L’ensemble des fonctions I'-invariantes est

I:={f=[G: HJ; G et H: produits disjoints de formes pleines orbitales}
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Démonstration. On remarque tout d’abord que la proposition [[I1.2.20 ainsi que la remarque qui
précéde le théoreme [[IT1.2:22] prouvent que tout élément dans I'ensemble I est une fonction
I'-invariante. On a donc une premiére inclusion.

Pour I'inclusion directe, prenons f une fonction I'-invariante, non constante. On considére un point
z € PY(C), qui n’est pas dans une orbite dégénérée pour l'action de I'. Sa préimage par f est alors
une union d’orbites de cardinal |T'|. En effet, comme f est -invariante, alors : w € f~1(2) =
(W) € f71(2), ¥y €T
On a alors, sur un ouvert dense (puisque I'on considére tous les éléments de P!(C) sauf un nombre
fini de points) :

U = KTl ke N

Ce nombre de préimages de z sur un dense correspond également au degré de la fonction f (sur C).

A présent, on utilise la proposition [[V:2.8] qui nous donne une expression pour la fonction F,
I’homogénéisée de f :
F = F1€1F262F3€3 H ()\].Flnl + )\2F2712>€)\7
A=[A1:\2]
ou 0 <e; <n;pouri=1,2,3, et ey =0 sauf pour un nombre fini de A, ot les n; sont les
multiplicités des zéros associés aux fonctions Fj.

Tout d’abord, si, pour tout 1 < i < 3, e; = n;, alors, la fonction F' s’écrit comme un produit de
fonctions pleines orbitales, par définition des F/", et c’est gagné.

Eliminons dés lors les cas dits de formes exceptionnelles, c’est-a-dire les cas ou la fonction F est du
type Fy'Fy?F5®, avec, pour tout ¢, 0 < e; < n;. On utilise alors le lemme suivant :

Lemme II1.2.23. Chaque forme exceptionnelle est de degré |I'|. De plus, aucune forme
exceptionnelle ne posséde le méme caractere.

La preuve de ce résultat se fait au cas par cas, en considérant le cas cyclique, le cas diédral,
tétraédrique...Penchons-nous sur le cas cyclique, en guise d’exemple. On regroupe les valeurs des
cardinaux des orbites dégénérées, ainsi que des caractéres associés, dans le tableau suivant (on
pourra se référer a I'exemple [[11.2.15)) :

[O1] | [O2] | 1Os] | IT] | x1 | x2 | x3 | Xr
c,| 1 1 0 [ n |G| Gl 1] -1

Ce résultat nous permet alors d’exclure les cas exceptionnels : si f, la déshomogénéisée de F', est un
quotient de produits de formes exceptionnelles (et éventuellement de fonctions pleines orbitales),
alors, comme on voit de voir que les caractéres au numérateur et au dénominateur, f ne saurait étre
une I'-invariante. Cela termine la preuve.

o

Ainsi pour obtenir une fonction invariante, il faut prendre pour formes homogénes dans C[Z7, Z5]
associées des formes pleines orbitales.
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RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS ORBITALES PLEINES : LES SYZYGIES

Une petite observation avant de passer a la suite : on est en dimension 2 sur C, et pourtant, on a
trois fonctions pleines orbitales : Fi'', Fy'? et F3'® ; ou Fy, Fy et F3 désignent les fonctions
semi-invariantes associées aux orbites O1, resp. Oy, resp. Os, et les n; désignent les multiplicités des
points des orbites O;.

Il est donc naturel de se demander s’il n’y a pas un lien entre ces trois fonctions; et la réponse est
oui! Ces relations sont appelées les SYZ YG]ESE[

Le résultat est le suivant :

Proposition II1.2.24. Toute forme orbitale pleine F' se décompose en
F = )\11{7{11 + )\2F2n2.

Remarque 111.2.25. On a choisi de garder F} et F5, mais on n’aurait pu prendre Fj et F3, ou F5 et
Fs...

Démonstration. On pose F' = F),, avec F), défini comme précédemment :
F= I (02 —+p2).
~'er’ /{Id}~T
On considére G := Fy*(p) - F|"* — F{" (p) - Fy*.
On va montrer que F' = F), et G sont proportionnelles.

e Tout d’abord, G est par construction I''-semi-invariante, comme produit et somme de
fonctions I'-semi-invariantes : F|'! et F3'?, et 'on a vu de plus que les caractéres associés a
F[" et F3'* sont les mémes.

e (G s’annule sur p. Effectivement,
G(p) = Fy%(p) - 1" (p) — 11" (p) - F52(p) = 0.

o G est de degré |T'|.

e G est non nulle, car F{" et F3"? sont non proportionnelles, puisque Z(F"') # Z(Fy?).

De toutes ces observations, on en déduit que

Donc, d’aprés la proposition on a bien que F' = F), est proportionnelle & G comme souhaité,
et donc F' est bien de la forme voulue.
o

6. 53 points au Scrabble.
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Revenons & nos deux exemples préférés, les exemples [[T1.2.15] et [[TT.2.16] et essayons d’exprimer une
des formes pleines orbitales en fonction des deux autres.

Exemples 111.2.26.

1. Cas cyclique : Pour le cas cyclique, pas de probléme : on a immédiatement

n—1
1 —k k
F* =Fy = [ (Gl 2= o - Zo) = 25 - 27 — 20 - 2 = 25 - Fy' — 21 "
k=1

2. Cas diédral : Pour le cas diédral, on a
F2= (20 + 78 = (20) + (23)° + 2(20 2)" = (2} — Z8)? + 4(Z122)" = F3 + AF}.
Autre fagon de calculer, en exprimant cette fois F7 en fonction des deux autres : on sait que
F3 a pour zéros les sommets (par construction) ; en particulier, le point (1,1) de C? annule
FZ. On écrit la relation

F} = F{(1,1)F§ — F{(1, 1) FY

vue dans la démonstration de la proposition [I11.2.24] et on I’évalue en (1,1) :

F2(1,1) =0
Fr(1,1) =1
F2(1,1) =4

On trouve alors

F} = F2 —4F}.

On va changer légérement les notations pour la suite.

Notations. Pour tout groupe I' considéré, on va adopter les conventions suivantes :

e I désignera la forme orbitale (non pleine) associée a 'orbite dégénérée des sommets

e F; désignera la forme orbitale (non pleine) associée a I'orbite dégénérée des centres des faces;
e F3 désignera la forme orbitale (non pleine) associée a 'orbite dégénérée des milieux d’arétes.

Quand cela sera nécessaire, on précisera le solide platonicien considéré en indicant les fonctions
orbitales par Fj s, ot i = 1,2 ou 3 et S désigne le solide (typiquement, 7" pour le tétraedre, O pour
l'octaedre, et I pour Iicosaédre).
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Remarque 111.2.27. On voit bien que, pour deux solides platoniciens duaux, 1’étude des formes
pleines orbitales d’un seul des deux suffira a notre bonheur[[} Comment choisir entre les deux ? En
suivant ce principe : on va s’arranger pour que le nombre de sommets soit minimal, de sorte & ce que
F soit de degré le plus petit possible. Par exemple, & choisir entre le cube, qui a 8 sommets, et
l'octaédre, qui en a 6, c’est ce dernier qui gagne (pour une fois).

Dés lors, notre étude va se consacrer au calcul de ces fonctions orbitales[]

D’apreés la remarque [[IT.2.27 F; sera donc la fonction la plus facile a calculer. Mais, comment
retrouver Fy et F3 sans que la difficulté n’augmente ? C’est ce que nous allons voir !

Outils de calculs des formes orbitales : le jacobien et le hessien sont nos amis

Eh oui, surprise! On va montrer dans cette partie que, a partir de la fonction F1, les autres fonctions
orbitales Fy et F3 vont étre données par le jacobien JF) et le hessien HF} de Fji...Pas mal non?

ETUDE DU HESSIEN ET DU JACOBIEN : SEMI-INVARIANCE, DEGRES

La premiére étape, a présent, c’est de vérifier que JF; et HF} sont bien I''-semi-invariantes, quand
meéme.

Proposition II1.2.28. Soit F : C?> — C une fonction I'-semi-invariante, c’est-a-dire
vy el’, )W) Ok Foy = Ay F.

Alors : la hessienne de F', notée HF', et la jacobienne de F, notée JF', sont également
I’-semi-invariantes. On a donc

vy €T, 3N €C; JFoy = A JF
et
vy €T, g € C; HF oy = Ay HF

—\3 _ )2
De plus, on a A\ = )\7,, et Ay = >"y“

Démonstration.

1. Le hessien
On va écrire le développement de Taylor de F', et se servir de 'unicité de celui-ci.
Soit donc ug, h € C%, et v € I C SL2(C) (7 est donc linéaire...).

7. Comme I’a dit notre ours hédoniste préféré : il en faut peu pour étre heureux.
8. Attention, non pleines! Mais il suffira d’étudier la multiplicité de leurs zéros pour les élever a la puissance
adéquate ; en fait, comme la fonction orbitale doit avoir pour degré le cardinal du groupe I' considéré, il est aisé de voir

. . P r
que la puissance n; en question vérifie : n; = —L
deg(F;)
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On a d’une part
F(ug + h) = F(u) + dFyu,(h) + quo (h) + ||R[[o(R), (1)

avec dFy, qui est la partie linéaire en A du développement de Taylor, et g, la partie
quadratique en h.

D’autre part, comme -y est linéaire, on a

F(y(uo + 1)) = F(y(uo) +~(h))
= F(7(u0)) + dFyug) (v(R)) + @ ue) (v(R)) + ||R[[o(h)  (2)

De plus, F' est I'"-semi-invariante, donc F oy = A, F'; ce qui se traduit ici par I'égalité
Ay F(ug + h) = F(y(uo) + v(h))

En utilisant les égalités (1) et (2) ci-dessus, on obtient, par unicité du développement de
Taylor,

Gy(uo) (V7)) = AyGuo (R). (%)

Or, on a

HF (up) = det(qu,)
et HE" o y(up) = det(q(u,))

En passant en notations matricielles, Mat(qu,) =: Quy, Mat(qy(ug)) = Qy(ug)» Mat(y) =: P et
Mat(h) =: H ; l'égalité (%) s’écrit alors

VH, "(PH)Q.(u)PH = Ay "HQu, H,

et comme cette égalité est valable pour tout H, elle ’est en particulier pour H une matrice
élémentaire, et on obtient 1’égalité

tPQ"/(uo)P = >\’7Quo'

On a alors égalité des déterminants des matrices, et comme le déterminant est un morphisme,
on a

det(* P) det(Q(up)) det(P) = A2 det(Qu,)

De plus, comme v € SLy(C), alors det(P) = 1, ce qui fait que finalement, on obtient bien

HF oy = )\E/HF
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2. Le jacobien

En utilisant la méme méthode que précédemment, on trouve 1’égalité

AF () (7(h)) = AydFu, (h)

De plus, on a le schéma

et alors

du(FO’Y):d’y(u)Foduoﬁy (*)

A ce stade, si 'on veut passer en écriture matricielle tout de suite, pour appliquer le méme
raisonnement que pour le hessien, alors on se retrouve face & un probléme, car dF' est une
matrice 2 x 1!

Pour pallier ce probléme, on va faire en sorte de considérer le déterminant d’une matrice
2 X 2; cette matrice, c’est la suivante :

JF(u) := det (d,F,d,HF)

On a alors :

J(F o~)(u) = det (duF or,d,H(F o ’y)) W det (d

@ det (dw(u)F ov,dH(F o 'y))

= det (A\ydy F, A2, HF)
= A3 det (d,F, d, HF)

fy(u)F o dy7, duH(F o 7))

(1) : cela provient de (k).
(2) : 7y est linéaire, donc sa différentielle est égale & elle-méme!

Ainsi,

J(F o) (u) = X3JF(u)

On a déja que JF; et HF} sont semi-invariantes. Good start. Maintenant, pour voir qu’elles
coincident avec Fy, resp. Fj, il faut voir que les zéros des fonctions HFy et Fy, resp. JFy et F3, sont
les mémes. Pour ce faire, on va étudier les degrés de chacune de ces fonctions.

Commengons par étudier les degrés des fonctions hessien et jacobien.
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Corollaire I11.2.29. Soit F': C?> — C homogéne, de degré d, et I'-semi-invariante.
Alors HF est de degré 2(d — 2), et JF est de degré 3(d — 2).

Démonstration.

1. Le hessien

On rappelle que, pour ug € C?, HF (ug) = det(qu, ), qu, désignant la partie quadratique dans le
développement de Taylor de la fonction F'.

On écrit Mat(g,,) dans la base canonique de C? ; comme on a affaire a une forme quadratique,
c’est une matrice 2 x 2, et chacun des coefficients est une dérivée seconde de F', donc ils sont
tous de degré d — 2.

Ainsi, en prenant le déterminant, on obtient une fonction de degré au plus

(d—2)+ (d—2)=2(d —2), comme désiré.

2. Le jacobien
On avait JF(u) = det (duF  d HF ) ; la premiére colonne de cette matrice 2 X 2 est un vecteur
dont les coefficients sont de degré d — 1 (on a dérivé une fois F'), le second est un vecteur dont
les coefficients sont de degré 2(d —2) — 1 (on a dérivé une fois HF').

Donc, en prenant le déterminant, on obtient une fonction de degré au plus
(d—1)+2(d—2)—1=3(d—2).

LIEN ENTRE HESSIEN/JACOBIEN ET FONCTIONS ORBITALES D’UN SOLIDE PLATONICIEN

Le résultat qui suit va nous permettre d’établir le lien fondamental entre les degrés du hessien et du
jacobien d’une part, et le nombre de faces et d’arétes d’autre part.

On sait qu'une fonction IV-semi-invariante est associée a une orbite @ dans le solide platonicien que
I'on considére. On a alors degF = |O).

Ici, on choisit de prendre F' = Fi, la fonction associée a 'orbite (dégénérée) des sommets du solide
platonicien.

On a alors le résultat suivant :

Proposition II1.2.30. Le degré de HF (= 2(d — 2)) est égal au nombre de faces du solide
platonicien ; et le degré de JF| (= 3(d —2)) est égal au nombre d’arétes du solide platonicien.

Il suffit de vérifier ce résultat au cas par cas (on se passera d’étudier le cube et le dodécaédre, duaux
de l'octaedre, resp. de Iicosaédre...). On rappelle que S, resp. F, resp. A, désigne 1’ensemble des
sommets, resp. milieux de faces, resp. milieux d’arétes.
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#S | #F | #A | Degré de Fy | Degré de JF| | Degré de HFy
Tétraedre | 4 4 6 4 4 6
Octaédre 6 8 12 6 8 12
Icosagdre | 12 20 30 12 20 30

TABLE III.1 — Tableau donnant le nombre de sommets, de faces, et d’arétes de chaque solide platonicien

Remarque 111.2.31. Si 'on veut rester général, et prendre en compte tous les solides platoniciens, le
cas par cas est inévitable. Cependant, si I’on ne considére que les trois solides présentés dans le
tableau ci-dessus, le tétraeédre, 'octaédre, et l'icosaédre, on peut trouver une méthode élégante pour
établir les formules : A = 3(S — 2), et F' = 2(S — 2). Effectivement, si 'on observe ces solides, on
remarque que leurs faces sont toutes triangulaires. Reprenons alors les notations de la partie
ol I’on avait posé p, le nombre d’arétes partant de chaque sommet : dans les trois cas qui nous
intéressent, on a p = 3; toujours en se servant des formules utilisées en on obtient alors le
systéme suivant :

3F =2A
S—A+F=2.

La résolution est immédiate ; on trouve F' = 2(S — 2), puis : A = 3(S — 2).

Ainsi : Pour F la forme orbitale associée aux sommets du solide platonicien, HF}, resp. JFi, est
bien une forme I-semi-invariante, dont les zéros sont des réunions d’orbites avec multiplicité, et la
réunion totale est de degré égal au nombre de faces du solide, resp. nombre d’arétes.

Ainsi,
e I est la forme orbitale associée aux sommets du solide platonicien;
e HF; est la forme orbitale associée aux centres des faces;
e JF] est la forme orbitale associée aux milieux d’arétes.

Remarque 111.2.32. Attention, pour le tétraédre, comme on a le méme nombre de sommets et de
faces, on pourrait avoir que HF} est proportionnelle & Fp, et non égale a Fs...Il1 faudra vérifier que,
une fois calculées explicitement F; et HF7, que ce ne sont pas les mémes fonctions a constante
multiplicative pres.

Que pouvions-nous espérer de mieux ? Cela veut dire que le plus gros du travail consistera a calculer
F1 pour chacun des solides platoniciens, et ensuite, le reste tombera tout seul.

Feuille de route :
On considére le tétraedre T, 'octaédre O et l'icosaédre 1.

1. On place ces solides dans la sphére, comme expliqué dans la partie [I.1.3];
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2. On calcule Fy 7, F10 et Fir;
3. On calcule HFy r, HF o et HF 1, puis JFy 7, JF1 0 et JFy .

4. On s’autofélicite.

Calcul effectif des fonctions orbitales des solides

Dans toute cette partie, les calculs vont s’effectuer a I’aide du logiciel SAGE. On pourra voir la
trace des exécutions des programmes dans I'annexe [[T1.4.1]

Une fois les fonctions orbitales calculées, les fonctions orbitales pleines s’en déduisent
immédiatement, on donnera quelques exemples.

TETRAEDRE

1. Reprenons la figure [T} qui réalisait la construction du tétraédre a partir d’une configuration
d’or, et donc de positionner le tétraédre correspondant dans un repére de R3. En reprenant
I’étude de cette figure, les sommets du tétraédre considéré ont pour coordonnées (+1,+1, £1).
On normalise ensuite le tétraédre, pour trouver I’ensemble de points :

{;%(il;tl;tn}.

On projette ces points dans le plan via 7, voir proposition puis on passe en écriture
complexe ; on trouve finalement que I’ensemble des sommets est

1+ 1—i
O1=4q% i+ .
' { V3 -1 ¢3+1}

Ensuite, par le principe de relévement étudié dans la partie Porbite des sommets se
décrit maintenant de la sorte :

o {[egtso o)

. . . P 145 . 17, 1—i . . .
2. Ainsi, on voit que la fonction Fj 7 dont les zéros sont les [+ \/gtl e \/34: -+ 1] est le produit

1+ 1+i 1—i
Zi— =gz N (2 —
(%1 ¢§—12)( RV 2) (4 V3+1

qui, simplifiée, donne

1—14
Zy) (21 + ——Z
2) (1+\/§+1 2),

Fir =2 - 232272 + 7}
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Remarque 111.2.33. De plus, comme chaque sommet du tétraédre est fixé par des éléments
d’ordre 3 du groupe d’isométries, chaque zéro de cette fonction est de multiplicité 3; la
fonction orbitale pleine associée au tétraédre est alors

Fip = (21 —2iV321 25 + Z})?

3. On calculeﬂ les fonctions Fo 7 = HF1 7 et F3 7 = JF| 7; et on trouve

Fyr =71 + 232323 + Z} |

et

Fyr = Z125(Z1 — Z3)

Remarque 111.2.34. De méme, comme les centres de faces sont de multiplicité 3, et les milieux
d’arétes de multiplicité 2, les fonctions orbitales pleines associées sont donc

Fyp = (Z¢ + 2iV3ZY 73 + Z1)?,
et
Fp = (212224 - 23))*

Remarque I11.2.35. On remarque bien que HF; 7 et Fy r ne sont pas proportionnelles, donc HFy 7
correspond bien & F 7...

OCTAEDRE

1. De méme que pour le tétraédre, on raméne 'octaédre dans la sphére; on trouve que les
sommets sont

{o0;0; £1; +i}.
En projetant, puis en relevant dans C2, on obtient I'orbite
O1={[1:05;[0:1];[£1:1];[£i:1]}.
On voit alors que F o va étre le produit
Fro = 2125(Z1 — Z2) (21 + Z2) (21 — iZ2) (21 +iZ);

qui, simplifié, donne

Fio=Z12:(2¢ — Z3) |.

9. D’aucuns diraient avec Sagitude...
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2. On calcule de méme F; o = HF o et 30 = JF1 0; et on trouve

Foo =28+ 142175 + 7§ |,

et

Fy0 =242 -332%23 — 332128 + 73?|.

ICOSAEDRE

1. 11 faut calculer les coordonnées des sommets de I'icosaédre inscrit dans la sphére. Ce calcul
mérite de s’y attarder un peu.

En effet, rappelons-nous ce qui a été effectué dans la partie [[I1.2]: on avait fait pivoter
Iicosaédre, de sorte a ce que I'un de ses sommets se retrouve en 'infini. On a donc déja deux
points de l'orbite des sommets : oo, et 0.

Pour les autres, regardons le dessin [I] :

Fi1GuRre II1.8 — Icosaedre inscrit dans la sphére
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On voit alors que les 10 autres points peuvent étre décrits comme formant deux cercles
contenant chacun 5 sommets, dont les centres seraient sur I'axe (0co).

De plus, on avait décrit dans la partie la rotation d’angle w et d’axe porté par
p=(—g,0,1) (qui correspondait a I’axe (1,1,1) que l'on a pivoté d’un angle o = arctan(g)).

On remarque alors que, si l'on calcule £7(0), on tombe sur I'un des points du cercle "d’en bas",
voir ; il suffit alors d’appliquer sy, la rotation d’ordre 5 de l'icosaédre, au point ¢;(0), pour
obtenir les autres points du cercle.

Méme chose pour l'autre cercle, en considérant cette fois t7(00).

: ; dou: t7(0) =g, et

On applique les formules vues dans la partie [[1.2[; on avait t7 : z — 1
gz

tr(o0) = —g~' =17

Finalement, I’ensemble des sommets est
O, = {0; g 003 (3g; 0<j< 4},
qui donne, en relevant dans C2,

O ={10:1); (g : 1] [1:0)5 (g1 0<j<4f.
La fonction F7 ; ayant pour zéros ces points est alors

4
Fi =712 H (21— 922) (21 — ($92s),
i=0

qui, simplifié, donne

Fip=212:(Z{° — (¢° + 3°) 27 Z5 + (99)°Z3°).

Et ce n’est pas fini! En effet, g et § sont solutions de 1’équation 22> + 2 — 1 = 0; on a donc
gt+tg=-1
99 = -1
Avec ces deux égalités, on peut alors simplifier les expressions de ¢° et g° :

9P =9"9"g=01-9)(1—g)g=>59—3, et g° =57 — 3 de méme.

Finalement, on trouve que g° + §°> = 5(g + g) — 6 = —11, et donc

FI,I = 7175 (le(] + 11Z{)Z§) — Zzlo) .

2. On calcule de méme Fy 1 = HF 1 et F3 1 = JFy 1; et on trouve

Fyp=—(Z3 + Z3%) +228(2{°25 — Z723%) — 4942107210 |,

et

Fyp=Z{0 + Z3° + 522(Z 23 — Z3Z2%) — 10005(Z2°Z3° + Z210Z20) |
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Relations entre les fonctions orbitales : tous les chemins ménent & F 7

On a trouvé, avec le jacobien et le hessien, deux outils trés utiles pour réduire le nombre de calculs a
effectuer ; cependant, jusque la, on a étudié séparément chacun des solides platoniciens : le
tétragdre, 'octaédre, et I'icosaédre. Mais, en y réfléchissant bien, on sait par exemple que dans
Iicosaédre, on peut inscrire 5 tétraédres, dont les sommets sont les milieux de faces de I'icosaédre ;
et dans le tétraédre, on peut inscrire un octaédre dont les sommets seront les milieux d’arétes du
tétraédre... Toutes ces constructions doivent forcément se traduire par des relations entre les
fonctions orbitales. C’est ce que nous allons étudier par la suite.

PREMIERS RESULTATS : RELATIONS "INTRA-SOLIDES"

Tout d’abord, on va chercher tous les liens possibles entre Fy 7, Fo 1 et F3 7, resp. Fi o, Foo et
F3 0, resp. Fi 1, Fo 1 et F3 1. Certains liens, pour illustrer a quel point les solides platoniciens, c’est
fun, d’autres, parce qu’ils nous seront grandement utiles dans la suite.

Pour ce faire, la stratégie va étre la suivante : soit S un solide platonicien, et soit F; s, pour

1 <7 < 3, une des fonctions orbitales associé¢es a ce solide. On étudie ’ensemble des zéros de F; s :
on cherche & découper le cardinal de cet ensemble en une somme de cardinaux des zéros des
fonctions Fj s, HFj s, et JFjs (ot j peut éventuellement étre égal a 4) ; autrement dit, on cherche a
découper le cardinal de I'ensemble des zéros de F;s en somme de nombre d’arétes, de sommets, de
faces, du solide §. Cela nous donne une hypothétique égalité entre la fonction de départ, F; s, et le
produit des fonctions correspondant & cette décomposition du cardinal de ’ensemble des zéros de
F'S en une somme. Il suffit alors de faire appel & SAGE pour vérifier les calculs, voir annexe [[T1.4.2]

Dans toute la suite, pour connaitre les degrés de chaque fonction, il suffit de se référer au tableau

ainsi qu’au corollaire [[T1.2.29]

Le tétraedre
e Par exemple, on sait déja que

Fyr=HF 1
F3r=JF 7.

e De plus, considérons HFy 1 : c’est une fonction I'-semi-invariante, car Fy  l'est, elle est de
degré 2(4 — 2) = 4; on peut décomposer ce chiffre, d’aprés le tableau uniquement avec
des 4 ou des 6 : seule possibilité, c’est bien stir 1 x 4, soit le méme cardinal des zéros de Fi 7.
Ainsi, la théorie nous donne & croire que, & scalaire pres,

HFy 7 = Fy 7.

Un calcul avec SAGE confirme ce résultat.

e De méme, on trouve

JEyr = F3 7.

L'octaédre (et licosaédre)



II1.2. FONCTIONS INVARIANTES 103

On effectue le méme travail pour I'octaedre. Voyons juste un dernier exemple : le lien entre HF5 o et
Fi o0 : HF; 0 est de degré 2(8 —2) =12 =2 x 6, ou 1 x 12; ainsi, au niveau des degrés, on peut
avoir HFy 7 = Fl2 o ou HFy 7 = F3 0. Un calcul via SAGE nous montre que c’est la premiére égalité
qui gagne :

HF, 0 = Fip.

Bref! Regroupons tous ces résultats ludiques dans un tableau :

Solide Relations entre les fonctions
Tétraedre HFl,T = F27T HF27T = Fl,T
Jivr=F3r JIFbr = F3r
Octaedre | HFy o = Fho | HFo = F?,
Icosa¢dre | HFy ;= Fy g HF2 = F3

TABLE III.2 — Liens entre les fonctions orbitales de chaque solide platonicien

AUTRES RESULTATS : RELATIONS ENTRE LES SOLIDES

Maintenant, on va attaquer la partie vraiment intéressante (mais pas moins ludique pour autant),
ou 'on va traduire des observations géométriques faisant intervenir différents solides platoniciens en
des relations entre les fonctions correspondantes.

Lien tétraédre/octaedre

Ce lien se voit immédiatement sur la figure : comme annoncé dans le début de cette section, on
peut construire un octaédre dans le tétraédre, de sorte a ce que chaque milieu d’aréte du tétraédre
soit un sommet de I'octaédre.

FIGURE II1.9 — Octaédre inscrit dans le tétraédre
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Cela se traduit par une égalité (que l'on vérifie encore une fois avec SAGE) entre la fonction associée
aux sommets de 'octaédre, et celle associée aux milieux d’arétes du tétraédre, soit :

Fio=F3r.

Cette égalité nous permet déja d’exprimer toutes les fonctions du tétraédre et de 'octaédre en
fonction de Fy 7.

Solide Fis s F3s
Tétracdre Fir HFy 1 JF T

Octatdre | Fyp =JFip | HFy o = H(JFi 1) ® Fir-HF | JJF7)

TABLE IIL.3 — Fonctions orbitales des solides platoniciens exprimées en fonction de Fy 7

(%) : cette égalité se faisant de méme, en étudiant les degrés des fonctions considérées.

A présent, pour que tout soit parfait, il faudrait réussir a récupérer également les Fj, r en fonction de
Fi 7 ; autrement dit, il nous faut trouver un lien entre I'icosaédre et le tétraedre.

Lien tétraédre/icosaédre
Ce lien, nous 'avons déja annoncé : dans 'icosaédre peuvent s’inscrire 5 tétraédres, chacun ayant
pour sommets des milieux de faces de 'icosa¢dre. On va donc expliciter un lien entre Fy ; et Fy 7.

On appelle Ij l'icosaédre construit a 1’aide d’une configuration d’or, comme sur la figure [[I.9} On
sait que T', notre tétraedre, celui pour lequel on avait calculé Fy 7, est inscrit dans /.

Or, l'icosaedre pour lequel on avait calculé les Fy 7, F5 1 et F3 1 n’était pas Iy, mais I, 'icosaedre
obtenu par rotation p de Iy, d’angle ov = arctan(g), avec g racine positive de I’équation

224+ 12—1=0;et d’axe (0,—1,0), voir partiem

La situation est la suivante :
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(©2)

A o
|/l
\
I
/

FIGURE IIL.10 — Visualisation de la rotation p := p( _1,0),a

p:(0z) — A
A'— (02)
Io’—)I

Comme T C Iy, alors p(T) C p(Ily) = I.

On exprime p en projectif, via la proposition On notera encore p la rotation projetée dans
PSU,(C).

On va simplifier cette écriture. En effet, on rappelle que ao = arctan(g), c’est-a-dire g = tan(«). On
note y := tan(§); par des relations de trigonométrie, on trouve que y est solution positive de
I’équation

2y
1—12 =9
Ainsi, on a

&= —
cos(—) = —,
27 P+l

in(S) = ——
SIN( — ) = —F——.
20yt



106 CHAPITRE II1. RECHERCHE D’INVARIANTS

D’ott une nouvelle expression pour p :

1 1
G s [_7 ﬂ : € PSU(C).

Seulement voila, nous, ce que ’on veut, ce n’est pas une rotation qui nous fait passer de Iy a I,
puisque dans ce dernier, on ne retrouve pas le tétraédre T'. Il faut donc effectuer 'opération inverse,
c’est-a-dire & partir de I'icosaédre I, revenir sur Iy, qui lui contient 7', dont les sommets vont étre
les centres de faces de Ij.
Autrement dit, ce qui nous intéresse, c’est p~! :
p LT I

A — (02)

Cette rotation a pour expression, comme elle est dans PSU5(C) :

_ 1 1 -

Etudions p(T'), et en particulier, la fonction Fy ,7) associée a ses sommets. L’égalité clef pour
obtenir le lien que ’on cherche est la suivante :

FLP(T) = FI,T o p_l. (*)

Pourquoi une telle égalité 7 Soit on peut voir que les deux fonctions ont les mémes zéros, a savoir,
les sommets de p(T), et qu’elles sont de méme degré ; soit, un peu plus subtil, on se rend compte
que l'on a le diagramme commutatif suivant :

F . c

T
A
Fop~1

p(T)

Reste & voir qu’en ayant le tétraédre T dans In = p~'(I), on arrive bien a retrouver les 5 tétraédres
inscrits dans l'icosaédre.

Pour ce faire, considérons sy, la rotation d’ordre 5 de l'icosaédre, définie en[[I.2] sy : z +— (5 - 2. Le
groupe engendré par cet élément est égal, par une inclusion et égalité des cardinaux, au groupe
cyclique Z/57Z.

Dans Iy, on comprend aisément que le stabilisateur du tétraédre T' va étre inclus dans 'intersection
't N < s; >, laquelle est triviale, puisque I'r ~ 2l4, qui ne posséde aucun élément d’ordre 5, par le
théoréme de Lagrange.

On a donc

Stab(T) = {e}.
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Ainsi, on a bien une bijection entre l'orbite de T sous I'action du groupe Z/5Z, et Z/5Z ; autrement
dit, U'orbite est de cardinal 5, on retombe donc bien sur les 5 tétraédres inscrits comme prévu dans
Iicosaédre Iy, et donc 5 tétraédres inscrits dans I.

A présent, on va noter C7 ’ensemble des centres de faces de 'icosaédre. Le résultat précédent nous
permet de dire que

4
Cr = Setory):
k=0

avec on le rappelle, S4 ’ensemble des sommets du solide platonicien A.

Traduit en fonctions orbitales pleines , cela nous conduit a 1’égalité

4

For =[] Fispry
k=0

soit, d’apreés la relation (%) :

4

For = H Firo(ptosyh).
k=0

Et ca y est! On a notre lien entre Fy ; et Fi 7, ouf.

Solide Fl,S F27S F3 S

)

Tétraedre Fir HFy 1 JFi 1

Octaédre | Fyp =JFip | HFy o = H(JFi 1) ®) Fir-HF | J(JF7)

CToosoecre I [T, Fur o 0o 5

TABLE III.4 — Fonctions orbitales des solides platoniciens exprimées en fonction de Fy 7

Remarque 111.2.36. 11 manque deux cases dans le tableau, remboursez !
Pour déterminer Fi ; et F3 7, on va utiliser les relations établies dans le tableau :

HFy = F};
JFor=F3r-Fi 1.
On obtient

HF5 1 F};

)

I Fsp’

qui est une forme irréductible, puisque Fy ; et F3 1 n’ont, de par leur définition, aucun zéro en
commun.
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Or, on sait que la fonction F3 1 est le jacobien de la fonction Fj r; on a donc

HF _ F12,1
JFy g JFL['

La fonction étant elle-méme le jacobien de Fj ; on obtient tout d’abord une équation en F 7, qui
nous donne ’expression de celle-ci en fonction de Fj 7 le jacobien nous permet d’exprimer enfin
F5 1 en fonction de Fy 7.
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I11.3 Générateurs de C(z)"

D’apreés ce qui vient d’étre fait dans la partie précédente, on peut trouver une fonction f a une
variable (aprés déshomogénisation) et qui est T-invariante par construction : f € C(2)'.
Maintenant, notre but est de chercher les générateurs de C(z)".

Cette partie est une succession de propositions qui permettront au fur et & mesure d’aboutir & des
théorémes importants. Nous ne présentons ici que les preuves les plus essentielles pour la suite du
raisonnement, les autres preuves peuvent étre trouvées en annexe [11.4.3

P
Proposition IT11.3.1. Soit f € C(z) non constante telle que f = 0 ou P,Q € C[z] premiers entre

eurx.

Alors
[C(z) : (C(f)(z)] = max(deg(P),deg(Q)).

Proposition 111.3.2.
PGL;(C) ~ Autc (C(X))
Proposition I11.3.3. Les générateurs o (ou éléments primitifs) de C(Y') sont de la forme :

aY +b
cY +d’

a b
c d‘#o'

Démonstration. Raisonnons par double équivalence.
aY +b
<= Soit a = .
cY +d

! / I -1
Onendéduit:Yzaa+b \(Z, b>:(a b) .

da+d’ ou d c d
Donc

On suppose que C(Y) = C(a).

Alors, d’aprés la propriété universelle des fractions rationnelles : 9 ¢ un morphisme de corps tel que :

p: CY) — C(a)
Y — a

Le morphisme ¢ est surjectif par définition et injectif car son domaine de départ est un corps, o il
n’y a pas d’idéal non trivial.
Puisque C(Y) = C(a), on a ¢ € Autc(C(Y)). D’apreés la proposition
Autc (C(Y)) ~ PGLy(C), donc
aY +0b

a=olY)= cY +d
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Proposition I11.3.4. Soit 21, 22, z3 € P!(C).

Alors :
g(z1) =
3! g € PGLy(C); g(z2) =0
g(z3) =1

Proposition I11.3.5. Soit f € C(z) non constante.
On fize 21, 22, 23 € PY(C) tels que f(z1), f(22), f(23) soient deuz & deux distincts.
Alors :

. f(z1) = o0
3Lf; CU) =C(f) et § f(z2)=0
flz3) =1
Démonstration. Appliquons la prf)position a f(z1), f(z), f(23) :
0 b 9(f(21)) = o0
dlg= <c d> € PGLy(C); g(]i(zg)) =0
L g(f(z3) =1
On pose alors : f =go f = Z;iz

Ainsi, on a bien C(f) = C(f) et puisque g est unique, f l'est aussi.

Théoréme I11.3.6. Soit f = (G : H), avec G et H des produits de formes pleines orbitales de
méme degré.
Alors :

C()" =C(f)

Démonstration. Raisonnons par double inclusion.
Commengons par l'inclusion évidente.

On a f € C(2)' d’aprés le théoréme et C(f) est engendré par f donc :
C(f) cC(=)".

On considére deux orbites dégénérées, ce qui nous donne deux polynémes Gp, et Hp, de degré
< ||
On met chacun des deux polyndémes & la puissance I'ordre du stabilisateur n; d’un élément p; de
I’orbite correspondante, ¢ = 1,2. Nous obtenons ainsi :

o G, de degré |O1|.ng = |T|

o Hyy de degré |Og|.ng = ||
On a:

D’apreés la propositon [C(2) : C(f)(2)] = ||, donc [C(f) : C(2)'] =1, ce qui nous donne
C(f)(2) = C(2)".
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Unicité de f

Nous savons maintenant qu’on peut trouver un générateur de C(z)r, mais avons-nous 'unicité de ce
générateur 7 Nous avons besoin de la proposition suivante pour répondre.

Proposition II1.3.7. Soit o un élément primitif de C(X).

X+0b
C(X) = C(a) <« est de la forme a = ZX id avec ch Z‘ # 0.
Démonstration. Raisonnons par double équivalence.
aX +b
=|N = .
ous supposons que « X +d
ada+t
Puisque PGL3(C) agit par homographies sur C(X), nous avons : X = ot d’ ol
o
a V| la b !
d d| |c d

Supposons C(X) = C(w).

D’aprés la propriété universelle des fractions rationnelles, il existe un morphisme de corps ¢ :

¢p: CX) — C(a)
X — «

Le morphisme ¢ est surjectif par définition et injectif car nous partons d’un corps ou il n’y a pas
d’idéal non trivial.
Ainsi, puisque C(X) = C(«), ¢ est un automorphisme de corps : ¢ € Autc ((C(X))

D’apreés la proposition [[11.4.4] Autc(C(X)) = PGL2(C), donc il existe < CCL Z > € PGL2(C) tel
que :
a  =¢(X)
_aX+b
X +d

Nous déduisons de cette proposition que si nous avons deux générateurs de C(z)', il existe une
homographie qui permet de passer de 1'un & l'autre ; autrement dit : un générateur de C(z)" est
unique & homographie pres.

Calcul de f pour les solides platoniciens

On considére I' € SO3(R).
Dans la partie précédente (voir , nous avons défini Fy r, For et F3r.
Nous avons : deg(Fir) = |Sr|,deg(Faor) = |Fr| et deg(F5r) = |‘Ar| et on note
ny = ﬂ ng = H et ng = |L lordre des stabilisateurs.

|Srl’ | Fr| | Ar|

Pour tout 4, F}}. est une forme orbitale pleine, et toutes les F[ ont le méme caractére associé, pour
I fixé.
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n2
Posons : Ffr = % Alors
7F1,r
o Fr est homogeéne de degré 0;
. . xr(MFer o
o F1 est IM-invariante : Fr(v.(Z1, Z2)) = ———— = Fr((Z1,22)) ;
( ) xr(V) 't ( )

o [ passe au quotient : Fp(()\Zl, )\Zg)) = Fr (21, Z5).

Par passage au quotient, F1 devient alors une fonction I'-invariante que 'on notera fr.

C7\{(0,0)} —5 C
fr
7t /*

La fonction fr est donc un élément primitif pour C(2)", mais vérifie-t-elle le critére d’unicité ?
Presque...
Par définition de Ff on a :

fr(s) = 0o, Vs € {sommets}

fr(c) =0, Ve € {centres de face}

fr(a) = a, VYa € {milieux d’arétes} avec a # oo et a # 0.

On pose maintenant

fr=alfr
fr(s) = o0
fr est alors I'unique élément primitif de C(2)" telle que fr(e)=0
fr(a) =1

Ezemples 111.3.8.

1. Cas cyclique : Nous avons deux orbites dégénérées, donc deux formes pleines orbitales :
o O ={0},F'=27;
o Oy = {0}, F} =Z5.
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_ Z{L
Donc : Fg, = Z—g

On en déduit :

fcn =z" |

2. Cas diédral : Nous avons trois orbites dégénérées, donc trois formes pleines orbitales :
o O ={0,00}, F' = Z71Z% ;
e Oy ={¢k,0 <k <n—1}, cest I'orbite des sommets, donc Oy = O(1), I'orbite de I’élément
(1,1), et nous avons : F§ = (Z} — Z§)2;
o O3 ={C*1 0 <k <n—1}, cest Vorbite des milieux d’arétes et nous avons :
F2 = (Zp+ z3)%.
Donc on pose :

212y
zn 2
27 7p
Il reste & calculer Fp, sur O(1). On calcule : Fp, (1,1) = 4.
On en déduit :

4zn

D, =

3. Cas du tétraédre : Nous avons trois orbites dégénérées, donc trois formes orbitales pleines
dont les calculs ont été effectués dans la partie [11.2.2] :
e L’orbite des sommets, associée & la forme pleine F13,T = (Z} = 2323272 + Z3)?;
e L’orbite des centres de faces, associée a la forme pleine F;T = (Z} + 2322722 + 73)3
e L’orbite des milieux d’arétes, associée a la forme pleine F32,T = (Z12Zy(Z} - Zé))z.
Donc on pose :

FYr
B (Zf +2i\/32272 + Zg)s
7t — 2032272 + Z3

Il reste & évaluer Fr sur un milieu d’aréte : le point (0,0,0) est le milieu du segment joignant
le sommet %(1, 1,1) au sommet %(—17 —1,—1); le point (0,0,0) correspond a la droite
[1:0], et Pon a Fr(1,0) = 1.

3

N 2,T L
Dou: Fr = T3 et on en déduit :
LT

24 421322 + 1)3

Jr = <z4—2i\/§z2+1
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4. Cas de 'octaédre : Rappelons comme pour le tétraédre les formes pleines orbitales associées
a leur orbite :
e L’orbite des sommets, associée & la forme pleine F14’O = 717372 — Z3H)*,
e L’orbite des centres de faces, associée a la forme pleine F23,o = (28 +142173 + ZS)3 ;
e [’orbite des milieux d’arétes, associée & la forme pleine
F2o = (712 - 332824 — 332428 + 73%)°.

Donc on pose :

(28 +1uzizd + Z§)°
Z4Z4(Zf _ Z4)4
Ay 74 3
24 1
Vz: <ﬁ H 1)
75 7
#(7)
2\Zy 7y
VAY Z1
(ﬁ HUG 1)
z 7

73 7y

On trouve ensuite Fp(a) = 108 avec a un milieu d’aréte.
Fo

108F]

Nous obtenons alors :

Dou: Fp =

(28 4+ 142% +1)3

Jo= 108(z5 — 2)

5. Cas de l’icosaédre : Procédons de la méme facon pour 'icosaédre grace a la partie
On a :

e L’orbite des sommets, associée & la forme pleine F15J = 2323(21° + 112773 — Z210)5 ;
e L’orbite des centres de faces, associée a la forme pleine

F3p=(— (200 + Z3°) + 228(2{° 25 — 23235 — 494210 23°)° ;
e l'orbite des milieux d’arétes, associée a la forme pleine

F3, = (2 + Z3° + 522(2P 25 — Z3 Z3%) — 10005(22° 230 + 21°Z3°))*.

Nous posons :
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I O
F =2
1,7
(= (220 + 230) + 228(215 25 — Z) Z37) — 4942197}0)°
Z375(Z10 + 112375 — Z10)5
3
Z8( — (S +1) +228(%s — 2b) — 4945,
232575 (S + 115 - 1)
3
Z3(— (G +1) +228(5 - —) — 4947, )

A(f g 1)

Nous trouvons ensuite Fy(a) = 1728 avec a un milieu d’aréte.
Nous avons donc :

(= 220 4 228215 — 494210 — 22855 — 1)°

= 17282 (210 + 1125 — 1)°
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I11.4 Annexes

St

= I11.4.1 Calcul des fonctions orbitales associées pour 7', O et [

'8 |

Dans cette annexe, on décrit la programmation des calculs des fonctions orbitales associées aux
tétraédre, octaédre et icosaédre.

Pour ce faire, il nous faut créer un programme permettant de calculer, pour une fonction donnée,
son hessien et son jacobien. Le voici.

def Hf _Jf(F) :

D11 = (F.diff(Z1)).diff(Z1)

D22 = (F.diff (Z2)).diff (72)

D12 = (F.diff(Z1)).diff(22)

D11 = (F.diff(Z2)).diff(Z1)

H = matrix(2,2, [D11, D12, D21, D22))
HF =det(H)

D1 = F.diff(Z1)

D2 = F.diff(22)

D3 = HF.diff(Z1)

D4 = HF.diff (22)

J = matrix(2, 2, [D1, D2, D3, D4])

JE=det(J)

return (HF.simplify full(), JF.simplify _full())

Il ne nous reste plus qu’a appliquer ce programme & chacun des solides platoniciens, en commencgant
toutefois par calculer "& la main" la fonction F; associée aux sommets...

TETRAEDRE
e Calcul de Fy 7 :
var('Z1,72)
F 1=(Z1—-((1+1I)/(sart(3) — 1)) « Z2) « (Z1 4+ ((1 +I)/(sqrt(3) — 1)) * Z2)x
(Z1 = (1 =T1)/(sqrt(3) + 1)) * Z2) * (Z1 + ((1 — I)/(sqrt(3) + 1)) * Z2).simplify_ full()
show(F 1)
—2i\/32373 + 7} + Z3.

e Calcul de HFl,T = F27T et de JFLT = F37T :

show(Hf Jf(F_1))
(48i\/3Z1 — 48i+/3Z5 + 2887273, 46087375 — 460871Z3)

F 2= (Hf J{(F _1)[0])/(—48 « I — sqrt(3))).expand()
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show(F _2.simplify full())

2i\/37272 + 71 + 75

F 3= ((Hf J{(F_1)[1])/4608).expand()
show(F _3.simplify full())

7379 — 7175

OCTAEDRE
e Calcul de Fi o :

F 1= (Z2%Z1 % (Z1 — 72)  (Z1 + 22) % (Z1 + I * 72) * (Z1 — I % Z2)).simplify _full()
show(F 1)

7879 — 7175

e Calcul de HF o = Fop et de JF1 0 = F30 :

show(Hf Jf(F 1))
(—2578 — 3507174 — 2578, 200Z1? — 66007573 — 6600Z{Z5 + 200Z1?)

F 2= ((Hf Jf(F _1)[0])/(—25)).expand()
show(F _2.simplify full())

78 + 147474 + 78

F 3= ((Hf Jf(F_1)[1])/200).expand()
show(F _3.simplify full())

732 — 337373 — 337475 + 732

ICOSAEDRE
e Calcul de Fi 1 :

g=1/2%sqrt(5) —1/2

h= —1/2 % sqrt(5) — 1/2

L= [(Z1 — exp((2* pi*ix])/5) * g« Z2) for j in range (5)]
M= prod(L).simplify _full()

show (M)

K= [(Z1 — exp((2* pi*xix*j)/5) « h * Z2) for j in range (5)]
N= prod(K).simplify _full()

show(N)

—3(5v56 —11)Z5 + Z3
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S(5v5 +11)Z5 + 23

F 1= (Z1%72%MxN).simplify full()
show(F 1)

717y + 112578 — 7,711

e Calcul de HFL[ = FQ’[ et de JFL] = Fg?[ .

show(Hf Jf(F 1))

(—121732° + 27588Z1°7Z5 — 59774719710 — 2758873747 — 12173°, 2420Z3° + 1263240Z3°Z3 —
24212100Z2071° — 2421210071°73° — 1263240Z372° + 2420Z3°)

F 2= (Hf _J{(F _1)[0])/(—121)).expand()
show(F _2.simplify full())

730 — 22871573 + 494710710 4 2287373 + 730

F 3= (Hf_J{(F_1)[1])/2420).expand()

show(F _3.simplify full())

730 4 52273735 — 1000522°Z3° — 10005210710 — 5227373° + 73°
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calculs

Dans cette annexe, on donne quelques exemples de calculs de liens que 1'on peut établir entre les
différentes fonctions orbitales.

e Lien F37T/F17T et F27T :

F1T = Z1* — 2 % T x sqrt(3) * Z12 % 722 + 72*
F2T = Z1% + 2 % T« sqrt(3) = Z12 % 722 + 72*

(F1T % F2T).expand().show()
78 + 147373 + 78

(H(F3T)/(—25)).expand().show()
78 + 147374 + 78

On a donc bien : ‘HFg’T = FLT.Fg’T.‘

Lien HF27T/F17T .

(H(F2T)/(48 % I % sqrt(3))).expand().show()
—2i\/373%9 + 7} + 74

On a donc bien ‘ HFy 7 = Fi 7. ‘

Lien JF27T/F37T .

(J(F2T)/4608).expand ().show()
7879 — 7175

F3T = (Z1 % Z2 * (Z1* — Z2%)).show()
(23 — 73)71Z2

On a donc bien

Lien HF270/F170 :

F20 = 718 + 14 % Z1%* % 724 + 728
(H(F20)/9408).expand ().show()

119
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71073 — 27878 + 737"

(F3T?).expand().show()
21973 — 272875 + 7373°

On a donc bien | HFy o = Fﬁo.

Lien HFQ}[/FL[ .

var('Z1 727)

(Z1,72)

def H(F) :
D11=(F.diff(Z1)).diff(Z1)
D22 (F.diff(Z2)).diff(Z2)
D12=(F.diff(Z1)).diff(Z2)
D21=(F.diff(Z12)).diff(Z1)

H=matrix(2,2,|[D11,D12,D21,D22])
HF=det(H)
return HF
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F21=7120 — 228 % 7115 % 725 + 494 x 7110 % 7210 4 998 x 71° % 7215 4 7220

(H(F2I)3).expand().show/()

73373 + 337378 + 360ZPZL3 + 1265215738 —

F1I=Z11 %« 72 + 11 % xZ16 % 726 —
((F1I)3).expand().show()

23373 + 3323385 + 36021375 + 1265213 75° —

On a donc bien | HF ; = F13,1-

360Z1°Z3° + 33ZY75° — 7373°

360Z1%73% + 332323° — 7373°
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I11.4.3 Voyage entre trois mondes

Vous l'avez remarqué, depuis le début nous créons des ponts entre des groupes et les ensembles sur
lesquels ils agissent. Le but de cette annexe est de lister les avantages qu’il y a & passer d'un groupe
& un autre.

SO3(R)

Le groupe SO3(R) agit sur la sphére S2.

Le monde de la sphére est celui dans lequel nous sommes le plus & ’aise puisque c’est ici qu’on fait
de la géométrie euclidienne. Alors bien str, c’est joli, mais aussi pratique puisqu’on exprime
facilement nos rotations.

[PSLy(C) et PSU,(C)|

PSLy(C) agit sur le plan complexe P!(C), on travaille donc dans le monde projectif. Et puisque
PSLy s’injecte dans C(z), nous avons comme outil puissant la théorie de Galois grace a laquelle nous
allons résoudre des équations.

Faisons maintenant quelques rappels sur les corps et donnons des propriétés importantes.

Rappel 4. Soit K C L une extension de corps et a € L.
On considére :

et on étudie son noyau.

e ler cas : Ker(evy) = {fta,x} OU fiox est le polynome minimal de o.
Alors :
K(a) : K] = deg(pa) < +00 = Kla] ~ K(a).

On dit que «a est algébrique sur K.

e 2eme cas : Ker(ev,) = {0}.
Alors :

K(a) : K] = o0 = Kz[za] C ngoz)
KX] < K(X)

On dit que « est transcendant sur K.

Voyons des propriétés importantes (ces résultats ont d’ailleurs été déja annoncés dans la partie
[11.3; ici, nous nous attachons a détailler leur preuve) :
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Proposition II1.4.1. Soit f = g € C(X), P et Q premiers entre euz et f non constante sur C(X).
Alors [C(X) : C(f)] = max(deg(P);deg(Q)).

Démonstration. Dans toute la démonstration, K = C(f).
On va effectuer plusieurs étapes.

1. Trouver un polynéme qui annule z, afin d’avoir [K(z) : K] < +oc0.

Trouvons S € K[X] qui annule z : compte tenu l'expression de f, posons :
S(X) = Q(X)f(2) — P(X).
On aura alors S annule z — z est algébrique sur K

= [K(2) : K] = [C(f)(2) : C(f)] < deg(5)

Etudions le degré de S :
Onnote: Q(X)=X%+a, 1 X7 +..+ap, q=deg(Q)
P(X)=XP+by 1 XP +..4+by, p=deg(P)

aqf(z) X1 ,sig>p
Donc le terme dominant de f est : ¢ (aqgf(2) —bp)X? ,sig=p
bp X? ,Sip>q

b
On a: agf(z) — by # 0 car sinon f(z) = -2, or f est supposée non constante.
q

Donc on en déduit que : deg(S) = max(deg(P), deg(Q)) et donc

[C(f)(2) : C(f)] < max(p, q).
2. Montrer que S est irréductible sur K.

Montrons que C(Y) ~ C(f) :
Pour cela, on étudie :
CY) — C(f)
F — Fof
Surjectivité : elle est directe, puisque I'on a C(f) = {R(f); R € C(Y)}. Ainsi, R(f) € C(f)
est I'image du polynéme R € C(Y') (Captain Obvious!).
Injectivité : on note : ' =cy+c1Y + ... + LYk

Fof=0 < cotarf+..+eff=0
— CoQk—i-Cle*l—l—...—i-ckPk =0
— Q@ '+ c1QF 24 .. 4 cpy) = —1. PF
= QP
= f e Clz]
.

F' = 0 pour des raisons de degré

Montrons que Q(X)Y — P(X) est irréductible dans C(Y) :

Rappelons tout d’abord le résultat suivant :

Théoréme I11.4.2. Soit A un anneau factoriel. Alors, les irréductibles de A[X] sont les
irréductibles de Frac(A)[X] de contenu 1.
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Le polynome Q(X)Y — P(X) est de degré 1 en Y, donc il est irréductible dans C(X)[Y].

De plus, P et () sont premiers entre eux donc il n’existe pas de polyndéme en X qui divise
Q(X)Y — P(X), cela revient a dire que le contenu de Q(X)Y — P(X) dans C(X)[Y] est égal a
1. Comme C(X) est factoriel, le théoréme s’applique, et on a que Q(X)Y — P(X) est
irréductible dans C[X][Y].

De plus, C[X][Y] = C[Y][X]; on a donc que Q(X)Y — P(X) est irréductible dans C[Y][X],
donc dans C(Y)[X] .

On vient donc de démontrer que S = i, ¢, donc

[C(2) : C(f)(2)] = max(deg(P), deg(Q)).-

Passons a I’étude du groupe PSLy(C).
Rappel 5. On a PGL,(K) K)/Z(K), ou Z(K) est le groupe des homothéties.

Remarquons tout d’ abord que PSLy(C) =~ PGL2(C) car C est algébriquement clos, voir les

remarques [V.1.2] et [V.1.3]

On va etudler des proprletes de PGL2(C).

Proposition I11.4.3. Le groupe PGLo(C) agit de fagon 3-simplement transitive sur P1(C).
Reformulons cela avec des droites :

Soit (D1, Do, D3) et (D}, Db, D%) deux triplets de droites distinctes deuz a deuz dans C2. Alors,
319 € PGLy(C); g(D;) = D, i=1,2,3.

Démonstration. On note Dy = Cfi, Dy = Cfs, et D3 = Cf3, avec fi, resp. fa, resp. f3, un vecteur
directeur de la droite Dy, resp. Dg, resp. D3. Comme D; et Do sont distinctes, (f1, f2) forme une
base de C?; le vecteur f3 se décompose alors dans cette base : f3 = A1 fi + Aafa, avec A\, Ao # 0, car
D3 est distincte de Dy et de Ds.

On pose : e1 := A1 f1, et ea := Aafa; on a alors Dy = Cey, Dy = Cey (car A1, A2 # 0), et

Dg = (C(el + 62).

On considére maintenant D} = Cuy, D) = Cug et D = Cug. Puisque D} # D5, (u1,u2) forme une
base de C? dans laquelle on exprime ug = B1u; + Bous.

Si g convient, il envoie une base sur une base donc :

g(ei) = oyuy, i=1,2.

On a donc g(D3) = Dj,.

3
Ainsion a g(e1) = aiug
9(62) = QU2
gles) = gler+e2)

g(e1) + g(e2)
=  o1u] + au2
afrur + afrug
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9(D3) = Dy

- a1, (o) est proportionnel & ,
g(e1 + e2) = agug + aguz } (a1, a2) est prop (B1, B2)

—> ¢ est déterminé de fagon unique & une constante prés.

Proposition III.4.4. PGLy(C) ~ Autc(C(X))

Démonstration. Considérons :

¢:  GLy(C) — Aute(C(X))

A:(‘C‘ Z) - di:  CX) —  CX)
1 = ()

On étudie ¢ :
Morphisme : ¢ vérifie p(AB) = ¢(A)p(B).

Noyau : Soit <OCL Z) € Ker(¢),

a= A\

b=
<

C =

d=\

Donc Ker(¢) = Hom( GL3(C)).

On a alors le diagramme suivant, en quotientant par le noyau :

GLo(C) % Aute(C(X)) ot &: PGLy(C) < Aute (C(X))
® a b aX +b
v 7 [c d] ~ <f(X>'_>f<cX+d>

PGL»(C)
On étudie maintenant ®4 € Aut(C(X)) :
On a que X est un générateur de C(X), donc ® 4 est détérminé par ®4(X) = aj((——ii—_fl'

c
aX +b . _ faX +b\1 o

Donc Im(®4) = C(cX —|—d>' Dapres [[I11.4.1} on a : {(C(X) : (C(CX —|—d>] =1 et ainsi ® est un

isomorphisme de groupes donc

PGL3(C) ~ Autc (C(X))
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SLs(C) et SU(C)|

SL2(C) agit sur C[Z;, Z3].
Dans C[Z1, Z5], oo est une droite comme les autres et C[Z, Z3| a 'avantage d’étre factoriel.
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Chapitre IV

Inversion des fonctions invariantes

Il est toujours bon de faire un point sur ce que ’on vient de faire, et ou cela doit nous mener. Alors
faisons un petit récapitulatif.
Nous avons I' sous-groupe fini de SO3(R). Ce groupe crée des I'-orbites, et notre motivation de
départ était de coller une étiquette sur ces orbites.
Puisque :

SO3(R) ~ PSU,(C) € PGL2(C) = Autc ((C(z)),

nous avons traduit ce probléme en la recherche de fonctions fr qui ont la propriété d’étre
I-invariantes.
Le résultat :

C(2)" = C(fr) C C(z)

a restreint le probléme en la recherche d’une seule fonction I'-invariante, génératrice du corps des
invariants, qui soit constante sur les droites associées aux orbites.

En résumé : a chaque orbite correspond une valeur de fr; c’est I’étiquetage des orbites.
Maintenant, nous voulons, & partir d’'une étiquette, retrouver 'orbite ; autrement dit, nous voulons
résoudre 1’équation suivante :

fr(z)=w

IV.1 Cas non-icosaédral

Nous allons, dans cette partie, nous pencher sur le cas non-icosaédral ; on cherche ici & résoudre
I’équation associée a I'octaédre :

fo(z) = w.

C’est une équation de degré 24 (c’est I'ordre du groupe du cube, &4). La clef pour résoudre cette
équation repose sur le résultat qui suit.

Proposition IV.1.1. On a
024D2 <1FT<1F0.

127
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Rappel 6. Nous rappelons que le cube et 'octaédre sont duaux, et donc I'c ~ I'p.

Démonstration. Allons-y étape par étape.

Puisque I'p ~ I'¢, nous allons montrer que I'r < T'¢.

Pour cela, souvenons-nous de ce qui a été fait dans la partie [I.1.2] Nous avions deux tétraédres T’y
et T_ inscrits dans un cube, et le groupe du cube permute ces deux tétraédres. Nous avons donc :

1 —Tr~A —To = 6{T,, T} =6, — 1

Donc I'p est d’indice 2 dans I'c.
D’ou :

Considérons le groupe de Klein dans SO3(R) :

100 -1 0 0 ~10 0 1 0 0
vi=<¢l0o 1 0|,[0o -1 0],l0 1 of,l0o -1 o
00 1 0 0 1 0 0 -1 0 0 -1

Donc Vj est isomorphe & Ds. On peut d’ailleurs remarquer que, si I’on considére les axes passant par
les milieux d’arétes opposées dans le tétraédre, alors D5 est le stabilisateur de ces axes; I’écriture
des éléments du stabilisateur dans la base formée par les vecteurs directeurs de ces axes permet de
retrouver ’ensemble décrit ci-dessus.

De plus, on a que I'p >~ Ay, et Vy <2y.

Donc :

On sait que Cy est d’indice 2 dans D».

Donc :

De cette chaine nous déduisons :
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C(2)'" = C(fr)

C(z)Fe = C(fo)

On veut résoudre fo(z) = w, autrement dit, on veut trouver z. En regardant la suite d’extensions
précédente, cela revient & partir de fo et arriver & z. Ceci se fait en plusieurs étapes.

Exprimer fr en fonction de fp

L’idée est de commencer par trouver le polynéme minimal de fr sur C(fp) de degré
[C(fr) : C(fo)] = 2.
Fyr Fo

R 1 Fp = t Fp = .
appelons que : Frr FiT et Fp 108Fﬁ0

Nous avons aussi les relations suivantes :

Firo =Fsp
o = F12,TF2,T ,
Fs— F
F32T _ 2,T . 1,T
’ 12iv/3
On bidouille maintenant I’expression de Fp :
F Fyr
° T 108F},
FPrF3
108F§{T
R FR (1213
108(F23j — F3.)?
—AFP Fyp
- F3 2
E 16 T( 23;T o 1)
Y i
_ —Afr
~ (Pr—1)?
On obtient aprés déshomogénisation :
—4fp
fo= /
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On pose fo = w et aprés quelques manipulations nous trouvons :

1
Ppygo(Tow) = T2 4 (= = 2) T+ 1.

w

Le polynéme Py, /s, admet comme solutions deux racines qui donnent I'expression de fr en
fonction de w.

Exprimer fp, en fonction de fr

Comme précédemment, nous allons chercher PfD2 /fr> 1e polyndome minimal de fp, dans C(fr) de
degré [C(fp,) : C(fr)] = 3.

L’idée est encore de trouver R une fraction rationnelle telle que fr = R(fp,). Ce qui suit donne
I'impression que tout tombe du ciel, mais ’explication détaillée de 1'utilisation de la constante (3 se
trouve dans ’annexe [V.3.1l

Nous remarquons que :

(22 +1)? 1 V3 ) (22 +1)2 1 V3
oot G =g+ (-5+i5) e fn+@ =T+ (-5-i5)
2 2iv322 41 2 —2iv322 41

N 422 N 422

Ainsi, nous obtenons :
fD, + (3 )3

fr= (fD2 + (3

On pose fr = w’ pour obtenir :

Py, 5 (Tow') = (w' = D)T% + 3(w'(§ — G)T? + 3(w'G — )T + (w' — 1),

Exprimer fc, en fonction de fp,

Les calculs sont plus directs :
(22 +1)?
fpa ="y
(fCQ + 1)2

dfc,

Nous en déduisons, en posant fp, = w” :

Pie, /fp, (Tyw”) = T? 4+ (2 — 4w”)T + 1.

Exprimer z en fonction de f¢,

"
On a fc, = 22 donc en posant fo, = w , nous obtenons :

"

PZ/fCQ(T?w”,) _ T2 —w .
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Principe de l’inversion

Nous rappelons le probléme : nous voulons résoudre fo(zp) = w et par une grande chaine de
I’amitié, nous allons pouvoir faire le lien entre fo et zg :

fo(z0) 2 fr(z0) 25 1o, (20) 5 feu(z0) 2 2

dont voici les étapes :

(1) : Trouver w' une racine de Py 5, qui s’exprime en fonction de w, ainsi fr(z0) = w';

2) : Trouver w” une racine de P ui s’exprime en fonction de w', et ainsi fp,(z0) = w” ;
fpy/fr 4 P ) 2 ;

"

(2) :
(3) : Trouver w"" une racine de Pf02 /fp, dui s’exrpime en fonction de w”, et ainsi fo,(z0) =w
(4) :

!

. . . . 12
Trouver zy une racine de P, fe, qui s’exprime en fonction de w .
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IV.2 Cas icosaédral

Passons au cas icosaédral. Cette fois-ci, il s’agit de résoudre une équation de degré 60 :

f1(z) = w,
F§,
ot, on le rappelle, la fonction fr est égale a fr =1 — —_———, voir [II1.3| Le schéma est alors le
1728F7
suivant :
C(2)
60

C(z)'" =C(f1)

On rappelle que I'; est vu en projectif ; c’est en fait ®(I'7), 'image I'; par I'isomorphisme ®, voir la

partie [[.1]

SIMPLIFICATION DU PROBLEME : MERCI TETRAEDRE !

Comme dans la partie on va chercher a simplifier le probléme, en ajoutant une étape entre le
passage de C(fr) et C(z); seulement voila, il s’agit ici de manipuler le groupe I'; ~ 25, soit : un
groupe simple. L’espoir fait peut-étre vivre, mais en tout cas, il ne nous donnera pas de
sous-groupes distingués non triviaux de 25 pour nous aider a simplifier la situation.

Heureusement, la géométrie est notre amie : on peut se servir du fait que, dans 'icosaédre, on a 5
tétraedres inscrits (dont, on le rappelle, les sommets sont les centres de face de l'icosaédre).

On va fixer notre étude sur un tétraédre parmi les 5; I’heureux gagnant est, en toute logique, le
tétraeédre p(T'), avec p la rotation permettant de pivoter la configuration d’or de 'icosaédre,
d’expression

1 1 'q
R — : € PSU,(C),

ot v := tan(§), et a = arctan(g), g racine positive de I’équation 22+ 2 —1 =0, revoir la partie m

Notations. Dans la suite, on notera p(T) =: T".

Revenons un instant sur la figure [[I.16]; mais en faisant en plus apparaitre les points p, g et z tels
qu’on les avait définis sur la figure :
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%‘%

FI1GURE IV.1 — Sommets du tétraédre inscrit dans l'icosaédre projectivisé

Le point p correspondait a un sommet du tétraédre T” projectivisé, ¢ était son conjugué, et
correspondait & un centre de face de 77 (en tant que sommet du contre-tétraédre), et z un milieu
d’aréte. On fait en sorte de placer z sur I'axe des réels (tout cela nous servira plus tard dans cette
section) :

Proposition IV.2.1. On a 'y = polpop~t.

Démonstration. Rappelons-nous que I'v (ou de n’importe quel solide platonicien) désigne le
groupe d’isométries positives de T”. Ainsi, pour vérifier I’égalité de la proposition, il suffit de calculer

polrop (T")=poTrop ' (p(T)) = polr(T)
=p(T)
0

C’est ce que I'on souhaitait démontrer.

Un autre résultat qui découle facilement de cette premiére propriété est le suivant :

Proposition IV.2.2. On a frr = frop™t, avec fr présentée dans la partie|lIl.5

Démonstration. On voit bien que ces deux fonctions ont les mémes zéros : p(T) = T". 11 suffit
donc de vérifier que frr = fr o p~! est bien I'zv-invariante. Soit v € I'zv, et soit alors y7 € I'r tel
que v = po~yrop L, d’aprés la proposition [[V.2.1
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frroy=fropto(poyrop™)
= froyrop™
= frop™
= fr.

A présent, que faire de ce groupe I't 7 Ce que 'on souhaitait obtenir, ¢’était un sous-groupe de I'y,
de sorte & ce que l'on puisse ajouter une étape a notre résolution d’équations de degré 60 ; eh bien,
ce sous-groupe, c’est 'y !

Pour le voir, il suffit d’étudier le résultat suivant :

Proposition IV.2.3. On a 'y = Stabr, (T7).

Démonstration. On procéde par double inclusion. L’inclusion inverse est claire : les éléments de
Stabr, (T’ ) sont des isométries positives qui stabilisent T”.
Pour I'autre inclusion, on utilise la bijection

F[/StabFI (T’) ~ Opr.

On sait que Porbite de 7”7 a 5 éléments (les 5 tétraddres inscrits dans l'icosaeédre), et que |I';| = 60;
on a donc [Stabr, (T”)] = 12 = [['p|.
D’ou I’égalité entre les deux groupes demandée. o

Ainsi : Si w € C(z) est I'j-invariant, alors il est aussi I'7-invariant.

Notre résolution d’équation va maintenant se scinder en deux parties :
C(z)
12

(C(Z)FT’

5

C(z)r

ou encore :
C(2)
12

C(fr)

C(fr)
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La premiére étape de résolution du probléme, a savoir I’extension de degré 12, correspond en fait a
la section précédente [V.I] qui a déja été résolue. On va alors s’intéresser a la résolution de
I’extension de degré 5.

Le probléme consiste donc maintenant en la recherche du polynéme minimal, P, de fps sur C(f7).

Remarque 1V.2.4. Un petit moyen mnémotechnique concernant les extensions de corps, et la
résolutions d’équations : montrer, c’est chercher des racines; descendre, c’est chercher des
expressions rationnelles.

Avant de pouvoir s’intéresser directement & f7v, on va passer par ’étude des fonctions
semi-invariantes F; 7+, i = 1,2 ou 3 (puisque que frv est par définition un quotient de telles
fonctions, cette démarche a du sens).

Nous, ce que 'on a dans notre panier, ce sont les fonctions semi-invariantes Fy 7, For et F3 7,
calculées dans la sous-section Penchons-nous dans la suite sur la fonction Fj 7.

ETUDE DE F3,T’

Invariance

La fonction F3 7 est la fonction associée a 'orbite des milieux d’arétes du tétraedre, ceux-ci sont des
zéros de multiplicité 2, puisque fixés par des éléments de 2[4 d’ordre 2 (les retournements par
rapport aux bimédianes du tétracdre, voir la référence hédoniste [I]). Ainsi, la fonction Fj, est une
forme orbitale pleine. D’apreés le théoréeme [[11.2:24] elle se décompose en une combinaison linéaire
des formes orbitales FﬁT et FgT :

F327T=(LF13,T+[)F23’T

Notons maintenant x le caractére associ¢ & F3 7 ; montrons que ce caractére est trivial. On rappelle
que le groupe que l'on considére ici est I'r, soit 2y.

Pour commencer, on a le résultat suivant :

Proposition IV.2.5. Le groupe des caracteéres de Uy est Z/3Z.

Démonstration. On va dans cette preuve utiliser les groupes dérivés, qui sont, on le rappelle, les
plus petits sous-groupes engendrés par les commutateurs.
On cherche & déterminer des caractéres, c’est-ad-dire des morphismes de A4 — C*.

Dans le cadre général, quand on prend ¢ un morphisme entre deux groupes G et G/ : G -2 G/, on a
que ¢ envoie également le groupe dérivé de G, D(G), sur le groupe dérivé de G, D(G’)D

Dans le cas ou G’ est un groupe abélien, on a que son groupe dérivé D(G’) est trivial ; on obtient
donc un morphisme D(G) % {e}. Autrement dit, D(G) est envoyé sur {e} par ¢, d’o le passage
au quotient :

1. On dit alors que D est un foncteur.
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7
e
7
e
e

G/D(G)

Ainsi, dans le cas o G = 2y, et G’ = C, on obtient un morphisme

Ay C*

7
-
-
-
e

G/D()

De plus, D(204) = V4, le groupe de Klein. En effet, on considére le quotient 24/V} : Vy étant distingué
dans 24, le quotient a une structure de groupe, il est de cardinal 3, il est donc cyclique, donc
abélien ; on a alors, par définition du groupe dérivé, D(4) C Vj. Le groupe dérivé d’un groupe étant
un sous-groupe distingué dans ce groupe, on a que D(2l4) est distingué dans 24, et inclus dans Vy;
comme les seuls sous-groupes distingués de 24 sont {e}, Vj et 24, on en déduit que D(44) = {e} ou
V4. Comme A4 n’est pas abélien, son groupe dérivé ne saurait étre trivial. D’ou le résultat attendu.

On obtient finalement le morphisme
7)37 = Ay /Vy — C*.

On a donc bien montré que le groupe des caractéres de 2l est Z/37Z.

On sait donc que x est d’ordre 3, par le théoréme de Lagrange.
Soit maintenant v € I'r, on a d’une part

Firoy=x*(7)- Fir,
et d’autre part,

ngTO’y:a-Ff”Toy—i—b-Fg”Toy
=1
3 3 3 3
=a-xX"(V)Fir+b-x"(v) Fyr
=1
—a-Flp+b- Fp

En regroupant ces deux égalités, et en utilisant le fait que x est d’ordre 3, on obtient

X2 = Xtriv
3 _
X - XtI‘iV7

et donc :

w

_X _
X = =5 = Xtriv-
X
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Finalement, on a F3 7 qui est une fonction orbitale semi-invariante, et de caractére trivial : F3 7 est
alors invariante !

Quel est le lien avec Fj 77 ? Ce sont les propositions [[V.2.1) et [V.2.2]: de cette derniére proposition,
on tire : Fyp = F3 ;) = F3 10 p~ L et de la premiére, on en déduit que tout élément de I'zv s’écrit
v =poyopt otyely.

De cela, on en déduit le calcul suivant :

Fypion = (Fyrop ')o(poyop™)
= (F37T o 7) opt
=Fypop !
= Fy .

Autrement dit :

Proposition 1V.2.6. F3 7 est également I'r/-invariante.

En d’autres termes, cela signifie que

F3 7 € C(frr).

On a donc trouvé une fonction qui est dans C(f7v), on va trouver son polynéme minimal, et ensuite
le relier & celui de la fonction qui nous intéressait au départ, fr.
Mais, avant toute chose, il faudrait calculer cette fameuse fonction F3 ...

Calcul effectif de la fonction F5 1
Le schéma de calcul est simple :

1. On connait Fy 7 (voir [lI1.2.2) ; on peut donc connaitre Fy 7+ = Fy 1o p~ L
2. On en déduit alors F3 7 = JFy 7.

Apreés un calcul via SAGE, on trouve :

Py =28+ 2257y — 52173 — 52373 — 22,73 + 7§

Calcul du polynome minimal de F5 7

On veut construire, dans un premier temps, le polynéme minimal de F3 7+ sur C(f7), ou au moins
un polynome annulateur de degré 5. On va chercher ce que 'on appelle sa résolvante.

Soit I'extension de corps
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A priori, cette extension n’est pas galoisienne. On considére alors la sur-extension

L

K
k

de sorte que Iextension [L : k] soit galoisienne. On note G = Gal(L, k) le groupe de Galois
correspondant, et H le groupe associé a I'extension [K, k]. On a l'inclusion H C G. A noter que,
comme H n’est pas distingué dans G, alors G / H n’est pas un groupe.

Par construction, H agit trivialement sur K. Notons alors r;, 1 < i < n les représentants des classes
G / H dans G. On appelle alors résolvante de t € K, le polynéme

n

Ri(X) = [[(X = ri#))

i=1

Remarque 1V.2.7. Difficile de ne pas penser au polynéme minimal de ¢; en fait, si le cardinal de
I'ensemble {r;(t); Vi} est égal au cardinal de G / H, alors, la résolvante est égale au polynéme
minimal de ¢.

Revenons a F3 7+ ; sa résolvante va étre de la forme

Rp, ., (X)=][(X - g.Fs1),
ot g est dans I'7, et parcourt I'ensemble des représentants de l'orbite de Fj 7.

Plus précisément, quelle est cette orbite, et quels sont ses représentants ?

Déja, on peut préciser ce que désigne ce "g.F3 " ;on a g.F3 7 = F3 10 g = F3 g(17)- Ainsi,
lorbite de F5 7/ va étre constituée des fonctions associées aux g(71”); pour comprendre qui sont ces
g(T"), il convient donc a présent d’étudier 1'action de I'; sur l'icosaédre.

En fait, le groupe I'; agit transitivement sur les 5 tétraédres inscrits dans 'icosaédre (ben oui,
puisqu’il agit sur ses drapeaux de maniére transitive, voir la définition , et le stabilisateur
d’un tétraedre sous cette action est bien str son groupe d’isométries positives, 24.

On a donc la bijection

I'r/24 ~ {Ensemble des 5 tétracdres}.

Donc, en désignant par r;, 0 <i < 4 les représentants de I'; /24, on voit que les éléments dans
I'orbite de F3 7+ vont étre de la forme F5 7+ o r*; la résolvante est alors égale a :

4

RF37T,(X) = H(X — F3,T’ [e) T'i),
=0

C’est un polyndéme de degré 5, unitaire, de la forme :
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Rp, (X)) = X° + a1 X* + ae X® + a3 X7 + a4 X + a5.

Comme par construction, R est stable par I'7, ses coeffcients a; sont dans C(z)I'7. Mieux, comme les
F5 77 or' sont des polynomes et non des fractions rationnelles, les coefficients a; sont dans (C[z]rf .

On utilise & présent le résultat suivant (admis) :

Théoréme IV.2.8. Soit F' une forme invariante. Alors F peut s’écrire comme un produit de
formes orbitales pleines :
F=FF2Fg [ (MF! + 2aF2)™,
A=[A1:2q]

ot 0 <e; <n; pouri=1,2,3, et ex =0 sauf pour un nombre fini de .

Ce résultat va nous permettre de déterminer les a; dans Uexpression de Rp, , : en effet, on sait déja

la forme qu'ils ont, car comme ils sont dans C(2)'?, ils sont I';-invariants, et le théoréme s’applique.
De plus, observons les degrés de chaque facteur (on précise que 1'on travaille avec les fonctions
associées a l'icosaedre) :

Fy est de degré 12; F, de degré 20;  Fj de degré 30; les Fi" et ) de degré 60.

De plus, on remarque, en développant I’écriture de la résolvante sous forme de produits, et en
observant les degrés des coefficients en X*, que

deg (a1) = deg (F3 1) =6
deg (az) = 2deg (F51/) =12

deg (a;) = 6i (ou=0)

Ainsi, les a; sont de degré 67; connaissant leur décomposition en produits de Fy, Fa, F3, F|"* et Fy?,
on va pouvoir en déduire les possibilités de décomposition du degré 6¢ en somme de degrés des
Fi,Fy, F3 et F{"' et F3?, et donc en déduire les possibilités d’écritures des a;, & constante
multiplicative prés.
e Pour a; : il faudrait pouvoir obtenir un degré 6 x 1 = 6 avec des combinaisons linéaires de 12,
20, 30 et 60 : impossible.

a1:().

e Pour asy : il faut obtenir un degré 6 x 2 = 12 avec des combinaisons linéaires de 12, 20, 30 et
60. Seule possibilité : F r, & constante multiplicative pres.

ag = kQFI’[.

e Pour ag : il faudrait obtenir un degré 6 x 3 = 18 avec des combinaisons linéaires de 12, 20, 30
et 60. Impossible.

az = 0.
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e Pour a4 : de méme, pour obtenir 24, la seule possibilité est Fl2 I
_ 2
a/4 - k4F1,I

e Pour a5 : il faut obtenir un degré 6 x 5 = 30 avec des combinaisons linéaires de 12, 20, 30 et
60. Seule possibilité : F3 r, & constante multiplicative pres.

ag = k‘5F3’].

A ce stade, on a

Rpy (X)) = X° + ko Fy 1 X° + kaF 1 X + ks F .

Ne reste plus qu’a déterminer les coefficients ko, k4 et k5.

Pour ce faire, on reprend les données des fonctions F3 7/, Fy 1 et F3 1, et on écrit que, par définition
de R, on a RF&T/(FS,T’) =0.

On voit alors, en écrivant chacune des fonctions en jeu, et en considérant les degrés de chaque
terme, que ko, ky et ks apparaissent dans les coefficients des termes Z3°, resp. Z2°Zy, resp. Z2872.
On trouve que le terme en Z30 est 1+ ks ; celui en Z22Z; est 10 + ko, et enfin celui en Z2Z2 est
—45 + k4.

Comme RF3,T/ (F577) = 0, par identification des coefficients, tous les coefficients doivent étre nuls;
ce qui nous donne le systéme d’équations :

14+k5=0
10+ k=0
—454+ k4 =0
Autrement dit,
ks = —1
ko = —10
ky =45

On a trouvé les coefficients manquants!

Rp, . (X) = X° =10 1 X° +45F7 X — Fy 1|,

De plus, comme Rp, , est unitaire, et de degré 5, soit le degré de I'extension considérée, c’est le
polynéme minimal de F3 7 sur C(f;) : champagne!

DE fr+ A ff : LA GRANDE CHAINE DE L’AMITIE

Le fil du raisonnement de tout ce qui va suivre, c’est, & partir de la fonction fr, remonter & la
fonction fp/. Cela va s’effectuer en plusieurs étapes. Pour ce faire, en fait, on va trouver un autre
générateur du corps C(f+) = C(2)'7’, plus simple & manipuler, et pour qui le polynome minimal
sera également plus simple a calculer. Précisons qu'’il ne s’agit pas tout a fait de F3 7/, qui pourtant
est bien I'pv-invariante.
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Premiére étape : de fr a §

Encore une fois, le but de ce qui va suivre est d’ajouter des étapes dans la construction du polynéme
minimal P.
Posons dés maintenant

- FS,T’-Flz,I
5= ——
Fsr
Cet élément appartient & (C(z)FT’, et 'on vérifie qu’il est racine du polynéme en 1" suivant :
Fp FP Fp
T% =105 )T+ 45( 1) T — (7).
sy 1y Fyp
F3,
De plus, on le rappelle, on a ff = 1 — ——=——. Alors, en posant
plus, on le rapp na fr 1728F15[ 'S, en posan
1
W=— "
1728(1 — fr)

on obtient I’expression de la résolvante de 1’élément § en fonction de W', donc de f7 :

T5 — 10W'T3 + 45W"T — W" |

Ce polyndéme s’appelle la quintic de Brioschi, ou résolvante de Brioschi.

Regardons si ce 3 ne serait pas 1’élément dans C(z)'7" que I’on cherchait pour simplifier le probléme.
Quel est le degré de §7 Clest, d’apres la proposition [I.4.7] le maximum entre les degrés de
F3,T/-F127[ et I3 r, soit : 30.

Si § engendrait une sous-extension, c’est-a-dire si I'on avait une sous-extension C(3) , alors on
aurait, d’aprés le théoréme de Liiroth, C(8) = C(2)", soit : un sous-groupe I' de I'; d’indice 2 dans
I'; ~ 25 : impossible.

Donc, ce § n’est pas encore tout a fait adapté a notre résolution d’équation.

Deuxiéme étape : de s a 7 : and the winner is...

!
_ 2
2 Iip

W' Fip

F=

Remarque 1V.2.9. On vérifie que le numérateur et le dénominateur n’ont pas de facteur commun :
c’est le cas, puisque par définition de F3 7/ et de Fy j, les zéros de la premiere fonction sont les
milieux d’arétes du tétracdre 17, et les zéros de la fonction Fy ; sont les sommets de 'icosaédre ; tout
va bien, donc.

Cette fois, on vérifie que le degré de 7 est 12.
Comme 7 est, de plus, I'pv invariante, car § l’est, on en déduit que
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C(7) c Cx)'™,
avec [C(7) : C(f1)] = 1; = 5= [C(2)""" : C(f1)]

Ainsi,

C(7) = C(2)'r |

Et voila, on I'a, notre élément dans C(z)"'7" voulu! Et, mieux, comme 7 et f7+ sont tous deux
générateurs de C(2)''7, on en déduit, par la proposition [II1.3.7, qu’il existe une homographie qui

envoie 7 sur frr.

Ainsi, par une grande chaine de I'amitié, on va pouvoir faire le lien tant désiré entre f7v et fr :

o Ghg GLn o

1
1728(1 — f1)°
(2) : Cela se fait en déterminant une racine § de la résolvante de Brioschi :
T2 = 10W'T® + 45W"T — W™
3) : On avait posé 7 = % = Ff[
4) : On passe de 7 & fv par une homographie.

(1) : Cela vient de I'équation W’ =

(
(
L’étude de I'étape (2) se fera dans le chapitre |V|suivant.

DESCRIPTION DE L’ETAPE (4) : EXPRESSION DE L’'HOMOGRAPHIE
Dans ce paragraphe, on va s’attacher & décrire I’homographie qui permettra, une fois calculé 7, de

retomber sur frr.

. . ar +b
Pour 'instant, on sait que fr» = )

cr+d
Rappelons le schéma suivant [[V-2] :
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N

o

FIGURE IV.2 — Sommets du tétraédre inscrit dans l'icosaédre projectivisé

On rappelle que p était un sommet de 7", g un centre de face, z un milieu d’aréte, et p et ¢ avaient

été choisis conjugués : p = Cgl.z, q = (52, et z réel.
On a alors que f7v est, par la proposition I'unique fonction I'z/-invariante vérifiant

fri(p) =00
fri(q) = 0;
fri(z) =1.

Comme on sait que f7v est linéaire fractionnelle en 7, et qu’elle s’annule en 7(¢q), on peut a présent

la considérer sous la forme

o T
T

, . , . IzpE 12 I -
Déterminons d’abord 8. On remarque que, comme § = T’, on a 5(z) =0, et donc
3,1
F2
~ 3,1
7(z) = ——(2) =0.
0= 320
En évaluant alors f7v en z, on trouve
(q)
1=fr(z) =8
B =0 50)

On en déduit
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Ainsi, & ce stade, on a

frv =

I1 ne reste plus qu’a déterminer 7(p) et 7(q), et 'on connaitra pleinement l'expression de f7+ en
fonction de 7.

Pour ce faire, on va faire appel & toutes les formules que I'on établies jusque la.
Déja, on sait que la résolvante de § s’annule en la valeur §, par définition ; ce qui nous donne la
22
S
formule 3° — 10W’3> + 45W'"?5 — W'? = 0. Comme 7 = 7 on divise cette équation par W23, pour
trouver la formule : 72 — 107 + 45 = 1/3.

On éléve cette expression au carré, et on la multiplie par 7 pour trouver :
F(7? — 107 +45)% = 1/W' = 1728(1 — f7).
Pour conclure, il suffit de travailler un peu cette expressionﬂ pour trouver finalement que 7 vérifie
I’équation
(7 — 3)3(7? — 117 + 64) = —1728 7.
On évalue alors 7 en ¢; fr s’annule en ¢ car ¢’est un sommet. On ne peut pas avoir 7(q) — 3 =0,
c’est-a-~dire 7(q) = 3, car si c’était le cas, alors 7(q) serait réel, et donc égal a son conjugué, 7(p) ;

autrement dit, on n’aurait plus aucune différence entre ’orbite des centres de faces, et celle des
sommets, absurde.

Remarque IV.2.10. En tant que générateur de C(f77), 7 est tenu de distinguer les deux orbites, celle
des sommets et celle des centres de faces...

Ainsi, 7(q) vérifie
7(q)* — 117(q) + 64 = 0.

On obtient alors

. 11 4+ 3iv/15

Hg) = ——.
Allez, plus qu’a savoir laquelle des solutions on garde. Il suffit pour cela d’évaluer fr+ et ¥ en une
valeur particuliére, qui soit différente d’un sommet, d’un centre de face ou d’un milieu d’aréte du
tétraédre projectivisé, pour voir que

3 11 — 3iv/15
7(q) = — 5 |

2. Comme l'auteur de 'article [2] le dit si bien & ce moment du texte : "use the relation 1/W’ = 1728(1 — f), and
lots of high school algebra, and... paf! ¢a fait des Chocapics!"...Bon, d’accord, la fin, c’est pas dans 'article...
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En se rappelant que 7(p) est le conjugué de 7(g), on en déduit avec bonheur I’expression compléte
de fr/ en fonction de 7 :

11 + 3iy/15 7 — 1=3/15

I = A 11+32f
11 — 3iv/15
Remarque 1V.2.11. On retiendra donc pour la suite que 7 vaut + sur les centres de faces
11 4+ 3¢v/15
du tétraédre (cette valeur est constante sur l'orbite des centres de faces) ; % sur ses

sommets; et donc 3 sur les autres points quelconques du tétraédre.

DESCRIPTION DE L’ALGORITHME FINAL : RESOLUTION DE f7(z) = w

Résumons chaque étape que nous avons dégagée dans ce qui précéde, en partant de notre probléme
de départ : résoudre I’équation f7(z) = w.
1
1728(1 — fl)
2. On cherche, a 'aide d’une méthode de Newton que nous décrirons dans le chapitre [V], une
racine 5 de I’équation de Brioschi pour ce w’;

=2 - L
3. On pose 7 := S—/, et w’” ::@.%@Z "
w 7(q) 7 —7(p)

4. On résout 'équation f7v(z) = w”, en utilisant le fait que frv = fro p

1. On pose w’

~1 ot fr est connu.
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IV.3 Annexe

IV.3.1 Expression de fr dans C(fp,).

Cette annexe a pour but de montrer que le choix de (3 dans les calculs de la partie n’est pas di
au hasard...

Notations. On adopte les notations suivantes :

St est 'ensemble des sommets du tétraédre ;

Fr est 'ensemble des centres de faces du tétraédre ;
Ar est 'ensemble des milieux d’arétes du tétracdre.

Nous voulons exprimer fr dans C(fp,), c’est-a-dire trouver R fraction rationnelle telle que :
fr = R(fp,), ou R est une fraction rationnelle de degré 3.

Nous avons quelques régles a respecter imposées par fr :

fr(s) =00 Vse Sr

fr(f)=0 VfekFr
fT(a):l Ya € Ap

Notre premiére idée est donc de construire a partir de fp, une fontion semi-invariante qui vaut oo
sur St et 0 sur Frp; c’est a dire une fonction de la forme :

fp, — D, (f)
fpy — fpy(8)’

On se demande alors si le choix de s € St et f € Fr a une importance, ou plutdt, si avant
projection, le choix de p € Sy et de ¢ € Fr a une incidence.
La proposition suivante répond a ce probléme.

s e Sy, f e Fr.

Proposition IV.3.1. Dy agit transitivement sur St et Fr.

Démonstration. Nous savons que 20y ~ V4 < Z / 37.

Or: Ay =Ty, Vi~ Dy et Z/3Z = Cs.

Donc, si on prend s € Sy tel que C5 = Stab(s) et puisque I'r agit transitivement sur Sy, on a :
ST =I.s= (DQC:J,).S = DQ.S

Il en est de méme pour Fr.

La fonction fp, étant invariante, d’aprés la propriété précédente, le choix de ¢ € Fr et p € St
n’importe pas. On choisit donc p et ¢ comme sur la figure [[V.3]; p est un sommet du tétraedre
inscrit dans le cube, et ¢ un centre de face, on peut le voir comme un sommet du contre-tétraédre
(c’est-a-dire l'autre tétraédre que 1'on peut inscrire dans ce méme cube) que 'on aurait normalisé.
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F1GURE IV.3 — Choix des points sur le tétraédre

Posons :

Remarque IV.3.2. Les points p et ¢ sont symétriques par rapport au plan (zOz) donc aprés
(ZQ + 1)2

1.2 est réelle
z

projection stéréographique, 7(p) = ¢’ et w(q) = ¢ sont conjugués. En effet, fp, =

done : ¢ = fp, (w(a)) = fo,(x()) = I, ((p)) = T

fD2_<

Ainsi, =——=——= est de degré 4, vaut 0 sur Fr et co sur St.

Dy —
fp, —¢ )\F2,T

. S, —=C R
pas rempli les conditions sur les milieux d’arétes.

Nous en déduisons :

, nous avons 1’égalité & une constante prés car nous n’avons

On éléve au cube, car nous nous souvenons qu’il faut des formes orbitales pleines, pour obtenir

3
<‘;§z:g> = pfr avec = A3,

Cherchons p et (.
e Calcul de ¢ :
Fy,r s’annule sur S7, donc Fy r(m(p)) = 0 ce qui donne (W(p))4 = 2i\/§(7r(p))2 -1
Ainsi :
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3
On a donc, pufr = (M)

3
_ fDQ + CS
sz + C§
e Calcul de p :

Pour cela, nous allons calculer fp sur Arp.
Soit a = (—1 OO)EAT

m(a) =1= fr W(a>
I, +C3>

fp, (1) +¢3

(146
—( )
_<1+c3 1+<3>
B 11+ G312

+ 203+ (3)°

1
¢3

(
1
Donc

Ainsi :




Chapitre V

Résolution de I’équation de Brioschi

¥

V.1 Introduction a la méthode de Newton, étude du cas cyclique

el
¢
ok

&)

La résolution de ’équation de Brioschi repose sur la méthode de Newton.

V.1.1 La méthode de Newton

Le probléme est le suivant : on cherche & résoudre une équation du type :

ou f est une fonction polynomiale.

Autrement dit, on cherche a localiser une & une toutes les racines de f. Pour la suite du
raisonnement, appuyons-nous sur ce schéma :

149
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Y=F(tg) x-ty) + fity)

Y

/ t tO

y=f(x)

FIGURE V.1 — Illustration de la méthode de Newton

Déja, premiére remarque évidente : les racines de f sont les intersections du graphe de f avec 'axe
des abscisses. On va donc chercher a s’approcher de ces points. Pour ce faire, on choisit un point ¢
"assez proche" de la racine cherchée, & condition que 'image de ce point par la dérivée de f ne soit
pas nulle, c’est-a-dire f’(t9) # 0.

On trace ensuite la tangente a la courbe y = f(z) en ty; cette tangente a pour équation

y = f(to) + f'(to)(z — to),

et elle coupe 'axe des abscisses en le point 1 ; ce point vérifie donc, d’aprés ’équation de la
tangente ci-dessus,

f(to)
f'(to)
Et on recommence le processus...On voit donc apparaitre une fonction récursive ; la fonction

A
W=t 5

donc dans la suite apparaitre des fonctions de type ¢g¥, k € N.

ty =ty —

. Recommencer, c’est-a-dire appliquer plusieurs fois la fonction récursive ; on verra
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Seulement, voila : on a quand méme fait un choix pour #gy...Comment le choisir 7 Dans quel
ensemble 7

On veut choisir ¢y dans un ouvert qui ait une certaine légitimité algébrique. On va choisir la
topologie de Zariski sur 'espace K" : une base d’ouverts pour cette topologie, et pour un polynéme
ﬁXéEL est I’ensemble des

Up ={z € K"; P(x) # 0}.

Ainsi, dans K, un ouvert correspondra a K\{un nombre fini de points}; c’est dans ce type d’ouverts
que nous travaillerons. Nous n’en dirons pas davantage sur la construction de ces ouverts, certes
intéressante, mais qui sort un peu du cadre de notre étude.

V.1.2 Etude d’un exemple emblématique : le cas cyclique

On va dans cette partie étudier la résolution du probléme dans le cas cyclique. On a
I' = C,, € PSLa(C). On cherche a résoudre I’équation de degré n :

P =w, weC.
Le polynéme considéré est le suivant :
Py,(T)=T" — w.

On commence par lui associer la fonction récursive, comme ci-dessus :

™" —-—w (n—-1D)T"+w
q(T) =T~ nTn—1 - nTn—1 :

On cherche un procédé général pour calculer toutes les racines n-iémes de w, ot w est fixé dans C.
On va commencer par transformer w en une variable WE|; la fonction ¢ devient alors

(n—1)T" + W
nTnfl ’

Fw(T) =
qui est une fonction appartenant a C(W)(T") E|

La premiére étape, dans I’étude de cette fonction itérative, va étre de remarquer que, via une
transformation homographique, on peut ramener 1’étude & des fonctions indépendantes de w ;
autrement dit, le probléme T™ = w peut se ramener au probléme uniformisé 7" = 1.

Cette homographie, c’est ¢ :
1
= 0 t
= z . —
O, : [0 1] it ~

1. Encore faut-il trouver, pour chacun de nos exemples, le polynéme adapté...

2. On voit ici toute la beauté de 1'algébre en oeuvre dans ce raisonnement : & la fin, on spécialisera en le complexe
w, mais avant, on en fait une indéterminée, afin de pouvoir considérer des corps, des extensions de Galois comme on le
verra plus loin...En bref, reculer pour mieux spécialiser.

3. Petite remarque en passant : pour en revenir aux ouverts de Zariski, comme on voit bien qu’avec une telle
définition pour Fyw, I'image de 0 n’est pas définie, on sait donc déja que le polynéme P utilisé pour définir la base
d’ouverts doit avoir 0 comme racine...
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En effet, si I'on calcule tout d’abord P, o ¢!, on trouve
Pyo¢,t(t) = 2" —w = w(t" — 1),

ce qui montre que Py, o ¢! et P = T™ — 1 ont les mémes racines.

Cela suggere 'utilisation de fonctions récursives uniformisées, c’est-a-dire I'étude de F' |yy=1 (que
I'on notera plus simplement F;, ou méme F') au lieu de Fyy, via la transformation ¢z o Fyy o d)%l
(attention, la encore, on a transformé z en une indéterminée Z), puisque

1(n-1)(TZ)"+W _ W((n—1)T"+1)

-1 _
¢0z0Fwedy = e WnTn—1

= F |y .

Avec spécialisation en W = w, cela donne le méme calcul :

¢ZOQwO¢z_1 =dq1.

Ce sont les bonnes fonctions a considérer car, comme on ’a dit précédemment, pour trouver toutes
les n racines, on va avoir besoin d’appliquer n fois ces fonctions récursives, autrement dit, de
manipuler (¢Z o Fy o qﬁ}l)". Or, on a

F'=(¢z0Fwog,)" = (pz0 Fwod,')(pz0 Fiwod,') - (dz 0 Fwody')

n fois

=¢zo0Fjyod, .

Donc appliquer n fois £}, ou n fois Fyy, c’est du pareil au méme.

Petit point de vocabulaire.
Notations. (qu)w et (Fyw)w définissent une famille d’itérations. On a
F:C\{0} — C(T)
wr— F |w=w= qu
De plus, le fait d’avoir ¢z o Fyy o gb}l = F' |w=1 donne une famille rigide d’itérations.

Passer de (qu)w & (Fw)w, c'est relever la famille (g )q-

Toutes les bases sont maintenant jetées pour pouvoir entrer au coeur des calculs.

SCHEMA DE L’ETUDE

Nous, ce que 'on veut, c’est résoudre une équation du type f(I) = 0.

Appelons F' la fonction récursive associée & f; la méthode de Newton consiste & voir [ comme une
limite de la fonction récursive évaluée en un point Iy qui approche [ :

n—-+o0o

Déformons F' via la transformation homographique ¢ ; on a alors, par continuité,
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lim (¢poFod )" (o(lo)) = o( lim F*(ly)) = ¢(I).

n—-+o0o n—-+4o0o

Ainsi, on a que (¢ o Fo¢™1)"(¢(lp)) tend vers un certain I’ tel que : (fo¢~1)(I') = 0.

Le décor est maintenant planté. Revenons & nos fonctions. Le calcul se fait dorénavant dans K(7'),
avec :

K:=CW)[Zl/(zn - w)

Remarque V.1.1. Par le critére d’Eisenstein, le polynome Z™ — W est irréductible dans C[W][Z];
par le critére de Gauss, il est aussi irréductible sur C(W). Par conséquent, K est un corps.

A priori, K est engendré par Z et W ; mais, comme Z" = W, Z suffit 4 engendrer K; on a donc

K = C(Z2).

On va décrire ce qu'implique une famille rigide d’itérations, en suivant toujours notre exemple
1

emblématique, le cas cyclique. Déja, on a que ¢z = [g (1]] € PGL2(C(Z)), et pas dans
PSLy(C(Z)).
Remarque V.1.2. Le résultat précédent vient du fait que C(Z) n’est pas algébriquement clos. En

effet, supposons que c’est le cas. On raisonne dans GL2(C(Z)) pour simplifier, et on note
d :=det(¢z). Pour que ¢z soit dans SL2(C(Z)), on aimerait pouvoir définir la matrice :

1 19
z it, i i i 4 — 1 1 .
ﬁ < 01 ) Autrement dit, il faudrait que ¢ soit un carré. Or, § = 7, est-ce que - est un carré

dans C(Z) ? Il suffit de considérer les degrés en jeu pour que tous nos poils mathématiciens se
hérissent & la vue d’un tel calcul!

Remarque V.1.3. A noter : C, lui, est algébriquement clos, ce qui entraine que
PGL3(C) = PSLy(C) ; car dans ce cas, le déterminant peut étre écrit comme un carré, et le
raisonnement précédent est justifié.

Revenons & nos famille rigides d’itérations; elles vérifient qﬁ}l oFo¢y=Fy. A priori, on travaille
dans C(Z)(T) ; mais, a posterz'orilﬂ on voit que quand on effectue le calcul, tous les Z disparaissent,
a cause de la formule Z™ = W, ne reste alors que W, ce qui nous permet de dire que I'on est en fait
dans C(W)(T). De plus, on voit que I'équation Z™ = W se traduit naturellement, via la
correspondance de Galois, par le schéma suivant :

4. ..."Gardiens de la paix avant tout"....... Désolée.
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Ainsi, le fait que ¢,' o F o ¢ soit dans C(W)(T') montre que I'on a le résultat suivant :

Proposition V.1.4. d)%l o F o ¢y est I'-invariant.

On a donc une action du groupe I' (= C), dans notre exemple emblématique) & considérer. Quelle
est cette action ?
Sur K[T7, il n’est pas bien difficile d’en définir une; il suffit de considérer P7 :=~ - P:=Y",v(a;)T",
pour y €' et P e K[T], P:=>, a;T".
P

Sur K(T'), en revanche, c’est moins direct ; pour R := @, ou P et ) sont premiers entre eux, on

P
pose R7 := —.

Q7
Proposition V.1.5. Cette action est bien définie.

Démonstration. Pour montrer que c’est bien défini, il faut montrer que cela ne dépend pas de
I’écriture de R,

P
Prenons R = Q—l, ou P| = AP, et Q1 = AQ (lemme de Gauss). On a alors
1

P (AP)Y ) A"PT P
Q] (AQy A @

(1) : cette égalité se vérifie sans trop de difficulté, c’est un produit de Cauchy...

R’Y

On a donc défini notre action de T' sur C(Z)(T) = K(T).

On a vu que qﬁ}l o F'o ¢z est I'-invariant, donc :
VyeT, (¢ o Fopz) = ¢, o Fogy,
1.e.
Yy eT, (¢,) 0o F7o(dz) =¢, oFodyz,
ot 'on définit ¢}, = ¢4.z.

De plus, comme F ne dépend pas de Z, on a 7 = F. Cela nous permet de modifier 1’égalité
précédente en

Vy €T, ¢zo(p, ) oFo(pz) op,' =F.

Posons maintenant p(y) := (¢z)7 0 ¢,*, de sorte a ce que F vérifie

p(y)"toFop(y)=F|

L’étude de F' se ramene, a ce stade, a I’étude de p(7).



V.1. INTRODUCTION A LA METHODE DE NEWTON, ETUDE DU CAS CYCLIQUE 155

Dans notre exemple ot I' = C),, on prend v = Cﬂ;, 1<j7<n-—1.0n a alors

o= Tl -5 )

Une remarque a faire ? Eh oui : On s’attendait a ce que p(7y) soit dans PGLg(C(Z2)); il est en réalité
dans PGL2(C)! Comment cela se fait-ce 7 Penchons-nous sur la question.

Proposition V.1.6. On a que p() est dans PGLy(C).

Démonstration. On note A := {1,(,,¢2,--- , (" '} 'ensemble des racines du polynéme P de
départ, P =T"™ — 1. C’est aussi I’ensemble des points fixes de la fonction itérative F.

Tout d’abord, si I'on a p(y)™! o F o p(y) = F, alors p(7) laisse stable A.

En effet, pour z € A,

F(z) =2 =F(p(7)(x)) = p(7)(F(x)) = p()(x)
=p(7)(z) € A.

Montrons maintenant, sans le calcul, que p(y) ne dépend pas de Z. Soit z dans un ouvert ¢ de C,
que 'on choisit connexe, qui n’annule pas le dénominateur de R € C(Z). On peut donc dire que U
est égal & C privé d’un nombre fini de points. On a p(v)(z) € PGLy(C).
Or, on vient de voir que p(7)(z) permute ’ensemble A. On a donc p(y)(z) € &(A) C PGLy(C).
On définit alors une application continue :

U — S(A) C PGLy(C)

z— p(7)(2)

On a donc une application continue d’un ensemble connexe vers un ensemble discret ; ’application
est donc constante.

On a ainsi montré que p(y) ne dépend pas de Z, c’est-a-dire p(y) € PGL2(C). o

On a ainsi défini

p:T' — PGLy(C)
v+ p(7)

Proposition V.1.7. L’application p est un morphisme de groupes injectif.

Résultat admisll

RESUME

On est partis du fait que 'on avait une famille d’équations indexées par W : Z"™ = W ; cette famille
d’équations, on I’a rendue rigide, c’est-a-dire que ’on a ramené I’étude de cette famille a ’étude

5. Quoi que, dans le cas qui nous intéresse, I' = 25, ce qui simplifie grandement la tache.
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d’une seule fonction itérative, modulo changement de variable homographique, afin d’obtenir une
rigidité dans la fagon d’obtenir une racine.

On transforme cette condition en une condition d’invariance de F' par I'action de I', via la formule :
p(y) "o Fop(y) =F.

Ensuite, par injectivité de p, on se raméne au fait que I' s’injecte dans PGL2(C) = PSLy(C). On a
méme plus : ce phénoméne de rigidité ne peut se trouver qu’avec des déformations d’une équation
dont le groupe de Galois est un sous-groupe fini de PSLy(C).

V.2 Résolution de I’équation de Brioschi : construction de
I’algorithme

On rappelle le contexte : on cherche a résoudre ’équation de degré 60 : f7(z) = w. On a vu dans la
section [[V:2] que cette résolution pouvait s’effectuer en plusieurs étapes, que 'on résume par cette
grande chaine de I'amitié :

D g B 5 @y @

1

1) : Cela vient de ’équation W' =

(1) 1728(1 — f1)

(2) : Cela se fait en déterminant une racine 5 de la résolvante de Brioschi : T° — 10W'T? + 45W"T — W2,
~2 ~

(3) : On avait posé 7 = % = Ff,I.

(4) : On passe de 7 & frv par une homographie, décrite dans le paragraphe m

On va dans cette partie décrire I’étape (2) ; plus précisément, on va chercher a construire étape par
étape un algorithme capable de nous résoudre I’équation de Brioschi. La section suivante fera
tourner ledit algorithme pour une résolution effective de ’équation de Brioschi.

Avant d’aller plus loin, et afin de ne pas heurter un public sensible, un petit message
d’avertissement : cette partie est difficile & suivre, aussi avons-nous décidé de nous concentrer sur la
construction en elle-méme des différents objets entrant en jeu dans I'algorithme, et non sur les
preuves des résultats exploités...

V.2.1 Mise en route du probléme
L’équation de Brioschi a résoudre est la suivante :
T° — 10W'T? + 45W"T — W'

C’est un polynome de C(W’)(T), et I'extension de corps associée est C(Z)/C(W’), ou les
générateurs Z et W' sont liés par la fonction icosaédrale, fr. Or, justement, la relation entre W’ et
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f1 n’est rien d’autre qu’une relation fractionnelle linéaire ; ce qui fait que ’extension considérée est
ici aussi C(Z)/C(fr), ott C(fr) = C(Z)'1; cela suggeére donc que des fonctions I'j-invariantes vont
faire leur apparition...

Le probléme consiste a trouver une famille de fonctions (Fyy, )y € C(W’')(T') que I'on pourra itérer
dans le but de déterminer une racine de 1’équation de Brioschi.

Si 'on reprend le déroulement de I'exemple du cas cyclique décrit en[V.I1.2] on voit que la théorie
fait apparaitre le morphisme :

p: 't — PGLQ(C)
v p(v) =dp 005,
o ¢z est dans PGL2(C(Z)); c’est une homographie permettant d’uniformiser 1’équation de
Brioschi, c’est-a-dire de passer, via la conjugaison par ¢z, & un probléme ot W’ est spécialisé en 1,

et ou donc I'étude de la famille de fonctions itératives est réduite a I’étude d’une seule, F'. La
fonction ¢z est de la forme :

a(Z) b(Z)] a(Z)T +b(Z)

vz = [c<Z> i) " q2 T d2)

L’uniformisation cherchée se raméne a 1'égalité p(y) ! o F o p(vy) = F. Considérons pour p I'injection
canonique (on sait de toute fagon que p est injectif, voir ) ; autrement dit : ¢}, o ¢21 =y Vv, ou
écrit autrement,

7 =709z
La fonction F' doit alors vérifier I’égalité :
v loFoy=F

Autrement dit, on va chercher une fonction F' qui sera I'j-normale.

Voici un petit résumé des étapes qui vont suivre.

Feuille de route :

1. On calcule la fonction F et ¢z (notée plus simplement ¢, on oublie sa dépendance en
I'indéterminée 7);
2. On étudie la convergence du modéle ; on verra qu’il s’agit de considérer la fonction F' o F', car

c’est elle qui possédera les propriétés de convergence nécessaires ;

3. Comme jusque la, seules des fonctions paramétrées par I'indéterminée Z étaient considérées,
cette partie s’attache a les reparamétrer par W/, qui est un paramétre que 'on connait au
départ ;

4. On trouve les racines de I’équation.
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V.2.2 Ingrédients de P’algorithme : calculs de F' et de ¢

CALCUL DE F

On rappelle que les fonctions que 'on doit construire doivent étre I'j-normales. On a vu dans le
chapitre [[TL.2.2] que de telles fonctions étaient engendrées par les fonctions : Fy 1, Fh 1 et F3 1. En
effet, dans la partie [[I1.3] on avait construit les fonctions génératrices des corps C(Z)' comme
quotients de fonctions exprimées en produits et puissances des F; ; ces fonctions étaient
I’-invariantes, & scalaire prés, et ce scalaire se simplifiait dans la fraction. Ici, ou il ne s’agit pas de
faire des fractions de F; 7, on considere donc bel et bien des fonctions I'-normales.

Attention, on les a exprimées dans C[Z1, Z3], ce qui veut dire que 1'on reléve le probléme dans
C2\{(0,0)}, et que de I' C PSLy(C) on passe a I", le groupe relevé dans C2\{(0,0)}[] Dés lors, tous
les éléments de I seront de la forme 7/, pour ne pas confondre.

La théorie des formes différentielles au secours des fonctions normales

A ce stade, apparaissent les notions de formes différentielles, et en particulier de I-formes, et de
tirés en arriére.

Définition V.2.1. [I-forme/ Une 1-forme est une fonction du type : F1dZ; + FodZy, ou Fy et Fy
sont des O-formes (c’est-a-dire des fonctions de C[Z; : Z3] ) de méme degré.

Définition V.2.2. [Tiré en arriére] Chaque ' € GLo(C) définit un tiré en arriére :
e Sur des polyndmes homogenes, il est défini par Popération : v*(F) = F o~/
e Sur des 1-formes, le tiré en arriére commute avec I'opérateur d; plus précisément, pour

7" € GLy(C), en posant Z := [gl], et dZ := Bgl], on a :
2 2

V(dZ) =d(v"Z) = d(Z ov') = d(v'Z) =+'dZ.
Plus généralement, pour une 1-forme de type u = F.dZ, ou F := [F ] ,on a
2

V= (Foy)ydZ =+"(Fov).dZ

Définition V.2.3. [Forme standard/
On retiendra en particulier la forme standard :

A= —ZydZ + Z1d 25,

dont le tiré en arriére est : det(y/)\.

A présent, faisons le lien entre fonctions normales et 1-formes.

6. Ce principe de relévement intervient trés naturellement ici, puisque,"pour avoir I'invariance en bas, il faut avoir
la normalité en haut" ; en effet, vu dans I'autre sens, des fonctions I'-normales dans C*\{(0,0)} sont par définition des
fonctions T-invariantes, a scalaire prés, donc dans P'(C), elles se transforment en des fonctions T-invariantes.
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Définition V.2.4. [1-forme associée|

A chaque fonction normale, on peut lui associer une 1-forme comme suit : pour f := f—l e C(Z2), et
2

F1, resp. Fb, la fonction homogénéisée associée a f1, resp. fa, la 1-forme associée & f est :

u=—FdF, + F1dFs, = SF.dZ,

| _|dZy 10 1
en notant F':= |:F2:|’ dz = [dZJ’ et S := [_1 O]‘

Remarque V.2.5. Un résultat qui nous sera utile dans les calculs : S posséde la propriété suivante :
Sm~! =tmS pour tout m € SLy(C).

Pourquoi introduire la théorie des formes différentielles 7 Tout provient de 1’observation suivante :

Proposition V.2.6. Conjuguer F par un v € I't C PSLy(C) revient a calculer le tiré en arriére de
la 1-forme pr associée a F : v*up.

Démonstration. On calcule :
Sy toFoq)dz =Sy Y Foy).dZ @ Y HSF on).dZ =: v*p.

1-forme associée & v'~1oFoy/
(x) : car Sy =4S

On a donc bien la correspondance entre tiré en arriére, et forme normale. o

Plus important encore, la relation v/~ o F o4/ = F entraine que :

’Trouver des fonctions I';-normales, c’est trouver des 1-formes telles que : Ix(7) € C; v*(u) = x(v ). ‘

En effet, en reprenant les notations de la définition w définit Fy, Fy a scalaire prés, puisque
(dZ1,dZ3) constitue une base des 1-formes sur C[Z; : Zs], il est donc naturel qu’apparaisse un
scalaire, qui dépend de 7.

La proposition suivante, que I'on admet, donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
1-forme vérifie cela.

Proposition V.2.7. Soit p une 1-forme de degré n, et soit v' € SLy(C).
Il existe x(7') € C tel que v*(u) = x(7' ) si et seulement si :

uw=G\N+dH,

ou :

* G € Cy_1[Z1 : Zo) tel que v*(G) = x()G;

* H € Cyy1[Zy : Zo] tel que v*(H) = x(v)H ;

* A\ = —ZodZ + Z1dZs, la forme standard vue précédemment.
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Remarque V.2.8. Attention! Le x de la proposition ne désigne pas les caractéres associés a chaque
fonction semi-invariante calculés en [[11.2.2); donc, pas la peine de se demander si les fonctions
considérées sont pleines orbitales & considérer pour avoir le méme caracteére...

Proposition V.2.9. La condition dH = 0 entraine que F', notre fonction I'-normale, est l’identité
surC(Z); F:Zw— Z.

Démonstration. En effet, si dH = 0, alors on a, d’aprés la proposition =G\, avec

A= —Z5dZy + Z1dZ5. On a donc p de la forme —FydFy + F1dFs, avec Fy = GZy, et Fo = G255 1a
fonction normale associée est alors : f = ————
pres, sur C(Z). o

= —Z : f est donc la fonction constante, a signe

Regroupons tous ces résultats pour déterminer une procédure claire pour construire des fonctions
I'-normales :

Construction de fonctions I'-normales
Soit I' un sous-groupe de PSLy(C), relevé en IV € SLQ(C)D
Pour construire une fonction F' qui soit I'-normale, il faut :

1. Trouver des fonctions G et H dont le degré différe de 2, et qui ont le méme caractére

x:I'— C*;
2. Ecrire la 1-forme GX + dH, avec A comme ci-dessus, sous la forme —F5dF; + FidFs;
F
3. Le quotient déshohomégénéisé F' := E Fli* est alors I'-normal.
2 )%

Remarque V.2.10. Dans toute la suite, on indicera une fonction par une étoile, (f)., pour signifier
que l'on considére la fonction déshomogénéisée.

On applique ce raisonnement ici : on est amenés a considérer les fonctions Fy 7, Fy 1 et F3 1, de degré
respectif 12, 20 et 30. On cherche a construire la fonction F' la plus simple possible ; on cherche donc
a prendre, pour le moment, pour G' et H les fonctions Fj 7, et non des produits de fonctions;
autrement dit, on veut écrire G = Fy 1, F5 1 ou F3 1, et pareil pour H. Or, aucune des fonctions Fj r
ne différent, par le degré, de 2! Par conséquent, afin d’avoir ’homogénéité de la 1-forme associée a
F : G\ + dH de la proposition on a nécessairement G = 0 ou dH = 0. Si dH = 0, on aurait
d’aprés que F' est constante, pas trés intéressant. On prend donc G = 0, et donc H = Fi 1, ou
F5 1 ou F3 ;. On va prendre H = Fj p, la fonction la plus simple.

On cherche alors Fi et Fy telles que
—FydFy + FidFy = pp = dFy

En désignant par Dq la dérivation par rapport a la premiére variable, et par Dy la dérivation par
rapport a la seconde variable, et en calculant dF 7, on arrive a I'identification :

7. La théorie est basée sur le groupe PGL2(C) ; mais, comme PGL2(C) = PSL2(C), on peut dés lors considérer des
éléments de PSLy(C).
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{ Fy = Dy(F1 1)
Fy = —Dy(F11)

(D2(F1 1))«

————~ En effectuant les calculs, et en
(D1(F1,1))+

Ainsi, la fonction F' tant attendue est : F' = —

déshomogénéisant en la variable T', on trouve :

T 4+ 6676 — 11T
11710 + 6675 — 1

F=

CALCUL DE ¢

Avant méme de se lancer dans sa construction, la premiére chose a se demander est : est-ce que ¢
existe seulement 7 On va appliquer un raisonnement par analyse-synthése : on va construire un
élément ¢, et on vérifiera qu'on I’a construit avec les propriétés souhaitées.

Pour calculer ¢, on va utiliser la méme méthode que précédemment, avec d’autres fonctions
I'7-invariantes. Remarquons que les fonctions F3 ; et Fy ;- Fo 1 sont de degré respectif 30 et 32, soit
de degrés qui différent de 2; on peut donc utiliser la proposition et créer d’autres fonctions
I'7-normales, en ajoutant cette fois un paramétre [T} : Ty] parcourant P!(C), afin de créer une série
de fonctions.

Aprés calcul, ces fonctions sont de type :

(TvZ\F3,1 + ToDa(F1 1 Fap)),
(T ZyF31 — ToDy(Fy Fag)),’

Fr(Z) =

ou (.). désigne la déshomogénéisation de la variable [Z] : Zs] en Z, et du parameétre [T} : To] en T
Comme fonction de Z, cette série Fr est I';-normale, par construction.

Comment, & partir de ces fonctions, obtenir ¢ 7 L’idée est d’inverser, dans l’expression de Fr, la
variable et le paramétre, en voyant la fonction comme une transformation linéaire rationnelle,
paramétrée par Z, en la variable T :

| Z1F31  Da(FirFay)

Fr(2) = ZoF3 1 —Di(F11Fs 1) *(T) = v2(T)

Avec ces notations, le fait que Fp soit I'r-normale se traduit par : yo ¢z =1,z =: ¢}, Vy € I'1. En
effet, Fp est une fonction en Z, I'-invariante, c’est-a-dire que Fp(y - Z) = Fp(Z). En échangeant les
fonctions de T' et Z, on trouve directement : v oz = 1),.7; c’est exactement ce que I'on voulait
pour définir notre ¢!

Plus généralement, on a la méme relation pour tout 1z o m, avec m dans PGLy(C) : on peut
montrer en effet que yo (7 om) = (7 om)7, Vv € I'7, la démonstration reposant sur le fait que m
agit sur 7', et comme 'action considérée s’effectue sur Z, les deux actions commutent, ce qui donne
le résultat.

Ainsi, tous les 17 o m sont candidats pour définir la transformation homographique dont nous avons
besoin pour résoudre ’équation de Brioschi. Reste maintenant & trouver un m le plus simple
possible. On développe 'expression de Frp :
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B Zy Dy(Fy 1) Dy (Fa,1) _. /
Pr(Z) = [F{S,I [ZJ For [—Dl(Fu) + Fi -Di(Fag)| |, [c1 ca+ b,

Le résultat qui va tout simplifier, ¢’est que l'on peut montrer que ¢, est en fait combinaison linéaire
des deux autres colonnes.

)
Lemme V.2.11. On a d, = g(cl + c2).

Admis.

1 -3

On pose alors m := [0 8] . En remplacant cette expression dans les calculs, on trouve :

oojw

wom: [Cl 02]*

Cela définit notre ¢ avec 'expression la plus simple. On a donc :

b= [Z1F3,1 F5 1Do(F1 1)
ZoFs 1 —FDi(Fir)],

V.2.3 Etude de la convergence du modéle

Il faut quand méme que l'on discute de la convergence de F'. En effet, la méthode de Newton
consiste & voir les racines d’une équation comme une limite, voir On aimerait donc bien que le
probléme en diverge pas...

Do(H)). .
On rappelle que F = —EngHii, avec H = Iy 1, que 'on réécrit :
1 *
Z1D1(H) — Z1D(H) — ZoDo(H)),
F = —( 1Dy(H) (ZIDIEH% 2Ds(H)) . On utilise alors 'identité d’Euler :
241 *

Proposition V.2.12. Soit F' un polynéme sur C[Zy,--- , Zp], homogéne, de degré n.
Alors : Y% Z;D;i(F) = (degF).F.

Démonstration. On montre cette identité dans le cas qui nous intéresse, a savoir sur C[Z1, Za], et
il suffit de la vérifier sur F de la forme ZFZ5 .

C’est tout droit :
Z\D\(ZEZY %) + ZoDo(Z8Z57%) = Zy .k Z{ T 2R + Zo.(n— k) ZEZy M = nzbZy .

Ainsi, ici, on a alors
A H h

F = (Zig_deg(H)iZQDl(H))* ot

ou, pour simplifier les notations, on note h = (H),.

On veut appliquer la méthode de Newton en itérant F'. Avec la nouvelle écriture de celle-ci, on voit
que ses points fixes sont les racines de H = F} 1, c’est-a-dire les sommets de l'icosa¢dre. En ces
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points, la dérivée de F est de degré 11 > 1; en itérant, on a donc malheureusement que ces points
fixes sont répulsifs, c’est-a-dire que les points au voisinage de ces éléments ne restent pas dans ce
voisinage, par itération. Le systéme explose. Or, nous ce que 'on cherche, ce sont des points
attracteurs (on veut que le probléme converge...), et de tels points se doivent d’étre des points
fixes...Comme on vient de voir que tous les points fixes sont répulsifs, par conséquent, on a que F
n’a pas de points attracteurs, et ne converge donc pas. Comment s’en sortir ?

...En élargissant la notion de points fixes. Commencons par introduire la notion de cycle.

Définition V.2.13. Soit f € C(T'). Un cycle de f est un ensemble {ay,--- ,a,} € CU o tel que :

flar) = az; f(a2) = as; - flan) = a1.

Remarque V.2.14. La notion de cycle généralise la notion de points fixes; en effet, pour n = 1 dans
la. définition on retombe bien sur un point fixe.

Dans le cas de F, on a le résultat suivant :

Proposition V.2.15. Chaque paire de centres de faces opposées de l'icosaedre forme un cycle.
Démonstration. Soit a un centre de face, et soit I', C I'; son stabilisateur. Il est d’ordre 3.

Comme F' est I'j-invariante (on a déshomogénéisé les fonctions, donc il s’agit bien de fonctions
invariantes désormais), on a donc pour tout 7, € Ty, :

Ya(F(a)) = F(va(a)) = F(a).

Ainsi, 'y stabilise F'(a). Puisque a est un centre de face, il ne saurait étre un point fixe de F' (on a
vu que seuls les sommets de l'icosaédre le sont) ; autrement dit, F'(a) # a, , il faut trouver un point
distinct de a qui soit ['g-invariant ; un tel point ne peut étre que le centre de face opposée,
c’est-a-dire —a.

Ainsi, on a bien F(a) = —a, et F'(—a) = a : {a, —a} forme un cycle. o

On réitére ce raisonnement pour montrer le résultat suivant :

Proposition V.2.16. Les 15 paires de milieux d’arétes de licosaédre forment des cycles de F'.

Si 'on assemble tous ces résultats, on voit alors que

Proposition V.2.17. La fonction F o F fize les sommets, les centres de faces, et les milieux
d’arétes de l’icosaédre.

On se doute bien que ces trois familles de points fixes n’ont pas les mémes propriétés. Il faut donc
définir un critére permettant de les distinguer. C’est dans cet optique la que 'on introduit la notion
de points critiques.
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Définition V.2.18. Un point critique d’une fonction f € C(T') est un point a € C U oo vérifiant :
f'(a) =0.

Une conséquence a cette définition est le lemme suivant.

Lemme V.2.19. Soit une fonction f := |G : H] définie comme dans la section |I11.2.1, Alors :

A

f'=0 ssi: det [Dl(H) Dy(H)

Démonstration. On écrit :

F(Z) o G(Zl,ZQ> (*) ZlDl(G) + ZQDQ(G) o ZDl(G) + DQ(G)
 H(Z1,Z3)  Z1D1(H)+ ZaDo(H)  ZD1(H) + Do(H)
(=0, Di1(G) | Dy(G) D (H)
= (ZD;(H) + D;(H))(l—ZD;(H) +0(2))
Dy (G) Dy(G)Dy(H) — Dy(G)D1(H)
Do) "7 (Da(1))? ) o)

(x) : Par I'identité d’Euler, et puisque G et H sont de méme degré, on peut simplifier par deg(G) ;

(*x) : On divise par D2(H) numérateur et dénominateur, puis on utilise le développement de Taylor a l’ordre 1.

On reconnait au numérateur du coefficient en z le déterminant annoncé dans la proposition, ce qui
nous donne 1’équivalence souhaitée. o

En remplacant G et H par les valeurs correspondantes a la fonction F' = [—Dy(F} ) : D1(F11)], ce
lemme montre que les points critiques de F' sont en fait les racines du hessien de Fi 7, & savoir

HF| 1 = Fy 1, d’apres [[I1.2.2]! Autrement dit,

Proposition V.2.20. Les points critiques de F sont les 20 centres de faces de l’icosaédre.

Voici donc la différence entre les trois familles de points fixes : les centres de faces sont des points
critiques, les milieux d’arétes et les sommets ne le sont pas.

Ainsi, les 20 centres de faces, dont on savait déja qu’ils forment dix 2-cycles de F', sont des points
critiques de F' . On va voir que cela implique que F' o F' est généralement convergente, c’est-a-dire
qu’elle est convergente sur un ouvert dense.

Pour le voir, on va introduire de nouvelles notions.

Définition V.2.21. Soit f € C(T).
1. Un cycle de f est dit super-attractif s’il contient un point critique de f;

2. La fonction f est dite critiquement finie si chaque point critique ¢ est dans un cycle de f.

Dans le cas de notre fonction F', on a vu que les points critiques sont exactement les centres de faces
de l’icosaédre ; ce sont des points qui appartiennent a des cycles de F'. Par conséquent :
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Proposition V.2.22. La fonction F' est critiquement finie.

Cette propriété de la fonction F' va nous sauver la mise, en faisant converger la méthode de Newton,
et ce grace au résultat suivant, que 'on admet :

Théoréme V.2.23. Soit f une fonction critiguement finie, et soit A l'union de ses cycles
super-attractifs.

Si A n’est pas vide, alors pour toute valeur initiale t prise dans un ouvert dense de C U oo,
Vitération {f*(t)} converge vers un cycle de A.

Ainsi, comme F est une fonction critiquement finie, le théoréme [V.2.23] s’applique : pour ¢ valeur
initiale quelconque, F*(t) converge vers un certain cycle de A. Or, les cycles de A sont les cycles
formeés par les centres de faces, seuls points critiques du probléme. Donc F* (t) converge vers un
2-cycle de centres de faces. Les cycles étant tous d’ordre 2, on obtient donc que F' o F' converge
généralement vers un centre de face.

C’est exactement ce qu’il nous faut pour montrer que la méthode de Newton appliquée a la fonction
F converge!

En effet, on a montré que F o F' converge vers un centre de face, donc, par un simple changement de
parametre, et en faisant varier ce parameétre w’ dans C(W'), on obtient la convergence de la fonction
itérative F,,(T) = (¢ o F o ¢.)(T), aprés un nombre pair d’itérations.

Une derniére observation avant de passer & la suite : on a trouvé un point fixe a pour F o F'; ce a est
un centre de face, et il appartient au corps C(a). Quand on considére la fonction F,/, pour w’
variant dans C(W’), le corps de base n’est plus C, justement, mais C(W’). De plus, si a est un point
fixe de F o F, alors ¢, !(a) est racine de F,y = ¢, o F o F o ¢,; ce point fixe appartient alors au
surcorps de C(W’) : C(¢; *(a)), et 'on peut montrer qu’il correspond au corps des invariants sous
Iy, le stabilisateur de a : C(Z)"+. On verra dans la section que ce corps en question contient
deux racines de Brioschi.

V.2.4 Passagede Z a W’

On a, & ce stade, une formule explicite pour F', et pour ¢; on a donc une formule pour la fonction
itérative de C(W’)(T), Fyy» = ¢~ o F o ¢. Seulement voila, justement, ¢! o F o ¢ n’est pas encore
tout a fait exprimée en fonctions du paramétre de Brioschi W/, mais en fonction de I'indéterminée
Z|§|. On a donc besoin d’exprimer Fyy» = ¢! o F o ¢ en fonction de W”.

h
On avait : F =T — deg(H)ﬁ, ou H = Fy 1 et h = (H)y, la fonction H en (Zy, Z) déshomogénéisée
en T'. Les point fixes de F' sont les racines de H, c’est-a-dire les sommets de 'icosaédre ; et F' est
une fonction I'j-invariante.

On va voir que ’on peut obtenir le méme type d’expression pour Fyys, a condition de prendre pour
¢ et pour H des définitions légérement différentes. On veut donc pouvoir écrire :

8. Sachant cela, indicer la famille d’itérations par W'’ dés le début, c’est un peu abusé...Mais, pas de chichis, les
notations sont déja assez compliquées comme ca.



166 CHAPITRE V. RESOLUTION DE L’EQUATION DE BRIOSCHI

h
Fy:(T) =T — deg(H)+;, avec h = (H ), & définir. Seulement, si Fyy» admet une écriture de la sorte,
cela signifie qu’elle doit posséder les mémes propriétés que F', a savoir, étre I'j-invariante, et fixer
I’ensemble des sommets de l'icosaédre.

On va commencer par établir une formule pour Fy/, et montrer ensuite qu’une telle expression a les
propriétés souhaitées.

Tout d’abord, on va voir ¢ comme une fonction homogénéisée en Z et 1" pour obtenir une fonction
paramétrée par (27, Z2) et linéaire en (77, 73). Cela donne :

| ZiF3r FyrDo(Frg) | |Th
(21,211, T2) 1= ZoFs 1 —Fo Di(Fip)| |To

Ensuite, a la place de H, on va considérer la fonction homogénéisée, paramétrée par (Z1, Z2) et en
la variable (T7,7%) :

Fl 7© @(Zl ZQ)(T17T2)
H T, Tb) = ’ ’ :
(Z17Z2)( 1 2) F17[(Z1,Z2) 'F31’2[(Zlvz2)

h
Proposition V.2.24. On pose Fy/(T) :=T — deg(H)ﬁ, avec h = (H)., H = Hz, 7,

Alors Fyyr est Iy -invariante, et fize les sommets de licosaédre.

Démonstration. Au premier regard, il est difficile de donner sens a une telle expression pour la
fonction Fyyr; en particulier au dénominateur de H. Celui-ci se comprendra plus tard dans le
raisonnement, mais pour le moment, inutile de se torturer ’esprit avec, car dans les propriétés que
nous avons a démontrer, il ne joue aucun role/’}

Pour I'ensemble des points fixes de Fyy : le numérateur de H(z, z,) n'est rien d’autre que la
reparamétrisation de H a l'aide de ®(z, z,), construite pour que, justement, Hz, 7,) s’annule sur

<

I’ensemble &} )(A), oil A est 'ensemble des sommets de l'icosaédre, relevés de P1(C) a

(Z,Zs
C?\{(0,0)}; cet ensemble sur lequel H, (21,7) S'annule est précisément l'ensemble que Fyy+ doit fixer.

Pour la propriété d’invariance : comme @z, 7, est I';-normale en les parameétres (Z1, Z2), et Fy r
est I-invariante, toujours en les paramétres (Z;, Z3), alors pour tout 7/ € I} :

Fi10o®y.z,2) = Fi107 0@z 7,y = F1.1 0 ® (7, 7,)-

Le numérateur de H(z, z,) est donc I',-invariant. Comme le dénominateur, encore non expliqué mais
patience, il le sera, est également I'}-invariant, on a donc que H (Z1,72) €5t I',-invariante...Donc Fyy»
I’est, aussi.

o

Ainsi, on a pu exprimer Fjy» = ¢~ o F o ¢ sous la forme :

9. On peut d’ailleurs remarquer que, comme H(z, z,) est évaluée en la variable (T1,7%), le dénominateur est une
constante, paramétrée par (Z1, Z2).
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P = \P2U0), deg(H)
W= = — _

(Di(H)),
ot h = (H)«, H= H(z, z,), et D1, resp. Dy désignent la dérivation partielle par rapport a 71, resp.
Ty, et (.), désigne la déshomogénéisation de (Z1, Z2) en Z.

Nous, ce que I'on voulait, on le rappelle, ¢’est pouvoir exprimer Fyy+ en fonction de W/, et non de Z ;

: . . h
la nouvelle expression de Fyys nous suggere que le travail va se concentrer sur le quotient — . Et c’est

la que le dénominateur de H(y, z,) va enfin prendre sens! En effet, on verra au cours des calculs qui
vont suivre que, sans ce dénominateur, (H), ne pourra pas étre exprimé en fonction de W’.

Bon, en fait, on ne va pas manipuler W'’ directement...Mais une renormalisation de W’ par une
transformation linéaire :

o~

W=1-1728W".

1 (Fg’l)*

N gy — sl
1728(1 — f1(2))’ ot f1(Z) (1728F7 ).
[11.3] et la relation syzygy, 1728F15’I — FQ?’J — F32,I = 0, que l'on peut calculer en se servant du

résultat on peut montrer que :

En utilisant la définition de W', W’/ = , d’aprés la section

. —(F3)).
W = ( 22,1) ‘
(F5 1)+

On va voir que ce W rend les calculs plus simples; c’est donc ce paramétre que ’on utilisera
dorénavant.

En particulier, pour 'itération nous utiliserons la famille (FW) plutot que (Fyyr) .

Reste donc a exprimer Fyys en fonction maintenant de . Concentrons-nous sur h = (H (7, ZQ))*, a
commencer par son numérateur. Comme Fj j est de degré 12 en (27, Z3), et qu’il est facile de voir
que ®(z, 7,) est de degré 31 en (Z1,Z3), on en déduit que la composition F o D@ (7,,2,) est de degré
12 x 31 en (Z1, Z2). On remarque également que Fy ;o ®(4, 7,) est de degré 12 en (71,73), puisque
Fy 1 est de degré 12 en (11,7T3), et ® est de degré 1 en (T7,T3).

On veut que F1 10 ®(z, z,) soit une fonction I'-invariante. Déja, on remarque que son degré peut se
décomposer en 12 + (12 x 30) ; le premier terme de la décomposition suggére apparition de la
fonction Fy ;. Comment interpréter le degré 12 x 307 Déja, on voit que ce degré est multiple de 60 ;
ce sera donc une fonction I'-invariante. De plus, on sait que de telles fonctions sont engendrées par
—Fy 1 et F3, IH donc on va pouvoir utiliser une relation SYZYGY, voir m, pour exprimer F15 I
en fonction de F23 ;et F32 ;; en d’autres termes, on va pouvoir éliminer F7 ; de I’expression de la
fonction de degré 12 x 31.

Toutes ces observations en termes de degré montrent que le numérateur de H(z, z,) est finalement
du type :

10. On a choisi de garder ces deux fonctions comme générateurs, mais I’on pouvait prendre Fi,; et Fz r, ou bien Fb ;
et F3}1...
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6 12
}:2: 3i [12—2irpj rl2—3
FLI od = Fl,I ai’j(FgJ) ZF37[ ZTIJTQ J,
i=0 j=0
qui se réécrit en
6 12 F3
12 12 Lo rvi 1y
Fyjo® = Fy F35T, E E i (=) (7))
’ . - F3] T2
=0 57=0 )

ol les coefficients a; ; peuvent étre déterminés a ’aide d’un énorme systéme d’équations...

Remarque V.2.25. Notons que, a priori, F 1 est semi-invariante. Seulement, 25, le groupe de
I'icosaedre, est simple, ce qui fait que le caractére associé a Fi r est trivial ; donc Fi 1 est bien
invariante, comme souhaité dans I’expression de Fj ;o ®.

Si 'on déshomogénéise cette formule, en passant de (11,7%) a T', et en notant que (7).« = 1, on en
déduit la formule :

Fiio® 6.2
2 pr— N ? ‘7 =" ~
(FLIF?}%)* ;:0: ;:o: ai W7 =: hy, (T).

Et le voila (enfin!), le pourquoi du dénominateur de H z, 7, : sans lui, on aurait pas pu faire

apparaitre ce W dans la formule de h.

En calculant les coefficients a; j, on trouve que

hy = 91125W° + ( — 13365072 + 615607 — 193536) W°
+ (— 66825T* + 1425607 + 13305672 — 614407 + 102400) W
+ (59407 4 4752T° + 633607 — 1408007%) W?
+ (— 1485T% + 316877 — 10560T%) W2 + ( — 6670 4 440T°)W + T2

Finalement, en remplacant cette (monstrueuse) expression dans Fj, on trouve l'expression de la
famille d’itération (grand moment d’émotion) :

Fip(T) = T — 12y (T) /1 (T)

V.2.5 Reésolution de la résolvante de Brioschi : recherche des racines

On a notre expression tant attendue de la famille & itérer. Reste a voir & présent comment s’en
servir pour calculer effectivement les racines. Rappelons tout d’abord le contexte. Le groupe 'y
contient le groupe I'7v, qui correspond au groupe du tétraédre 7" = p(T'), revoir la section On
F3 7 F 12 I
F3 1
T5 — 10W'T3 4+ 45W"2T — W2, avec les expressions de W', et maintenant de W, que 'on connait.

avait vu dans cette méme section que I’élément 5§ = ( )* avait pour résolvante
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Notons tout d’abord que I'on manipule des fonctions I'j-invariantes. Pour trouver toutes les racines
de la résolvante, on va donc devoir faire agir le groupe I';. Seulement, le groupe d’isométries
positives du tétraédre, I'pr, agit trivialement sur le probléme. Comme 'action se fait & droite :

v.f = f o, on a donc 'apparition du groupe quotient I'7v\I's, qui est en bijection avec les orbites
pour cette action. En choisissant des représentants des classes de ’action, on peut donc dire que les
autres racines sont les §7 := - 5, ol y parcourt un systéme de représentants de I'»\I'7. Quel est ce

systéme de représentants ?
5 F
Pour le voir, on va manipuler 7 := — = (F—’) plutot que s. Servons-nous du résultat suivant :
1,1

W/

)

Proposition V.2.26. Les 20 centres de faces de l'icosaédre se divisent en trois orbites sous l’action
du groupe I'pr :

e L'orbite O, d’ordre 4, formée des sommets du tétraedre T' ;

e L’orbite O, d’ordre 4 également, formée des sommets du contre-tétraédre associé a T, autrement
dit, des 4 centres de faces du tétraedre T' normalisé ;

e L’orbite P non dégénérée des points quelconques du tétraedre, d’ordre (donc) 12.

Le tétracdre T” et son contre-tétraédre sont représentés dans la figure qui suit :

FIGURE V.2 — Tétraédre T’ et contre-tétraédre

Démonstration. Rappelons que le tétraédre 7" a été fixé dans 'icosaédre. Celui-ci posséde 20
faces, donc 20 centres de faces. Notons tout d’abord que, sur ces 20 centres de faces, 4 correspondent
aux sommets du tétraédre 7" ; 4 autres correspondent aux sommets du contre-tétraédre associé a T’
(aprés normalisation, ces 4 sommets correspondent aux milieux de faces du tétraedre T”).

On fait maintenant agir le groupe I';v ~ 24, sur les centres de faces. A noter que, si I'; agit
transitivement sur les centres de faces de 'icosaédre, le groupe I'y» ne risque pas d’en faire autant
(déja, il est d’ordre 12, il est mal parti). Comme il correspond, par définition, au groupe d’isométries
positives du tétraédre T7, il va d’une part, stabiliser I’ensemble des sommets de celui-ci : autrement
dit, on a déja une orbite d’ordre 4, notée O ; d’autre part, stabiliser ’ensemble des centres de faces
de T : c’est la seconde orbite d’ordre 4, formée des sommets du contre-tétraédre, notée .
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Il reste encore 12 centres de faces. Ils ne peuvent correspondre ni a des sommets, ni a des centres de
faces du tétraédre 7" ; deux possibilités se présentent : soit ces 12 centres de faces restants
correspondent a des milieux d’arétes de T, soit ce sont des points quelconques. Etudions le premier
cas : si ¢’était des milieux d’arétes de 7", alors les 12 centres de faces se diviseraient en 6 + 6 (un
tétraédre posséde 6 arétes), cela nous donnerait donc 2 orbites supplémentaires.

De cela, on en déduit que les 12 centres de faces restants sont des points quelconques, regroupés en
une seule orbite d’ordre 12, et notée P. o

Proposition V.2.27. On a les formules suivantes :

11 + 3215 11 — 3iv15
o F(0) = = H(O) = =5 H(P) = 3
_ B Fy
o7 —3=(—"--—-—) .
FyoFy 7"

Les premiéres égalités ont été démontrées en [[V.2.11] Ces formules nous aideront plus tard a
résoudre 1’équation de Brioschi.

Notons A I'ensemble des points attracteurs de F o F' comme vu dans la partie [V.2.3]; A est en fait
I’ensemble des centres de faces de l'icosaédre. Pour toute valeur z de spécialisation de I'indéterminée
Z, la fonction ¢, ! envoie A sur Pensemble des attracteurs de Fj;, o Fy;, spécialisé en la valeur w
calculée & partir de z :

ot A — Att(Fy o Fy)

Toujours dans la méme section on a vu que l'itération de Fy o Fy; convergeait, a partir d’une
valeur quelconque t, vers des centres de faces de l'icosaédre, soit : un élément de A. Autrement dit,
en utilisant application ¢, 1, on a que l'itération converge vers des certains ¢, '(a), a € A.

Alinsi, gzbgl(a) est notre donnée générale calculée par 'itération.

Maintenant, si I'on applique encore une fois F & un ¢, (a), que se passe-t-il ?
Proposition V.2.28. On a que Fy(¢;(a)) = ¢, (—a).

Démonstration. En utilisant le fait que F'(a) = —a, voir la preuve de [V.2.15| c’est tout droit :
Fip(¢7'(a)) = (671 0 F o ¢2) (¢ ' (a) = 671 (F(a)) = ¢ (—a).

Fixons un a € A. On a la propriété (immédiate) suivante :

Proposition V.2.29. Le stabilisateur de a, 'y, appartient ¢ deux sous-groupes de Iy ; lesdits
sous-groupes correspondent auz groupes de deux tétraeédres inscrits dans [’icosaédre :

e Le groupe de rotations du tétraédre T4, dont a est l'un des sommets ;

e Le groupe de rotations du tétraédre T_,, dont —a est l'un des sommets.

Démonstration. Cela vient du fait que ’axe des rotations fixant a passe également par —a. o



V.2. RESOLUTION DE L’EQUATION DE BRIOSCHI : CONSTRUCTION DE L’ALGORITHME171

Remarque V.2.30. On a T, # T_4.

Le résultat clef pour la quéte des racines de la résolvante de Brioschi est le suivant :

Proposition V.2.31. Pour tout v € I'y, chaque classe d’équivalence I'piy € I'p/\I's envoie a dans
lune des trois orbites O, O et P : la classe I'rr.yy envoie a dans O, et I'pr.y1 envoie a dans O,
pour Yo, Y1 choisis parmi le systéme de représentants des classes; les trois autres classes
d’équivalence envoient a dans P.

Démonstration. Soit a un centre de face. Le groupe I'; agit transitivement sur ’ensemble des
centres de faces, donc envoie a sur un autre centre de face. Comme on a partitionné les 20 faces de
I'icosaédre en 3 orbites O, O’ et P, a va étre envoyé sur I'une de ces trois orbites. L’action de I'zv
stabilise ensuite les orbites, donc a restera ensuite dans l'orbite. Il suffit alors de choisir des
représentants de chaque classe d’équivalence pour obtenir le résultat voulu. o

Avec ces notations, on a :
Proposition V.2.32. Les sous-groupes contenant Iy, le stabilisateur de a, sont :

FT70 = ’70_1FT/’}/0; et FTJ = ’yl_lFT/’}/l.

Démonstration. Cela provient de la formule bien connue : Stab(g.x) = g o Stab(z) o g~ 1.

Ici, c’est I’élément 7o qui envoie T” sur 7Tg, et donc 7, 1 qui envoie 7, sur T". 1l suffit donc
d’appliquer la formule avec g = vy L

En utilisant la correspondance de Galois, on a

Proposition V.2.33. Le générateur de la sous-extension de corps correspondant a I'rg, resp. I'r 1,

est fro:= f%?, resp. fri = %}.

On a donc les schémas suivants :

Tout d’abord, les groupes...

{1}

N

FT,O I‘T,l

NS

Iy

...Puis les extensions de corps
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C(2)

C(¢5' (a))

/ \
C(frp)

) /

.,

C(fr1)
w

A présent, le résultat que nous attendions tous :

Proposition V.2.34. Les éléments 57° =: sqg et §7* =: s1 sont des racines de I’équation de Brioschi.
Ce sont des éléments de C(fr), resp. C(fra).

Démonstration. Cette propriété est immédiate : comme translatés de 5, d’aprés le début de cette
section [V:2.5] so et s sont racines.
La seconde assertion est également directe. o

Une conséquence directe de cette derniére propriété, et si I'on regarde les schémas précédents, on
peut voir que sy et s1 sont des expressions rationnelles en qﬁgl(a), voir la remarque [[V.2.4{
Comment les déterminer explicitement ?

Pour cela, on va utiliser les valeurs prises par ’élément 7 — 3 sur les trois orbites O, O’ et P, et ce
en introduisant une nouvelle fonction en T', paramétrée par W (deés lors, on omet de préciser qu'il
s’agit de la forme associée a F, c’est implicite) :

pp@) = > §(Z).(F 0 ¢z(T) - 3)
vyel\T'r

—

Proposition V.2.35. La fonction pg; appartient a C(W)(T').

Démonstration. Elle s’exprime en fonction d’éléments I'j-invariants; elle est donc bien dans
C(W)(T). o
On a vu que notre itération nous donne des ¢,'(a), pour a € A fixé, et Fﬁ;(d);(a)) = ¢, (—a). On
évalue gy en ces deux valeurs.

Proposition V.2.36. On a :

N 5+ 3iv15 5 — 3iv/15
i (07" (a)) = 5 S0+t 551 Ho;

5 —3i1v15 54+ 31v15
= 5 S0 + 5 S§1 = 1.

pip (97 (—a)
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On trouve alors que :

9—1v1b5 9+4+1v15
Ho + i

_9+iVis - 9-iVi5
90 90 ) - Ho M1

90 90

S0 — S1

Démonstration. La somme porte sur les 5 représentants des classes de I'pv\I'7 ; parmi eux, on
compte I'g et v1. En ces valeurs, on a §7° = sq, resp. §"* = s1, et
5 —3iv15

700 g(07 @) 3 = LEIVID 5 BEIVID s o (ot @) — 3 = 2

Quant aux autres valeurs, comme on a 7#(P) = 3, tous les autres termes de la somme s’annulent.

J ’annonceErL que calculer p va permettre de dérouler tout 1'algorithme!
Pour ce faire, on utilise les formules pour § et ¥ — 3, et on homogénéise, pour trouver :

pp(T) = > §(Z).(F 0 ¢z(T) - 3)

~yel\I'r
FKIO’FEI (F2:I/FK/O’) ° (I)(Zl,Zz)(Tla TQ)
- [761%;\1“1 Fsr Firo®(z,,2,)(Th, Tz) ]*
B [Z’YGFT/\FI Fﬂ/o/Fl,I-((FZI/Fl’Y,/o/) o ‘I’(zl,zz)(Tl,T2))/F313]
(F110®(2,2)(T1, T2)) / (F1,1F37) *
_ k(1)
hw(T)

Apres calcul, on peut montrer que

ki (T) = 1000W (W — 1)b
[(1215T — 648)W* + (=540T° — 216T% — 11527T + 640)W>
+ (378T° — 504T* + 960T>)W? + (3617 — 168T%)W — T7]

V.2.6 Aboutissement : ’algorithme de la résolvante de Brioschi

Toutes ces (difficiles) étapes ont permis de construire un a un chacun des ingrédients nécessaires a la
création d’un algorithme permettant de nous donner les racines de I’équation de Brioschi; et cet
algorithme, le voila :

11. Pour les fans de la Tour Montparnasse Infernale, qui s’attendaient & un coup de pied latéral en pleine face, c’est
raté.
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ALGORITHME
On veut résoudre la résolvante T° — 10w'T® + 45w'T — w'?, pour w' € C.

1. On pose w:=1— 1728w, et on calcule les polynoémes hg et kg € C[T].
2. A partir d’une valeur t quelconque, on itére la fonction Fg =T — 12h@/hiﬁ € C(T) un certain
nombre de fois, jusqu’a ce que litération converge vers un certain tg. On pose ensuite
t1 == Fg(to).
3. On pose pio := kg(to)/ha(to), et p = kg(t1)/ha(t1).
9 —iv15 9+iV15 9+iV15 9 —iv15
Mo + 90 M1 et s = 99 Mo + 90

w1 sont deuz racines de

4. Alors sg =
l’équation de Brioschi.

Il reste encore trois racines a trouver. Mais le probléme se réduit alors a une équation de degré 3,
qui soit se résout par radicaux comme on aime...Soit on recommence le processus, jusqu’a trouver
toutes les racines. Larmes de joie.
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V.3 L’algorithme dans toute sa splendeur : mise en route du
programme

Voici le programme qui permet de calculer deux des racines de 1’équation de Brioschi.

var("T W?)
B(T,W) = T% — 10WT3 + 45W2T — W?
H(T, W) = 91125(1 — 1728W)® 4 (—133650T? + 61560T — 193536)(1 — 1728W)® + (—66825T* +
142560T3 4133056 T2 —61440T +102400) (1 — 1728W)* + (5940 T +4752T5 +63360T* — 140800T3) (1 —
1728W)3 + (—1485T® + 3168T7 — 10560T°)(1 — 1728W)2 4 (—66T10 + 440T7)(1 — 1728W) + T'2
K(T, W) = 100(1 — 1728W)((1 — 1728W) — 1)((1215T — 648)(1 — 1728W)* + (—540T3 — 216T2 —
1152T+640) (1 —1728W)3 4 (378T5 — 504T* +960T3) (1 — 1728 W)? + (36 T7 — 168T%) (1 —1728W) —T?)
F(T,W) =T — 12H/diff(H, T)
w=10.5
R =]
for i in [1..100] :

t = CC. random __element()

G=F(t,w)

g=F(G,w)

for j in [1..500] :

g="F(g w)

x =F(g,w)

m = K(g, w)/H(g, w)

n = K(x,w)/H(x, w)

s = ((9 — Lsqrt(15))m/90 + (9 + Lsqrt(15))n/90).n(digits=10)

c=((9 4 Isqrt(15))m/90 + (9 — Lsqrt(15))n/90).n(digits=10)

if sin R :
R
else :
ifcin R :
R
else :
if s==c:
R =R+ [s, s.conjugate()]
else :

R = R + [s.conjugate() , c.conjugate()]
R
[1.705241025 — 0.647197305911, 1.705241025 + 0.647197305911, —1.716354576 —
0.659623113411, —1.716354576 + 0.659623113411, 1.705241025 + 0.647197305911, 0.02222710226]
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FIGURE V.3 — Merci pour votre attention!
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