BASE DES POLYNOMES DE HILBERT

Voici un exemple d’utilité des bases en dimension finie, qui peut constituer une alternative
a 'exemple classique des bases utilisées pour calculer la suite de Fibonacci. 11 s’agit de la
base des polynomes de Hilbert.

PROBLEME : Soit P un polynome de R[X]. Calculer S := P(0) + P(1) + ...+ P(n).

Pour cela, supposons que 'on ait trouvé un polynéme (@) tel que

Q(X +1) - Q(X) = P(X), Q(0) = 0.

Alors, le probleme sera résolu, puisque

S=P0O)+P(1)+...+P(n)=Q(1)—Q(0)+Q(2)—Q(1)+.. . +Q(n+1)—Q(n) = Q(n+1),

par simplifications en cascades.

Remarque : Le probleme s’apparente a l'intégration de P. On dit que P est la dérivée
discrete de () et donc que () est une primitive discrete de P. On notera dans la suite D la
dérivée discrete : DQ(X) = Q(X +1) — Q(X).

On note maintenant H,, le n-ieme polynome de Hilbert :

Hy=:X(X=1)... (X —k+1).

O

Alors, il est clair que Hj, est un polynome de degré k et DHj 1 = Hy.
Effectivement :

DHy1(X) = Hpyr (X +1)—=Hp1 (X) =

(X4+1)(X) ... (X—k+1)—

(k+1) (k+

:ﬁX(X—1)...(X—k;+1)[X+1—X+k:)]ZHk(X)-

Donc (Hy) est une base de 'espace vectoriel des polyndomes R[X] et de plus, si on
décompose P dans la base des Hy,

P = a0H0+a1H1 —l——|—OzmHm,

et si on pose
Q=aoH +a1Hy+ ...+ o Hppg,

Il vient par linéarité de D :
DQ = (IoDHl + OélDHQ + ...+ ()émDHm+1 = Cl{()HQ + OélHl + ...+ OémHm =P

Ce qui fournit la solution a notre probleme : S = Q(n + 1).
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