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1 /INTRODUCTION

I.1 Quelques repeéres historiques

L'un des premiers modéles de processus biologigues gu'on connaisse est
sans doute celui proposé par Léonard de Pise dit Fibonacci, dans son Liber abacci
(1228), qui a construit les suites bien connues en réfléchissant sur |a dynamique
d'une population de lapins. Il remarquait notamment gue les jeunes lapins ne
pouvaient pas se reproduire immédiatement aprés leur naissance mais n'étaient
matures qu'apres un certain temps, d'ol la notion de ce gu'on appelle
aujourd'hui les classes d'age.

Il fallut ensuite attendre la fin du 18&me et le 19&me siécle avant de voir
apparaitre de nouveau des modeles que I'on qualifie de démographiques, c'est &
dire qu'ils ont pour objet de représenter I'évolution d'une population au cours du
temps : le modéle exponentiel de Malthus' (1798) puis le modéle logistigue de
Verhulst? (1848), avec une mention au passage pour le modéle de Gompertz®
(1828). A la fin du 19éme et au début du 20éme, des modéles probabilistes de
Galton*-Watson® conduiront & la théorie des processus de ramification.

Apres 1920, toute une école d'écologie puis de biologie mathématique
s'est développée en paralléle avec une école de statistique en biologie. La
premiére école s'est attachée a représenter la dynamique des populations en
interaction : travaux de Lotka® et de Volterra’. La seconde école fut celle des hio-
métriciens, dont le plus connu est Sir Ronald Fisher®, qui ont developpé des
modeles statistiques pour analyser la variabilité biologique.

La dynamique adaptative est un ensemble de techniques mises au point
au cours des années 1990 pour comprendre les conséquences a long terme de

1 Robert Malthus (1766-1834), historien et économiste anglais, pense que la cause essentielle
du grand nombre de pauvres en Angleterre & la fin du XVIII® siécle est due au fait gue la
population croit pius vite que la production. Il publie en 1798 un « Essai sur le principe de
population ». Ses idées sur la sélection naturelle ont fortement influencé C, Darwin et
R.Wallace, notamment le fameux « struggle far life ».

2 Pierre Frangois Verhulst (1804-1849), mathématicien belge, inspiré par Malthus, il modélisa
I'évolution des populations animales en introduisant un paramétre dépendant du milieu
d'évolution afin d'illustrer la théorie que la croissance d'une population devrait étre limitée, ce
qu' on appelle la fonction logistigue.

3 Benjamin Gompertz (1779-1865), mathématicien anglais. Publie en 1825 « Gompertz's law
of mortality » ou it montre que le taux de mortalité croit de maniére géométrigue.

4 Francis Galton (1822-1911) homme de science britannigue et cousin de Charles Darwin. ||
est & l'origine du lien entre |a théorie sur la sélection naturelle et [a recherche mathématigue,
Consacrant une large partie de son activité a la défense de la théorie de I'évolution, en se
proposant de montrer qu'elles permet des prévisions susceptibles d'étre vérifides.

5> Henry Watson (1827-1903) mathématicien anglais. || coécrit un livre avec F.Gaston « On the

probability of extinction of families » en 1874 qui deviendra le fondement de la théorie

moderne des processus de branchement,

Alfred James Lotka (1880-1949), mathématicien américain.

Vito Volterra (1860-1940), mathématicien et physicien italien. Aprés fa premiére guerre

mondiale il s'intéresse aux applications des mathématiques a la biclogie. Il est a Forigine du

modele proie-prédateur : « Lecons sur la théorie mathématique de la lutte pour la vie » (1931)

-~

8 Ronald Fisher (1890-1962), biologiste et staticien anglais. Successeur de Darwin, il contribua

2 H 4 . 4 irri : i ey U I Sy T
ala formalisation. mathématinue du princine de sélection-naturelle grace o 385 MELNoDUES

statistigues.
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petites mutations dans les traits exprimant le phénotype. Iis relient la dynamique
de la population a la dynamigue évolutive, intégrent et généralisent Iidée
fondamentale d'une dynamique dépendant de la fréquence : le succés de
chaque stratégie dépend de la fréquence des autres stratégies dans la
population. La dynamique adaptative progresse en tant qu' outil polyvalent pour
la modélisation évolutive.

1.2 La modélisation en biologie des populations et en écologie

1.2.1 L'approche démographique

Il s'agit d'étudier ['évolution de la taille de populations au cours du temps.
On privilégie un point de vue « inteme » et « biologique » ; on parle de taux de
croissance, de taux de mortalité, de structure en age, de structures familiales, de
structures génétiques.... La plupart de ces modéles ne font pas ou peu référence
au milieu dans lequel les populations évoluent, en particulier & la dynamique
simultanée des ressources. Le plus souvent on se limite & une population.

.2.2 L'approche populationelle

Cette approche introduit explicitement les interactions entre populations. Elle
reste trés imprégnée de l'approche démographique et ne fait pas, ou peu,
apparaitre les contraintes dues au milieu, en particulier, ni la répartition et la
dynamigue des ressources, ni I'nétérogénéité du milieu.

1.2.3 L'approche génétique

Elle est centrée sur fa dynamique des proportions et non des effectifs comme
['approche démographique. La génétique des populations, a été un domaine trés
tot formalisé : mode&les probabilistes de transmission des génes dans une
population. Parmi les grands noms de la discipline : Fisher, Haldane et Malécot.

.3 La dynamique adaptative

Les principes de |'assemblage des communautés d'espéces, soumis aux
regles de la concurrence, de la prédation, du parasitisme et du mutualisme, sont
aujourd'hui entierement repensés. Les équations différentielles de Lotka et
Volterra ne peuvent décrire ['interaction de populations gu' "en moyenne" sur
I'espace occupé. Leur simplicité occulte les effets souvent considérables de la
localisation géographique précise des individus et de leur mobilité. Fluctuations
locales et corrélations spatiales ne sauraient plus étre négligées pour énoncer les
regles de la coexistence et de I'exclusion des populations naturelles. La
description mathématique de populations en interaction s'élabore désormais a
partir de principes démographiques de base, opérant a ['échelle individuelle et
locale, pour parvenir a une description "macroscopique" dont les variables se
definissent dans letemps et dans I'espace.

Au cours des dix demieres années, des travaux expérimentaux

Nak lmnnri':nr'n mnjalirm ont fait _tombar la r'n\rl"i-\cs qlu h"n(;':if‘ leg nrocessus do

RIZZO Karine — 10704167 - TIPE — DYNAMIQUE ADAPTATIVE P5/35



I'écologie et de I'évolution sur des échelles de temps quasi incommensurables.
Qu'll s'agisse d'oiseaux, de poissons ou de lézards, quelgues générations
suffisent pour gqu‘une population réponde & la modification de son
environnement par un changement “héritable”, codé génétiquement, de la
morphologie ou de la démographie des individus. C'est dans ce contexte
empirique que la théorie des "dynamiques adaptatives" a vu le jour au début des
annees 1990. Dans cette théorie, le processus de I'évolution darwinienne est
décrit comme une marche aléatoire sur I'ensemble des phénotypes, dont chaque
pas est gouverné par ['écologie du systéme. Cette approche se distingue de la
génetique des populations classiques ol la valeur sélective est une fonction
donnée d'avance. lci, la valeur sélective d'un phénotype mutant est déterminée
par la capacité d'invasion («invasion fitness») de ce phénotype dans la
population établie. Les pressions de sélection, d'origine écologique, se modifient
donc a mesure que la population évolue. L'une des prédictions les plus
spectaculaires de cette théorie concerne l'origine des espéces : l'interaction des
processus écologiques et évolutifs peut conduire une population & se différencier
en plusieurs especes, sans lintervention des facteurs extérieurs
traditionnellement invoqués, comme l'isolement géographique de populations
locales.

La théorie des dynamiques adaptatives s'inscrit dans la descendance
directe des applications de la théorie des jeux a la biologie. Mais les notions de
stabilité sont bien distinctes des concepts classiques et propres a la motivation
biologique sous - jacente. Les modéles d'interactions spatialisées évoqués plus
haut engendrent eux aussi de nouvelles classes d'équations aux dérivées
partiefles, simples dans leur formulation et riches dans leurs propriétés. Ce ne
sont la que quelques exemples récents qui suggérent la grande fertilité de
I'écologie en métaphores et problémes mathématiques inédits.

1.4 Plan de I'étude

Dans cette étude, je vous propose de suivre le chemin de Malthus aux
modéles actuels de dynamique adaptative.

En effet, a partir d'une population nous allons décrire son comportement
evolutif en rajoutant au fur et a mesure ies paramétres influencant cette
évolution jusqu'a obtenir une modélisation compatible avec la théorie de Darwin®
avancée dans son oeuvre « On the origin of species... »(1859) ol il explique que
la divergence des caracteéres est a 'origine de nouvelles espéces.

Tout d'abord, nous allons montrer la croissance d'une population dans un
milieu dont les ressources pour cette espéce sont limitées appelé modéle
logistiqgue de croissance. Nous verrons la notion d'équilibre du systéme et de
stabilité de cet équilibre face a une perturbation.

Ensuite, nous placerons cette population dans un contexte. En premier
lieu, nous considérerons deux espéces en interaction 'une vis a vis de l'autre
pour déterminer les conditions nécessaires a la stabilité de |'équilibre de ce
nouveau systéme : équation de réaction. Puis, nous prendrons en compte les
conditions spatiales en introduisant le principe de diffusion : équation de

8. Charlag Rebart. Darwin (.2800.- 1882} ect un.natural

L "b (s 1 ~ - v
théories sur I"évolution des espéces vivantes ont profondément révolutionné
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diffusion.

Pour modéliser le principe de divergence de Darwin, nous réunirons ces
considérations afin de visualiser I'effet d’une compétition entre deux caractéres
phénotypiques d'une méme espéce sur son évolution.

Pour conclure, nous discuterons des limites de ce modéle, dues entre
autres a ses conditions d'applications, et nous le comparerons a d'autres
considérations biologiques.
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il / MODELES ELEMENTAIRES A TEMPS CONTINUS

.1 Introduction

La premiére question qui se pose concerne [|'évolution temporelle d'une
population. Le modéle naif, ol reproduction et mortalité sont proportionnelles
aux effectifs, conduit a une explosion ou a une extinction de la population, selon
la valeur des paramétres, a vitesse exponentielle. Cette approche, due 2
Malthus, est en général irréaliste, du moins sur une longue période. Il nous
faudra donc introduire un terme correctif qui conduise a ce que 'effectif d'une
population isolée converge vers un effectif constant : l'idée est qu'il existe un
effectif idéal dependant du milieu extérieur, et que si ce milieu ne varie pas,
I'effectif réel va se stabiliser autour de cet effectif idéal. C'est ce que propose le
modéle logistique.

Notations :
Notons N(t) I'effectif de la population a t, N{0) I'effectif de |a population initial.

On suppose que |'effectif de la population est suffisamment grand pour supposer
N(t) réel et non pas entier.

L'évolution de la population N(t) est décrite par une équation de conservation du
type:
d’;—iﬂ = naissances - morts + migrations

1.2 Modéle malthusien

Dans le cas le plus simple, il n'y a pas de migrations, et les naissances et les
morts sont proportionnelles a N(t), le facteur de proportionnalité étant constant
au cours du temps :

an(t) =nN({t)~-mN(t)=r N(t)
dt
d'ol I'on déduit facilement que N(t)= N(0}e™ ol r est le taux d'accroissement
instantané. Ainsi si r>0, la population croit exponentiellement tandis que si r<0

elle disparait rapidement.

Les croissances de type exponentiel uniguement sont rares. En réalité, quelle
que soit la population, on n'aura de croissance exponentielle qu'au début de
I'invasion d'un milieu dans lequel les ressources sont surabondantes.

1.3 Modele logistique

Il est raisonnable d'inclure dans le modeéle précédent une correction lorsque la

population grossit. L'idée est qu'il existe une taille « idéale », nommée capacité

biotique (capacité d'accueil du milieu). En deca de cette capacité biotique, la

population a tendance a croitre, au-dela, elle décroit. Verhulst a ainsi proposé un

modele, appelé modéle logistique, qui sert de base a toutes sortes de
modélisations plus complexes.
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11.3.1 Hypothéses et notations

En gardant les précédentes notations, appelons K la capacité biotique du milieu :
le milieu peut nourrir K individus.

Si N<K : il y a suffissmment de ressources : la population augmente car la
natalité est supérieure a la mortalité

Si N>K : il n'y a plus assez de ressources : des individus meurent de faim. La
mortalité devient siupérieure a la natalité.

Si N<<K: cas de Malthus : croissance proportionnelle a N

1.3.2 Mise en équations

FIN)>0 si N<K ]
f(N)<0O si N>K
f(N)-rN si N<K

f(0}y= 0 (pasdecréationspontanéed "individus)

dan (r}
ar

= f(N) , telle que

La forme différentielle du modeéie logistique s'écrit :

dN(t) _ _N(E)
—ar =rN({t) (1 i )
Une fois le modele établit, il s'agit maintenant d‘étudier les propriétés

mathématiques de cette équation différentielle autonome pour vérifier que
celles-ci sont compatibles avec les données expérimentales.

11.3.3 Recherche de points fixes ou états d'équilibre N*

Un point d'équilibre (ou fixe) correspond a une solution constante

d N(t)
dt

Les points fixes sont définis par =0 = f(N{t)=0

Dans notre cas on remarque rapidement deux possibilités : N(t)= 0 ou N(t) = K

11.3.4 Etude de la stabilité des points d'équilbre

Un point d'équilibre n * est stable localement si toute solution qui s'en écarte
légerement tend arevenir vers ce point d'équilibre a l'infini. i.e. :

it existe ¢>0 tel que pour tout N,eR si |NG—N *|<£ alors IimN(t)=N

[

Pour étudier la stabilité linéaire, on linéarise I'équation autour de N*. Le
développement de Taylor au voisinage de nN(¢)=N * au premier ordre nous
donne :

| _dg;_“_ —FIN(E) = FIN " )+ (N(EV =N " VF (N " )+ (N(£) =N * ) e(N).
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Iim ¢(NM)=0
avel Nl * ( )

Onpose N(t)=N" +N,t) ol N,t) estune perturbation supposée petite. On
peut alors écrire

av (t
PO~ LY F 4y 6) = VT )+ N0 )
Par définition du point fixe : 7 (N *)=0 etici FUN(E) =r— 2rli<\l(t)

Aupointfixe ¥* =k ona:

av ()
3

f'(K)=-r alors ~—IN (t) avec N,(t)=N(t)-K

La solution de cette équation différentielle est N {t) = N, (0)e™"

Ainsi la forme de N(t) au voisinage de N(t)=K est équivalente & une exponentielle
a exposant négatif : si on s'éloigne de K suite & une petite perturbation, N(t) aura
tendance a y revenir. On parle alors d'équilibre stable linéairement et on dit que
K est un attracteur.

Au pointfixe N* =0 ona:

N,(t)

)

dt

fro=r et [I'équation linéarisée est donc ~r N (E)

La solution de cette équation différentielle est N,(t)=N,(0)e"

Cette fois la forme des petites perturbations N*=0 est une exponentielle
croissante : si on s'écarte de 0, N(t) s'en éloigne immédiatement. On parle alors
d'équilibre instable et on dit alors que 0_est répulsif.

Finalement, la nature des points d'équilibre est directement donné par le signe
de f'(N) au point d'équilibre,

[i.3.5 Points d'inflexions

La dérivée seconde de N(t) peut nous renseigner sur la présence de points
d'inflexions :

d2N(t) _ 2 dh (t)
—d—fz——r(l—?N(t))“““—

Elle s’annule et change de signe pour N(t)=K/2
On doit donc observer un point d'inflexion pour les solutions répondant aux
conditions initiales N(0)<K/2

11.3.6 Comportement asymptotique de N(t) quandt— o

La fonction N(t) sera monotone, croissante si f est positive, décroissante si f est
négative, et la limite de N(t) quand t= o sera alors le point d'équilibre stable

Py + 1
le plus proche dans lesens de la moenctonie.
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11.3.7 Résolution de I'équation

dn(t) _N(t), _ T
= =rhN{t)(1 wa ) = r N(t) K N3(t)
soit azé et U(t)=-‘,Wl5 en supposant qu'il n'y a pas extinction de la
. . ,o-du(t) 1 - a Looduft)
population. On obtient : gt w0 - uf) 20 soit T ru{t)+a

La solution est du type u(t):(_‘e"‘+-%
En injectant les conditions initiales on obtient finalement :

K
K—N(0)
No) € )

N(t)=

(1+

Représentation de fonctions logistiques pour différentes conditions initiales, avec
K=10etr=2:1:N(0)=2; 2: N(0)=5; 3: N(0)=7; 4: N(0)=12

Z .‘u“\ 1
3 2
N
-‘E \ 4
o
ol
(@]
.

Temps t

1i.3.8 Conclusion :

Ce modele est un modele simple qui ne tient pas compte ni de la maturité
sexuelle, ni des interactions entre individus : compétition, prédation, parasitisme,
symbiose, mutualisme..., et ni des répartitions spatiales.

Nous allons donc maintenant étudier le cas d'une interaction entre deux espéces
dans un systeme clos.
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il / EQUATIONS DE REACTION

Dans cette partie, nous allons rappeler les résultats importants sans étude de
cas particulier. Une application directe de cette partie est le modéle de Lotka-
Volterra généralisé ( systéme proie-prédateur non spatialisé).

Etudions le cas de deux espéces N et M partageant le méme milieu clos. Quelle
que soit l'interaction mise en jeu entre ces deux espéces on est ramené a un
systéme différentiel général :

dn(t)
—ar - F(N(E),M(t))
dM{t) _

T =g(N(t),M(t))

f (respectivement g) représente le modeéle de croissance de 'espéce N
(respectivement M) en fonction des deux especes N et M

Nous supposons que F = {f,g} est définie et continue sur un ouvert D de RZ

Supposons que le systeme différentiel admette au moins un point d'équilibre.
Pour étudier sa stabilité, nous utilisons la méme méthode gue dans le cas du
modele logistique. C'est a dire que nous faisons un développement de Taylor a

I'ordre 1 au voisinage de ce point d'équilibre X * =(N*,M ") . On pose
X{)=X" +X,1) ou X,(1)=(N,{1),M (1)) est une perturbation supposée
petite. On obtient alors le systéme suivant :
an,(ty . af . af
———d——t——f(N M )+N(t)aN(N .M )+M()EJM(N M)
aMm,(t) . og . 0g s .
s =g(N )+N()aN(N M }***Mp(f)aM(N M)

Or par définition du point d'équilibre f(N " M *)=g(N " M " )=0 etsoit]la
matrice jacobienne calculée au point d'équilibre :

af #* * 6f * *
) W(N M) 8M(N M)
g py ¢ vy Od n .
aN(N M) M (N )
L'équation s'écrit de maniére matricielle :

d N N

—_ P = P

at Mp] J MJ (n.1)

Par analogie au raisonnement en dimension 1, la stabilitéd de ce point d'équilibre
sera donc déterminée par le signe des parties réelles des valeurs propres de
cette matrice jacobienne.

Nous montrerons, en annexe A, gue la partie réelle des valeurs propres devra
étre négative pour que cet équilibre soit stable.

RIZZO Karine - 10704167 - TIPE - DYNAMIQUE ADAPTATIVE P12/35



1. quel que soit x € Q N(0,x)=N,(x)
2. Conditions aux limites sur le bord du domaine :

i. Dirichlet homogéne :  quel que soit x € 002 N(t,x)=0 pas de
conservation aux bords.
ii. Neumann homogéne
quel que soit x € 802 VN(t,x).9(x)=0 on v est un vecteur
normala 80 en x: le flux nul aux bords ; confinement.

On se restreindra, maintenant, au cas ou I'espace est de dimension 1 (k = 1) et
ol Q est le segment [0;L]. Les conditions de Dirichlet homogénes sont alors

N(rO) N(t,L)=0 , et celles de Neumann homogenes sont
(t,O) aN(t L)=10 . Il est nécessaire de préciser les conditions aux limites
pmsqu ‘elles tradUisent des phénomenes biologiques différents.
A2
L'égquation s'écrit : aalg( X) - d--ug—(t x)=0 (IV.1)

IV.3 Fonctions propres.

On va alors définir les fonctions propres de la diffusion pour ces conditions aux
limites. C'est donc un profil F(x) (une forme) telle que : A,F(X)=AF(X) avec

A€ R et F(x) vérifie les conditions aux limites. Cela signifie que le profil F{x)
n'est pas déformé par 'opérateur de la diffusion, il estjuste dilatési A> 0 ou
aplatisi A<0 . A estlavaleur propre associéea F

Ce raisonnement justifie 'utilisation de la méthode de séparation des variables
pour la résolution de I'équation (IV.1).

IV.4 Séparation des variables
Nous cherchons des solutions de {a forme :

N(t,x) = F(x)G(1)
qui satisfont les conditions aux limites. Alors :

(f,x) dGt) &N d*F(x)
L= Fx (,x) = L Gt
oN py F(x) = et atz( x) e ()
et I'équation (IV.3.1.1) devient :
Fx) dG{t) _ dd'FE\) 0
dt b
On sépare alors les variables:
L_doly _ 1 d‘FEx) = ~\ constante arbifraire de séparation

dG{t) di F(x) o

Nous obtenons donc deux équations différentielles ordinaires & coefficients
constants :
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IV.5 Equation temporelle
Au vue de ce qui a été fait précédemment, on obtient des solutions de fa forme :
G() = G(0)e™"
e Si A<0 G croit exponentiellement quand t augmente
e A>0 G décroit exponentiellement quand t augmente
e A=0 G est constante

IV.6 Equation spatiale
On se place en dimension 1 pour simplifier les calculs
F''(x) + AF{x)=0
Dont I'équation caractéristique * + A=0 donne les solutions :
Si A<0  r=++v-A = F(x)=ccosh{v-Ax) + c,sinh(vV—Ax) (IV.6.1)
Si A=0, r=0 = F(x)=c; + ¢,x (1V.6.2)
SiA>0, r=xiJA = F{x)= cscos(VAx) + cesin(vax) (1V.6.3)

En appliquant les conditions de Dirichlet, nous obtenons une infinité de A,
valeurs propres, toutes positives, associées aux fonctions propres :

nTTX)
L

En appliquant les conditions de Neumann, nous obtenons une infinité de A,
valeurs propres,

toutes positives, associées aux fonctions propres :

F.(x) = B,sin{

nrrx)
L

F.(x) = A, cos(

Le détail des calculs se trouve en annexe B.

En appliguant le principe de superposition des solutions, on obtient une solution
du type:

= D, cos(T x)+ C,sin(LT T )|

n=0 L L

IV.7 Solutions générales

Au vue de tout ce qui a été fait précédemment, si en condition initiale on a

N(0,x)}=F,(x) ou toute fonction C.S.R. par morceaux pour étre décomposée en

série de Fourier { voir annexe C ), alors on cherche une solution de la forme :
N, (t, x)=G,(t) Fo(x)

ON(t,x) _ 4 &Nt X)
ot ax

2
dir;(t) F.x)=—da,G,(t)F,(x) avec Fix}#0 et f\n:(m)
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dG [t
on obtient une équation différentielie du premier ordre : ctn( ) =—da,G,(t)

—dix b

qui a pour solutions : G,(t) =G,(0) e
Par suite, N,(t,x)= G,(0) e ™ F {x)

G,(t) est un coefficient d'amortissement fonction des fréquences A, . Plus la
frequence est grande plus l'amortissement sera rapide.
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V / EQUATION DE REACTION-DIFFUSION

V.1 Equation générale

En rassemblant tout ce que nous venons de voir nous obtenons le systéme
suivant:

oN(t,x) BN (t, x) oM(t,x) *Mt, x)
~gr =f(N,M}+d, Py et g —g(N,M)+dM————aX2

avec N et M deux espéces en __.interactfon_

Par la suite, on écrira ce systéme :

N g W N
DA
ol ] o2

d, 0
0 d,

=F

avec D=[

M *
que nous ['avons fait précédemment grace a la formule de Taylor, Appliquons une

N, xy= N 1| N, x)
M * -

Soit

} un équilibre des équations de réaction. Ftudions sa stabilité telle

+

légere perturbation :

le systeme devient, avec les notations utilisées précédemment :
N, N Nolie, x)+ pa| NV
. M M

Pour introduire le phénomeéne de diffusion, on donne a la perturbation le profil
d'une fonction propre trouvée précédemment pour chaque espéce soit

By (t,x)=] (t,x) (V1)

P B

N
p|(0,x)=|%{0) F.(X) .Alors on cherche des solutions sous la forme
M, ¥nl0)
N t .
[M” (t,x)= ‘;”Et; FalX) En introduisant cette expression dans (V1) on obtient :
P b
d o (t)]
dt o {t) o, (t)
F.lx)= a Flx)=Da,| n F.(x) avecF, (x)=0
dy,(t) I j(yn(f) ) Y
dt

Par suite, on a un nouveau systeme d'équations différentielles :
a,' () o, (t)
Yo' (t) Yn
J, estla matrice des perturbations de fréquence n.
N *
M *
forme F,(X) , est donnée par le signe des parties réelles des valeurs de  J, ,
comme nous l'avons montré pour la partie lIl.

:(J_Dﬁn) on pose Jn:j_D‘\n (VZ)

La stabilité de I'équilibre , par rapport aux petites perturbations de
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V.2 Conditions d'émergence de formes

L'un des plus importants modéles mathématiques en biologie du
développement a été formulé par Alan Turing®* . Il a proposé un modele de
réaction - diffusion dans lequel deux solutions distribuées de maniére homogéne
interagiraient pour produire des modéles stables pendant la morphogénese
(apparition de formes dans les embryons). Ces formes représenteraient des
différences régionales dans les concentrations de deux substances N et M, dont
I'interaction ferait ainsi surgir l'ordre a partir d'un désordre initial. Turing a
montré que si l'interaction entre N et M est du type : la substance M stimule la
production de N et M tandis que la substance N inhibe la production de M, et si N
diffuse plus facilement que M, des pics de différentes concentrations vont étre
générés pour la substance M. Ce modele prédit des zones altemes de hautes et
faibles concentrations d'une substance donnée. Quand la concentration d'une
telle substance dépasse un niveau seuil, une cellule {ou un groupe de cellules)
peut étre incitée a se différencier d'une certaine maniere. Une caractéristique du
modele de Turing est qu'il conduit a l'amplification de longueurs d'ondes
chimiques particulieres en supprimant toutes les autres. Quand les
concentrations locales de M augmentent, les valeurs de N forment un pic centré
sur le pic de M, mais qui devient plus large et moins élevé a cause de la diffusion
rapide de N. ces pics de N inhibent la formation d'autres pics de M dans le
voisinage immédiat. Les pics de M qui subsistent dépendent des conditions
initiales et de I'espace dont il dispose.

poncenlration
i

piv d'aclivaleur

inhititeur

Les différentes représentations spatiales sont :

11 Alan Turing { 1912-1954) Mathématicien anglais , un des fondateurs de la science des
ordinateurs et qui décrypta le code de I' « Enigma » allemande durant la seconde guerre

T
LRRACIRES 1V J | wapy
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espace cylindrique ou espace plan:

Turing a remarqué qu'il était possible de choisir les parametres du modéle
pour que I"équilibre de réaction soit stable par rapport a toutes les formes sauf
une par rapport a laguelle il est instable. Le systeme agit alors comme un
révélateur de cette forme.

Dans le cas d'une seule espéce, pour un systéme a une seule équation, la

stabilité est donnée par F (N * ) - dA, . Lafréquence la plus amplifiée est donc

A,=0 . La forme privilégiée est donc I'homogénéité : pas d'émergence de
nouvelles formes.

Dans le cas de deux espéces en interaction . le plus grand taux
d'amplification peut étre associé a une fréquence non nulle détemminée par
I'equation de diffusion. Le but est de discuter de la stabilité d'un équilibre du
systéme de réaction-diffusion. Pour qu'il y ait émergence de forme, cet équilibre
doit étre stable pour I'équation de réaction seule et instable pour I'équation de
réaction-diffusion.

Replagons nous dans le contexte :
f(N.M) : modéle de croissance de 'espece N en fonction des individus N et M
_9Ff(N,M)
oy aN
g(N,M) : modele de croissance de I'espece M en fonction des individus N et M
dg(N,M)
MM = BM

oFf(N, . N . 5
Jw= —-—-(;:w—M)- taux de croissance de 'espéce N par rapport a l'espéece M

taux de croissance de I'espéce N par rapport a elle méme

taux de croissance de I'espéce M par rapport 3 elle méme

G} M . N \ N
Jww= __Qla.’\:\’_.l taux de crissance de I'espéce M par rapport a l'espece N

dy. dy : coefficient de diffusion des espéces N et M sur l'espace considéré
d'évolution

2
An:(pf-) : les fréquences des individus de différents traits (variable de

I'espace considéré)
Les conditions imposées par les équations traitées préecédemment nous
donnent plusieurs information quant au comportement des deux espéces face &
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leur perturbation respectives : présence influente de l'autre espéce. Nous
retrouvons les conditions nécessaires a I'émergence de formes ( i.e.
I'« apparition » d'un nouveau phénotype dans le cas d'un travail dans l'espace
des morphologies ) décrites par Turing :

o Une des deux especes doit s' auto-catalyser, on la nomme activateur.
Son taux de croissance par rapport a elle méme est positif et dépasser
un certain seuil de diffusion Ju > dyA, > 0

e L'autre espéce doit s' auto-inhiber : inhibiteur. Son taux de croissance
par rapport a elle méme est négatif Sy < 0

o L'effet de l'inhibiteur de l'inhibiteur doit &tre supérieur & I'effet de
l'activateur [Jud > |Jan| -

e lLa diffusion de l'inhibiteur doit étre supérieure & celle de I'activateur
dy

—_— > ]

dy

A ces demiéres, n'oublions pas les conditions initiales et aux bords de 'espace
que l'on a vu dans la partie IV.2. Et enfin si I'espace L est assez grand pour
laisser place a une nouvelle forme, I'équation homogéne devient instable par
rapport a une fonction propre particuliére qui semble alors émerger a partir de
rien. Le modéle de Turing a trouvé des aplications en biomathématiques
notamment dans |'explication de certains pelages de mammiféres ou les dessins
de coquillages :

On va voir maintenant, que ce type d'auto-organisation peut é&tre utilisé dans un
contexte différent, pour modéliser le principe de divergence des caractéres de
Darwin. On se place donc dans l'espace des morphologies pour étudier le cas
d'une espéce N mono - morphique x ou y qui suit le modéle logistique de
croissance.
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Vi / EQUATION DE FISHER NON LOCALE

V.1 Equation

Un exempie historique d'équation de réaction-diffusion du type de la partie
précédente est ['équation de Fisher ol f est la fonction logistique :

ON(tX) _ r _ aEN(t,x)
ot = RNEXK =Nt a3 (v1.1)

Rappel : K représente la capacité du milieu, r le taux d'accroissement instantané
et d le coefficient de diffusion de |a morphologie x.

Dans l'espace des morphologies d'une espece : l'espace Q, considérons une
compeétition entre deux morphologies x et y : ¢(x,y). On suppose alors que Ia
compétition ne dépend que de la distance entre ces deux morphologies , que
['on normalise soit ;

b(x.y)=o(x-y) aecp(x y)da=1

le  terme  correspondant & la  fonction logistique  devient

EN(EX(K = [ o(x— y)N(E, y)d)

Nous remarquons que l'intégrale représente le produit de convolution de ¢ et de
N.

L équation (VI.1) devient :

~2
ﬂ%%&:%Nm”WFw*Nmmnd&%%&

Notre but a présent est de chercher des instabilités du type Turing qui
donneraient de nouvelles morphologies.

(VI.2)

V.2 Stabilité des équilibres

Dans l'étude précédente de la fonction logistique, nous avions deux équilibres
pour N(t,X)=0 et N(t,X)=K.

Nous avions vu que I'équilibre autour de 0 n'était déja pas stable. Nous
cherchons donc a déstabiliser I'équilibre autour de K.

L'expression de la perturbation est donc :
N(t,x) =K+ N ,(t,x)
L'équation (V.2.2) devient :

aN(t,x) _ON(tx) r a*N_(t,x)
= =—=(K t, - K+ Nt x)+d—2 "
pY: o 7 (KA N(EX)(K = ( (£ X)) Py
Or K ne dépend pas del'intégrale et ¢ est normalisée donc :

@xK)EX=K
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il nous reste :

8N ,(t,x) 2N (£, x) R
—5r =K NN s N)(Ex) + o=l i |
N(E, °N (L,

3, a(;f X) =—r * Npy(t, x)— TZ—NP(t,X)(cp # N (E, x) + dﬂ;(ﬁiﬁ ']

Par hypothése, la perturbation est suffisamment petite pour qu'on puisse
négliger les termes en N2, L'étude de la stabilité ne se fait donc que sur :

AN (t, &°N (t,
O_.%ft_x) ~ < r{# N )(E, %) + meP)((Z_X) (V1.3)

Au vue de la forme des solutions trouvées pour I'equation de diffusion, en série
de Fourier, nous pouvons appliquer la transformation de Fourier? 3 I'éguation
(VI.3):

2)(t,8) =~ F()(E)F (N, )(t, E)-EPF (N, )(t,2)|
= —(rF () (&) + dE)F (N,)(,E) |

En appliquant les résultats démontrés dans le cas de la matrice jacobienne d'un
systéme de réaction entre deux espéces,la stabilité dépend du signe de la partie
réeile de

~

i
ot

F(

rf(e)E)+ dg* (V.3.1)

Si la partie réelle est négative alors I'équilibre sera instable alors que si elle est
positive il sera stable. La diffusion est un phénoméne stabilisant, ce sera donc ¢
qui va entrafner la déstabilisation.

Donc, pour qu'il y ait apparition d'une nouvelle forme morphologique, il faudra
que la transformée de Fourier de I'expression de la compeétition des
morphologies soit minorée par un parametre fonction de la fréquence de
perturbation appelé paramétre de bifurcation. Cependant une fréquence ne
pourra étre amplifiée que si elle appartient 3 I'espace morphoiogigue.

V.4 Exemple
Prenons pour expression de la compétition un signal « porte » note [T défini par :

N{x)%
|
Si X% [~ B] I(x) =0 T
|
5 O B
Comme [1 est paire, sif # 0,ona: s 0 B X

12 Déiinition et propridlés de la transformeées de Fourier en arnexe E. Pour des raisons fides au
i traitement de texte la transformée d'une fonction f sera notée F{f).
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F(IT)(E) = 2] 1 (x)cos (€ x)ck = e snise)
o o
§E=0 F(T)(0)=1=fm 3EE)
g0 BE

La transformée de Fourier est donc prolongeable par continuité en 0.

En conclusion : la transformée de Fourier de la fonction « porte » [I est la
fonction définie :
F(Iry: R = R
. sn(BE)
BE
Reportons cette expression de la transformée de [| I'équation (VI1.3.1) avec la
contrainte que cette équation soit strictement négative :

ri'rié-gg-)-+d§2 < 0 poos z=BE
d«-z-;- < _,.ED_.Z._
‘tg:f —~8Nnz
g 7
dans ce cas le terme }%5 est appelé parametre de bifurcation. Au vue du
graphe de —s')r;(x) , il apparait que ce parametre doit &tre inférieur a 0,012, ce

qui signifie que d, représentant les phénomeénes « évolutifs », doit étre assez
petit, i.e. les phénoménes sont lents; par rapport a r et B représentants les
phénomeénes écologiques, qui sont donc plus rapides.

0,012

0,010 - e

0,000 (N ER RN SRR ENNN NN NN R N AN N RN AR RN A A ER!

-0,010
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Vil / CONCLUSIONS

Vii.1 Face a Darwin

Sous les conditions d'auto-organisation énoncées dans les parties précédentes,
une population initialement mono-morphigue deviendra polymorphique au terme

de plusieurs branchements. D'aprés les simulations numériques, cette
population poly-morphique est un équilibre asymptotiqguement stable.

Exemple de simulation numérique :

Dans cet exemple, l'espace
des morphologies est
suffisamment grand  pour
contenir deux morphologies
suffisamment éloignées pour
ne pas étre en compétition.
Les deux especes vont
proliférer jusqu'a atteindre la
capacité biotique de leur
milieu, car elles sont bien
adaptées. Mais, les individus,
de chaque morphologie, vont
subir une importante
compétition

en raison de leur trop grand
nombre. Ce sont alors leur
descendants les plus différents

O—pLiwi

d'eux qui seront favorisés en cela va entrainer la formation de deux sous-
catégories de chaque population initiale de caractéres bien différenciés. Ainsi de
suite, a la fin de la simulation les morphologies initiales sont les moins
représentées.Comparons maintenant cette simulation au schéma explicatif
proposeé par Darwin dans |'Origine des espéces (1859).
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Les espéces G et H s'éteignent; I'espéce F présente une anagenese Jusqu au present les especes
. e ~A.et | subissent des spéciations, —
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Nous pouvons constater que ce schéma est trés similaire & la simulation
numerique précédemment obtenue. En effet, en ce qui concerne la sélection
naturelle, le postulat de base de Darwin est qu'il n'y a pas de puissance
surnaturelle qui seélectionnerait les individus afin d’améliorer les espéces. La
sélection, émanant d'un ensemble de conditions, aboutit & I' adaptatlon de |'étre
vivant a son milieu. La théorie de Darwin a ce sujet peut se résumer ainsi ! il nait
toujours plus d'étres vivants que le milieu ne peut en nourrir il s'ensuit donc une
lutte pour la vie (« battle for life ») entre les individus de la méme espéce et
entre les espéces pour les ressources rares. Seuls alors survivent et parviennent
a se reproduire les plus adaptés & ces circonstances. Les variations
avantageuses sont retenues par cette sélection naturelle, celles défavorables
sont éliminées. Enfin, leur accumulation par leur transmission héreditaire a pour
conséquences la transformation des espéces. Les conclusions, au vue des
considérations mathématiques, rejoignent parfaitement les conclusions
biologiques.

Vil.2 Face a la génétique des populations

D'une point de vue de la génétique des populations, I'évolution repose sur trois
critéres : I'hérédité, qui transmet les caractéristiques individuelles d'une
génération a l'autre, une source de variation dans ces caracterlstiques
(mutations ou reproduction sexuée) et enfin un mécanisme de sélection, pouvant
résulter de la compétition entre les individus d'une méme espéce (pour les
ressources ou pour la reproduction) ou dela compétition avec d'autres espéces
(prédateurs, parasites). Les dynamiques adaptatives proposent des modeles de
I'évolution d'une population asexuée a I'échelle de la population (la dynamlque
temporelle individuelle n'est pas décrite). Or dans une population asexuée,
seules les mutations sont source de variation parmi les caractéristiques
individuelles, et la sélection résulte d'avantages individuels dans des populations
mutantes de petits effectif, puisque constituée initialement d'un seul individu.
L'approche mathématique est alors de construire un processus de Markov
modélisant la naissance etla mort de chaque individu avec hérédité clonale (un
enfant a les méme traits que son pére), sauf lorsqu'une mutation a lieu, et avec
une compétition modélisée par une densité-dépendance négative : dépendance
de la démographie d'un individu par rapport & I'ensemble des individus présents
dans la population.

La population est constituée a chaque instant t=0 d'un nombre fini N,
d'individus, dont les traits sont notés X, ..., X, . Les paramétres du modele sont
les suivants :

- un individu de trait xe 2 donne naissance a un nouvel individu avec un
taux b(xjeR, :

- ce méme individu meurt avec un taux d(x Z ol dx)eR,

est le taux de mort naturelle d'un individu de tra:t X, et olx,yeR, est
un noyau d'interaction modélisant I'effet d'un individu de trait y dans la
population sur le taux de mortd'un individu de trait x;

_.-_Chaque naissance donne lieu _a une mutation avec la probabilité.
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u(x)€[0,1] ;

- le trait d'un individu mutant né d'un individu de trait x est donné pary =
X + h ou h est dirigé par une variable aléatoire de loi m(x,dh), de support
inclus dans Q- x=ly—x; ye Q|

Ce type de modéle est aussi utilisé par les biologistes pour étudier la dynamique
de la répartition spatiale d'une population, en remplacant les mutations par des
dispersions a la naissance (graines).

Ce raisonnement est fondé sur le théorie des processus de branchement ( ou de
ramification) connu aussi sous le nom de processus de Galton-Watson. C'est R.A.
Fischer , dans une note préliminaire de 1922, qui placa le probléme de Galton
dans un contexte génétique.

On peut extraire de ce processus une fonction de la valeur adaptative d'une
espéce, d'un trait morphologique d'un individu, trés utilisée dans la littérature
destinée aux biologistes. Cette notion rejoint la théorie des jeux (probléme
faucon-colombe). Les différents génotypes d'une population n'ont jamais les
mémes capacités reproductives ni les mémes taux de survie. Excepté les
mutations neutres n'ayant aucun effet phénotypique, les différents états
alléliques a un locus donné produisent des phénotypes dont les caractéristiques
biochimiques, physiologiques, morphologiques sont différentes. Le phénotype
global d'un individu et ses performances en termes de survie et de fertilité sera
le resultat de sa constitution génétique a I'ensemble des loci, avec de possibles
interactions entre génes. Ces différences de performance entre génotypes ont
pour conséquence une variation des fréquences alléliques au cours du temps qui
correspond au processus de sélection. Lorsque les individus de génotypes
différents montrent une viabilité ou une fécondité différente, chaque génotype
est caractérisé par sa performance, c'est-a-dire sa capacité a participer 3 la
génération suivante. Cette mesure est appelée valeur adaptative ou sélective.
Par définition, la valeur sélective d ‘un génotype correspond au nombre de
descendants viables et fertiles (deux parametres nécessaires) que produit en
moyenne chaque individu de ce génotype a la génération suivante. On appelle
fitness absolue, notée W, la valeur issue de ia mesure de la probabilité de survie
et de la fertilité de chaque catégorie génotypigue et qui détermine directement
leur nombre moyen de descendants. La performance des génotypes est
cependant toujours définie de facon relative afin que la plus forte valeur de
fitness soit égale & 1. La fitness relative d'une catégorie d'individus est le rapport
entre sa fitness absolue W et la plus forte valeur de fitness absolue (Wmax)
observée dans la population. Les discussions sur 'évolution de cette fithess se
font a 'aide de I'étude des signes de ses dérivées premiéres et secondes qui
nous donneront fa possibilité pour un immigrant de s'installer dans la population
résidente, et I'on retrouvera les notions d'attracteur et d'inhibiteur vues dans le
cas déteministe traité dans les parties précédentes,

Quant au processus de branchement, il a été simplifié en séparant|' échelle de
temps des mutations de celle de I'écologie et par le biais des limites de grandes
populations, de mutations rares et de petite amplitude. Ce qui est analogue aux
conditions d'émergence de formes dans le cas du modéle de Turing. De plus, il a
eté montré que si un tel processus converge alors ce sera vers I'équation

_détemministe de Fischer non-locale étudiée dans la partie précédente. .
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Cependant les deux théories ne sont pas encore complétement réunies. Pour
ceux qui envisagent le probléme d'un point de vue purement stochastique,
l'approche déterministe n'est qu'un cas particulier de la leur. De nombreuses
pistes sont encore a explorer du cété déterministe, notamment, dans la
determination des coefficients caractérisant les phénomeénes écologiques, ou
encore de prendre en compte la reproduction sexuée qui complique la fonction
de croissance de la population, mais elles le sont aussi pour l'approche
stochastique. De plus, un autre probléme persiste dans cette derniére : comment
traiter les critéres de coexistence de deux traits ou plus puisque & chaque
branchement on arréte 'étude du trait considéré pour faire les études séparées
des nouveaux traits présents dans la population.

Au terme de cette étude, il apparait que ce théme offre plusieurs possibilités de
recherche et pourquoi pas une plus grande fusion des deux approches
précédemment considérées qui semble avoir beaucoup de points communs. Il
faut aussi bien entendu que ces modeles soit appliqués a de plusieurs cas
biologiques concrets afin de vérifier |a fiabilité des théories.
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ANNEXES

A / Systemes d' équations différentielles
Théoreme dit du flot :

On considére le probleme de Cauchy gfc’%)zf(t,u(r)) et ulty)=u, ol f

est de classe C! sur ) x U, ol | est un intervalle ouvert de R et U un ouvert de R",
tels que (t;,uUy) €/ x U . Alors, il existe W x V un voisinage de {¢,.4,) et une

unigue application $heCH (W x V,U) telle que

i
664: =f(r,d"(z,v)) Y(t,v)e (WxV) e @’"(IU,V)ZV Y vevy |

¢ est appelé flot local au point ¢, de I'équation différentielle.
En particulier ce théoreme affirme que pour toute donnée initiale v proche de
u, |'application
it — @ {1, v)
est solution du probleme de Cauchy et en plus ne dépend que de v :
u'(t)= f(t,u(t)) Vie[t,—1, t,+7]
u(z‘ﬂ) =y
Définitions :
Soit f une fonction de ciasse C*
(i} sif(x*)=0 alors x* est un point fixe ou d'équilibre
(i) sif(x*) # O alors x* est appelé point régulier

(iii) un point Q est un point limite de la trajectoire C s'il existe une suite
(t),ep + AVEC  lim t,=+wx telle que (u(t,), vit,)) tende vers Q guand

=t

nN—34w .
L'ensemble des points Q de C est noté L(C)

(iv) un point fixe v du champ s e ' est dit stable s'il existe un voisinage
V, devdans U tel que:

1. leflot @,{w) est défini ¥V t 2 0 et ¥V w €V,

Y voisinage W de v dans U, 3 un voisinage V <V, tel que

2. @ (w)eW Viz0e Ywel

3. Si de plus, VweV, lim®@{w)=v alors le point fixe v est dit

Idon;

asymptotiquement stable.
Théoréme de Poincaré-Bendixson :

En dimension 2, si L(C) est compact non vide sans point fixe alors c'est une
trajectoire périodique dite cycle limite.
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Thégreme : classification des trajectoires limites

Supposons C inclus dans un ensemble fermé Kc<D de dimension 2.
Supposons que D ne contienne qu'un nombre fini de points d'équilibre,
alors :

(i) soit L(C) est constitué d'un unique point d'équilibre vers lequel C
s 'approche quand t-+taw

(if) soit L(C) est une trajectoire périodique

(iif) soit L(C) est constitué d'un nombre fini de points d'équilibre et d'un
ensemble de trajectoires, chacune d'elles tendant vers un des points
d'équilibre quand t-i+w .

Théoréme :

Un point X* = (N* M*}si et seulement si les valeurs propres de J* sont toutes de
partie réelle négative ou nulle, et les valeurs propres imaginaires pures de J* sont
semi-simples (i.e.: leurs sous-espaces caractéristiques sont confondus avec leurs
sous-espaces propres). De plus, si les valeurs propres de J* sont toutes de partie
réelle strictement négative alors le point X* est asymptotiquement stable.

Preuve :

JEM,(R) et soient A, .7 Javeca za pour jzk I'ensemble des valeurs
propres de ).On définit les sous-espaces caractéristiques :

E =Ker(J—Al)" k=1,..r

ou s, estle plus grand entier s (la multiplicité de {a k-iéme valeur propre) tel
que : Ker(j-aA, ) V¢ Ker(J-A.l) Le sous-espace caractéristique £,
coincide avec le sous-espace propre Ker(J—A.l,) sietseulementsi s.=1 .

,
On sait que R"=® E, autrement dit, si P, est la projection sur E;
k=1
r
parallelement a fkaf on a [I,=> P, et par définition de , s :
k=1

(J-A.,P,=0 Vs=s, .

r r r 5-1 m
Par suite, e¥=3 ¥p, =Y Mgl tip =3 it 3 (L =) (=Xl )P
k=1 k=1 k=1 §=1 (m)

S'il existe A de partie réelle strictement positive tel que Jv=Av pour un

vecteur v non nui, alors &% 'v=e™v est non borné. De plus si A€iR est une

valeur propre non semi-simple, il existe des vecteurs non nuls v et w tels que
J=Av et Jw=aw-v .On montre par récurrence que [Tw=A"w+ma™ Yy

pour tout entierm non nul et donc e®w =™ (w+tv)

est de norme supérieure ou égale a t|v|-Jjw] pour t=0, ce qui est évidemment
non borné.
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B / Equation de diffusion, conditions aux limites

Conditions aux limites de Dirichlet

Si I'on appligue les conditions de Dirichlet homogéne , F(0)=F(L)=0, on obtient :
F{0)=0 = ¢,=0
(V.6.1) F(L)=0 = C,sinh(v—AL)=0
o mais V—AL >0 donc sinh(Vv—-AL)#0 et c,
On obtient F=0

=0

F(0)=0 = c,=0
(IV.6.2) |F(L)=0 = ¢,L=0 mais L+0 donc ¢,=0
On obtient F=0
F(0)=0 = ¢c,=0
FIL)=0 = ¢, sin(v¥aL)=0
(IV.6.3) | Soit c,=0 et on retrouve la solution triviale

Conditions aux limites de Neumann

Si I'on applique les conditions de Neumann, of

_dF ... _ : :
5’;(0) w——dX(L) Q0 , on obtient :
.dm__’;():‘) = ~¢, V=2 sinh(v=& x} + ¢, v=A cosh(v=a x}
dF(x) o o=
T 0=c¢=0
(IV.6.1)

dF

dX(L)ﬂ 0 = —c, Vv=Asinh(v=A L)=0

majis v—=AL >0 donc sinh{~v=A L)# 0
On obtient F=0

F_
(IV.6.2) ax C:= =0

On obtient Fconstante

dl;g(x) = —C VA sin(vA x) + ¢4 VA cos(VA x)
-2-5-(0)= 0 = c,=0
(IV.6.3) dr

e (L)=0 = —c,VAsin(vAL)=0
Soit ¢;=0 on retrouve la solution triviale
Soit sin(vAL)=0 alors VAL=nmw = A,=

ULSE
L
Principe de superposition des solutions:
BB ier Fip(2)--sont-solutions-du-probleéme-alors; parlinéarité; ona
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i Cn Fn(x)
n=1

est aussi solution, avec C, constante arbitraire.

C/ Séries de Fourier : théorémes et définitions
Définition : fonctions continues par morceaux suffisamment Bauliéres (C.S.R.)

Soit I un intervalle qui peut étre séparé en plusieurs morceaux tels que la
fonction f soit continue et sa dérivée par rapport a la variable de l'intervalle
aussi, Si les sauts de discontinuités sont en nombre finis et si f et sa dérivée
admet admettent chacune méme limite a droite et a gauche pour les sauts de
discontinuités alors f est dite continues par morceaux suffisamment géguliére.

L'étude des conditions nécessaires sur f pour que sa série de Fourier converge
est toujours en cours, alors nous nous placerons dans des cas ol l'on peut
considérer f suffisamment réguliére pour l'application des théorémes.

Nous considérerons nos fonctions périodiques de période 2L sur [-L,L].

Définition ; Série de Fourier adaptée a notre cas

Soit f une fonction 2L—périodique Sa série de Fourier est par définition la

série trigonométrique ).(a, cos(Tx) +b sm(ﬁf—rx)) définie par:

L
——1L-jf(x)dx et V¥ neN\O

L L

1 . nrr
lf__fo(x) sm(——L——

~——1-J‘f Jcos(ZD x)dx et b, =

L 7 X)dx

si les intégrales sont définies.

Ou de fagon équivalente, c'est la série trigonomeétrique écrite sous forme
complexe :

N L nm
Scet o Vnez,cn:iff(x)e L dx
neZ 2L-—L

Théoreme : convergence de la série de Fourier

Si f est C.S.R. par morceaux sur [-L;L.] alors la série de Fourier converge
vers :

1. I'extension périodique de f qui est continue

2. %—.(z‘(x+ )+f{X")) quand I'extension a un saut de discontinuité.

Théoréme : continuité de la série de Fourier

Si f est C.S5.R. par morceaux, la série de Fourier de f est continue et converge
vers f sur [-L;L] si et seulement si f{-L)=*f(L).

Si t est C.5.R. par morceaux, alors la serie de Fourier cosinus de f est
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continue et converge vers f pour x e[0;L] .

Si f est C.5.R. par morceaux, la série de Fourier sinus est continue et
converge vers f pour x €[0,;L] sietseulementsif(0)=0 et f(L)=0

Théoréeme : différenciation terme & terme

Si f est C.S.R. par morceaux, alors la série de Fourier peut étre différenciée
termes a termes si f(L) = f(-L)

Si f est C.S.R. par morceaux, alors la série de Fourier sinus peut étre
différenciée termes a termes si f{0) = f(L) = 0

D/ Emergences de formes, conditions de Turing
Reprenons [a matrice] définie dans I'éguation (lil.1) :

.INN .INM
jMN -IMM

Nous avons montré qu'un équilibre du systéme est stable si les valeurs propres
de ] sont négatives, comme cette matrice en posséde au plus deux et avec les
propriétés du produit et de la somme desvaleurs propres on obtient : det (J) > 0
et tr(]) < 0. Alors,

det(/) = JunJuw — JumJun >0 donc JyyJum > JuwJun (1)
tr()=Jun+ Jun <0 (2)

WJMM -~ 1

I/ =

donc Umml> I./le
NN

L'éguation (2) nous donne qu'au moins un des deux termes est négatif.
Supposons :

Jwm <0

Dans le cas de l'équation (IV.1), au moins une des valeurs propres de la matrice
/., doit étre positive pour rendre la perturbation déstabilisante. On obtient donc
de nouvelles conditions :

det(f,) <0

U= dudn) Uum—durn) = JunJuw < 0 (3)
(1) et (3) donnent :

Unw =9 udn) U = Aud) < Jum Jan < S s

S dn = At g S = A g S + DAL < S s
_dMAnJNN - de\nJMM + deMAi <0 (4)
Par hypotheses,
dy>0 dy>0 A,>0 J,,<0

Ce qui donne :
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~dyAJus>0 et dyd,A%>0

On obtient :

—dudyJww <0 donc  Juy>0
Par suite

(v = duds) Jum — dud,) <0
Comme

{Jum — dyd,) <0
On a une nouvelle condition :
Junw > dyd, >0
De (4) on garde :

~dy So — Ay <0
L e O
S dy

E / Transformée de Fourier
Définition :
On a vu que pour une fonction périodique f, on obtient une relation de la forme :

42
fiX)=> C.e™ (E1)
qui peut étre interprétée comme la décomposition du signal f sur la famille de
fonctions (™)., jouant un réle analogue & celui d'une base.

On peut écrire aussi, pour marquer le fait que les coefficients de Fourier
dépendent de la fonction f :

+m i

FX)=3 ¢ (fle' T e T=2L.

N=—c

Lorsque que n décrit I'ensemble des entiers relatifs, n/T décrit un ensemble de
fréquences qui dépend de T. Pour une fonction f qui n'est pas périodique, on ne
peut pas utiliser la relation (E.1). On peut cependant considérer qu'une fonction
qui n'est pas périodique est une fonction dont la période est infinie. Or si T est
« tres grand », I'ensemble des fréquences 2nn/T { que l'on notera &) est un
ensemble qui couvre presque toutes les fréquences possibles. On est donc passé
d'une succession de fréquences a un ensemble continu de fréguences; aussi
quand il s'agit de faire la somme, il faut passer d'une somme discrete, au sens
des séries, a une somme continue, c'est-a-dire au sens du calcul intégral :

F(x) = E c(fle”=dE (E.2)

On remarque la présence de L puisque on est passé de la variable n a la variable
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£.0na:

_21T!7__!7_Tr o T
§——-—~——T =7 dar dg—Ld?

En reprenant la définition des coefficients de Fourier,

C

L (F) = fix)e’"*ck

1
T:

Nl__l'-—-,l\.‘i“l

et en faisanttendre T vers I'infini , la relation (E.2) s'écrit :

+o o

= [ ([ f(x) e’ d) " *ds

- o

la fonction : E-F(f _f f(x) g™k

représente la transformation de Fourier et aussi « un passage a l'espace des

frequences »,
La relation (E.2) s'écritalors: f(x)= f F(f) ()& ds

Propriétés de la transformée :
e L'opérateur de la transformée est linéaire

e Transformation d'une dérivée :

Si T est continue et si sa dérivée appartient & I'ensemble des

applications linéaires réelles alorson a :

FIZ) : & — izFnz)

e Produit de convolution :
Soient f et g deux fonctions de  LY(R)
le prodwt de convolution de T et

foglx ff vigr avc (Fxg)elYR)

la transformée de Fourier de ce produit est :
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